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Frédéric Denizet — professeur en M.P. au lycée Fénelon

Partie I

Pour tout P € C[X], la fonction z — |P(z)| est continue de K fermé borné de C vers R
elle est donc bornée et atteint ses bornes sur K, ce qui assure que || P/, € R.

.|l  est la norme de la convergence uniforme sur I'espace des fonctions bornées sur K
a valeurs dans C dont C[X] peut étre considéré comme un sous-espace en identifiant les
polynoémes et leurs fonctions polynomiales associées sur K (on remarquera que cette iden-
tification est valide car K est infini et que les fonctions polynomiales sont bornées sur K
car K est fermé borné).

Soit = € K, |Q(2)R(=)| < [Q()I [R(2)] < 1@ IRl done QR < @l IRl
Ainsi qu’on la vu au I.1. pour tout P € C[X], la fonction z — |P(z)| atteint ses bornes sur
K donc il existe z € K tel que ||P||, = |P(2)].

Supposons donc que pour @ et R non nuls on ait ||QR||; = ||Q| x || R| j et posons zg € K
tel que |QR| x = [(QR)(20)|

On a [|[QR| ;= [Q(20)R(20)| < |Qll [ Bl x = QR done [Q(z0)R(20)] = |Qlx Bl -
Puis [|Q| [ Rl = |Q(20) R(20)| < [Q(20)| [ Rl f avec [[R] g > 0 donc [Q(20)| = (@l et
ainsi [Q(z0)| = 1@l -

Enfin Iégalité |Q(20)R(20)| = @l | Bl xc avee [Q(z0)| = @l # 0 assure

[R(z0)| = | Rllg -

On utilise les notations introduites par 1’énoncé et on pose A tel que, pour tout z € K,
|z| < A (A existe car K est borné).

Soient p < 0 et z € K, Q,(2)Ry(2) = 22 — (a+b)z + (ab + (a — b)?p — (a — b)?p?).

Done |Qy(2)Ry(2)| < A% +|a+b| A+ |ab| + |a — b (p* — p);

et ainsi [|Q R, < B+ |a — b (p2 — p) ot on a posé B = A2 + |a + b| A+ |ab|.

De plus [[Qpll > [Q, ()] = a— bl (1 - p) et [ Rl > [Ry(a)] = a—b| (1 p):

done | Qpll g 1Ryl ¢ = la = b* (1 = p)?

et ainsi [|Q,| ¢ || Rpll x — |QpRpll x > |a — b*(1—p)—B pﬁ—zoo +o0 ce qui assure qu’il existe

1Qpl g 1Rl 5
Qo Roll
ot les polynomes @, et R, sont de degrés 1 donc dans C,[X] et C,,,[X] ce qui assure que

Ck, > 1

L’application f est continue car le produit de polynémes est continu (bilinéaire en dimension
finie) et la norme est continue. De plus E est trivialement borné et est un fermé de V
car c’est I'image réciproque du fermé (1,1) de R? par Iapplication continue (Q, R)
(1Rl g » IRl ¢ )- Donc f est bornée et atteint ses bornes sur E ce qui assure I'existence du
couple (Qq, Ry) voulu.

bien p tel que ||Q, |l ; | Ryl x > [|Qp Ryl ¢ donc 1 ne majore pas le quotient

R
Notons q et r les coefficients dominants de Qg et Ry et posons Q1 = @ et Ry = =0
q r
- 1@l [ Ball 1
Les polynoémes )1 et R; sont unitaires, de plus = .
Q1R i 1QoRol|



1@l MRl

Par définition <Ck .
Q1R || g o
Par ailleurs pour tous @ et R non nuls dans C,[X] et C,,,[X] en posant Q = || Qcﬂ et
K
~ R
R = on a:
1Rl &
~ 1 1 R R
@oral < |57 e § o QIR | Il IRl
ko [1Qofoll — |55 1Q1 B[ ¢ QR &
K
Cette inégalité étant vraie pour tous @ et R non nuls dans C,[X] et C,,[X], on en déduit
R R
1@ullc IRl 5 e oy o 190l IFalle _ o
Q1R & ’ 1Q1 R & ’
Partie II
d
2.8. @ est scindé donc s’écrit Q = « H (X —ag) ont av est son coefficient dominant et aq, ..., aq
k=1
sont ses racines.
On note A = {0 € [0,2n] | Q(e”?) = 0} ( cet ensemble est fini).
n
On pose B = [0,27] \ A, on a pour tout 6 € B, In ‘Q(eie)‘ =In|a| + Zln e — ak’.
k=1
Soit k € [1,n], si |ag| # 1, 6 — In |ei9 - ak} est continue et donc intégrable (au sens usuel)

sur [0, 27].

Si |ag| = 1 on pose 6 € [0,27] tel que et = a;, (6} est unique sauf si a, = 1 auquel cas
on travaille & la fois pour 0 & droite et 27 a gauche), 6 — In |ei9 — ak} est continue sur
[0, 0x[U]0k, 27| il faut s’assurer de son intégrabilité au voisinage de 6 a droite et a gauche.
Or pour § € [0, 8;[U]0, 27] :

In[e? — ay| = In|e®® — e = In|e®0) — 1| =n |0 =6+ o (B—6) = o (I8—062).
94)9k

0-50,
Ce qui assure 'intégrabilité de 6 — In ’ew - ak| sur [0, 27] au sens de la définition 1.
En conclusion 6 — In ‘Q(ew)} est intégrable sur [0, 27] au sens de la définition 1.

2.9. Pour p > 0, M,(Q) est I'intégrale d'une fonction continue positive et non nulle sur [0, 27]
(car @ admet un nombre fini de racines donc Q(e) ne peut s’annuler qu'un nombre fini
de fois sur [0, 27]). Ceci assure que M,(Q) > 0.

2.10. Puisque In est continue sur R* , pour vérifier que ¢ est continue sur RY il suffit de vérifier
que p — My,(Q) l'est, ce que I'on fait en appliquant le théoréme de continuité des intégrales
a paramétre dont on vérifie les hypothéses :

i. Pour tout p € R% , 8 — ‘Q(ei9)|p est continue (par morceaux) sur [0, 27].
ii. Pour tout 6 € [0, 27], p — }Q(ew)!p est continue sur R* .

iii. |Q| est continue sur I qui est un fermé borné donc est bornée sur D ce qui assure
I'existence de T > 1 tel que pour tout 6 € [0, 27], Q(eia)‘ <T.
Soit alors b > 0, pour tout 6 € [0,27] et pour tout p €]0,b], on a ’Q(ew)‘p < T ou
0 + T® est intégrable sur [0, 27].




2.11.

2.12.

On en conclut que, pour tout b > 0, p — My(Q) est continue sur |0, b] ce qui assure que
p — M,(Q) est continue sur ]0, +o00[ et donc que ¢ est continue sur |0, +oo|

Il reste & vérifier la continuité de ¢ en 0, i.e. a justifier que lin% (Mp(Q)) =1, ce que 'on
p—

fait grace au théoréme de convergence dominée dont on vérifie les hypothéses, on reprend
pour cela le 7' défini ci-dessus et on pose A = {6 € [0,27] | Q(e??) = 0} (qui est fini).

i. Pour tout p €]0,1], 6 — ‘Q(eia)}p est continue (par morceaux) sur [0, 27].

1 sig¢ A
29
i. Pour tout 6 € [0, 27], hm(‘Q ‘) {O Ghed”

. 1 sifg¢g A .

iii. La fonction f:t— { 0 sife A est continue par morceaux sur [0, 27].

iv. Pour tout 6 € [0, 27] et pour tout p €]0, 1], on a ‘Q(ew)}p < T ouf — T est intégrable

sur [0, 27].
1
En conclusion lim (M,(Q)) = — f(t)dt =1, ce qui assure la continuité de ¢ en 0.
p—0 27 0

La encore, puisque In est dérivable sur R* , pour vérifier que ¢ est dérivable sur R il suffit
de vérifier que p — M, (Q) l'est, ce que I'on fait en appliquant le théoréme de dérivabilité des
intégrales & parameétre dont on vérifie les hypothéses en posant f : (p,t) € R% x [0,27] —

‘Q(eit)‘p,
On note toujours A = {t € [0,27] | Q(e") = 0}, B =[0,27]\ A, et T > 1 tel que pour tout
t €10, 2w, ’Q(eit)‘ <T.
i. Pour tout p € R, t — f(p,t) est continue et donc intégrable sur [0, 27| (segment).
ii. Pour tout ¢ € [0,27], p— f(p,t) est de classe C! sur R et
— site A, VpeR:, 01 f(p,t) =0;
— site B, VpeRL, 01 f(p,t) ln‘Q ZtHQ

iii. Pour tout p € R% | ¢+ 0y f(p,t) est continue par morceaux sur [0, 27| (elle est méme
continue car lim (u”ln(u)) = 0).
u—07t

iv. Soit un segment [a,b] inclus dans R* , pour tout p € [a,b] et pour tout v €]0,7] on a
[uP In(u)| < }(ua + ub) ln(u)‘ or la fonction u +— (u® + u®) In(u) est continue sur ]0, 7]
et prolongeable par continuité en 0 donc elle est bornée sur |0, 7], on peut ainsi poser
U tel que, pour tout u €]0, 77, |(u® 4+ u®) In(u)| < U.

Alors, pour tout p € [a,b] et pour tout t € B, [01f(p,t)| = [In|Q(e™)||Q(e™)|”| ot
‘Q ’t ‘p €]0,T] donc |01 f(p,t)] < U.

On a finalement : V(p,t) € [a,b] x [0,27], |01 f(p,t)] < U ou t — U est intégrable sur
[0, 27].

On en conclut que, pour tout segment [a, b] inclus dans RY , p — M,(Q) est dérivable sur
la,b] ce qui assure que p — M,(Q) est dérivable sur ]0, +oo[ et donc que ¢ est dérivable
sur |0, +o0l.

1 o it ity | P
—_— In |Q(e")| |Q(e™)]" dt.
@ ), MIeeee

Pour déterminer la limite de ¢’ en 0" on applique le théoréme 1 (de convergence dominée)

De plus, pour tout p € R% : ¢/(p) =

2
ap— / In }Q(e”)‘ |Q(e’t)‘p dt dont on vérifie les hypothéses avec les mémes notations
0

3



2.13.

2.14.

qu’a 2.11., en considérant une suite (py,)nen €]0, 1} qui tend vers 0 et en posant, pour tout

. 1 Zt Zt Pn t A
neNafn:tHalf(pn,t)l.e.fn:t;_>{ H‘Q HQ ‘ letEB

i. Pour tout n € N, f,, est continue sur [0, 27| (cf ci-dessus).

il. Soit t € 1, nETOO (fn(t)) _ { 1n|Q(eZt)‘ site A

0 siteB
it :
iii. La fonction % : ¢t — n ‘Qo(e ) 211 i Eg est intégrable sur [0,27] au sens de la

définition 1 (cf 2.8.).

iv Pour tout n € N et pour tout t € [0,27], |fn(t)] < T9(t) ou T est intégrable sur
[0, 27] au sens de la définition 1.

En conclusion et par caractérisation séquentielle de la limite on a :
2 2
lim (/ In ‘Q(eit)‘ }Q(eit)‘pdt> = / In ‘Q(eit)‘ dt =27 In(M(Q));
comme lin% (Mp(Q)) =1 on a donc lim (©'(t) =In(M(Q)).
(

Ceci assure que ¢ est dérivable en O et que ¢'(0 ) = In(M(Q)) et donc que pour p au
voisinage de 0 : ¢(p) = ¢(0) + ¢'(0)p + + go( p) =In(M(Q))p + go(p).
p P

Enfin pour p € R%., on a M,(Q)F = exp <1cp(p)> — exp <ln(M(Q)) v oo (1)>

p—0
1
doi lim (M,(Q)7 ) = exp (n(M(Q)) = M(Q)
On utilise les notations données par I’énoncé.

1 4 1
On a pour tout p € [0,1], F(p) = §ln 11— ,oew}2 = §1n (1 —2pcos(9) + p?).

p — cos(0) 1 et e~ .
Done pour tout p € [0, 1[, F'(p) = (1— pe®)(1— pe—®) 2 (1 ~ peif) - (1— pei0) )"

e Fl(p) — — e _ i0 k_ik6 ki(k+1)0
ie. F'(p) Re ((1 — pe19)> Re (e ;:()p e —Re g ple

Par intégration terme-a-terme d’une série entiére sur son 1ntervalle ouvert de convergence,

+oo
pour tout p € [0,1], F(p) = <Z P o Pan pilk+1) ) _ (Z ~pn m@)_

+oo _p
Notamment pour p=ronaln|l —z| = F(r) = —Re (Z Z)
n=1 "

1 27 ) 1 2 )
M(X — z) = exp (/ In [ — | dt) = exp (/ In|1—ze | dt).
27 0 27 0
1 2 100 n_—int
Donc M (X — z) = exp <—Re< = ))
2 0

La série de fonction Zun ou pour tout n € N*, t o=

Zne—mt

est une série de

fonctions continues sur [0,27] qui converge normalement sur [0, 27r] (car pour tout ¢t €
[0, 27], |un(t)| < |z|™ avec |z| < 1), on peut donc intervertir série et intégrale.



2.15.

2.16.

3.17.

3.18.

1 +oo 27 Zne—int
Dot M(X — z) = exp —Q—Re g / de | |.
Y8 0 mn
n=1

2
Or pour tout n € N*, / e dt = 0 donc M (X — z) = exp(0) = 1.
0

1 2 ) 1 27 ;
M(X—z_l) = exp <27r/ In ’e” — z_ly dt> = exp <27r/ (In ‘Z_1| +In ‘1 - zeﬂ)dt)
1 271'0 . ’
= exp <]n‘z_1‘+2ﬂ_/ 111‘1—28”‘(175).
0

27
Or tout comme au dessus / In ‘1 — ze”! dt = 0.

0
On a donc M(X —z71) =exp (In|z7]) = [z7}].
On utilise les notations de 1’énoncé avec de plus 1 € [0, 27] tel que z = €%, la question

2.14. assure que g est constante égale a 1 et on veut montrer que g tend vers M (X — z) en
1.

Pour cela on applique le théoréme de convergence dominée avec D = [0, 2] \ {¢'}.

Montrons dans un premier temps l'inégalité que « remarque » I’énoncé, on pose r € [0,1]
et t €[0,27] ona: |e —re?| = ‘ei(t*w) —7|> |Im (eflt=¥) — r)| = |sin(t — ¥)|.

1 2w
On a pour r € [0, 1], g(r) = exp (2/ In dt>.
T Jo

Pour tout t € D, lim (ln ‘e“’ - rew‘) =1In ‘eit — ew"
r—1
De plus pour tous r € [0,1[ et t € D, [sin(t — ¢)| < | — re'?| < 2
donc |ln ‘eit - rewH < In(2) — In|sin(t — ¢)| ou t — In(2) — In|sin(t — )| est intégrable
sur [0, 27] au sens de la définition 1 (intégrale impropre convergente en ).
1 2w
On en déduit que lim (g(r)) = exp (/ In
r—1 2T 0
M(X —2z)=1.

Les questions précédentes assurent que pour tout z € C, M(X — z) = max {1, |z|}.
1 27 n . n 1 2T )
Or M(Q) = exp (27r/(] In )\kl_[l(elt —ay) dt) = |Al kl_[lexp <27T/0 In ‘e” — ak‘ dt>.

Done M(Q) = |A| [ M(X — ax) = |A| [ ] max {1, |ax[}
k=1 k=1

et — et

ezt . elw

dt> = M(X — z), ce qui assure

Partie III

Par linéarité il suffit de montrer ce résultat pour un monéme, on suppose donc P = X¢.
2r sin=20
0 sin>1

2m d 27
On a donc / (z + rett)ddt = Z (Z) zdkrk/ ektdt = 24 = P(z).
0 0

k=0

2w
On remarque que, pour tout n € N*, / et = {
0

On a déja justifié qu'il existait z € D tel que ||P||p = |P(2)|, pour un tel z on note z = pe'¥
avec p € [0,1].
On pose r = 1 — p alors pour tout ¢ € [0,27], on a z+re’ € D donc |P(z + re')| < |P(z)|



3.19.

3.20.

3.21.

Ainsi avec 3.17 :

T 27 27
yp(z)|:/0 Pz + ret)dt </0 \p(z+reit)|dt</0 P(2)]dt = |P(2)).

2m

On a donc / (!P(z +re)| — |[P(2)]) dt = 0 ot la fonction intégrée est continue et de
0 .

(z 4+ re)| — |P(2)| = 0.

signe constant ce qui assure que, pour tout t € [0, 27],
Notamment P(z + re®?) = P(z) ot z + re® = ¥ € 9D.
Il existe donc un élément de 9D ou est atteinte || P||p ce qui assure que || P||5p = || P|lp-

On utilise les notations de 1’énoncé, on remarque que, pour tout z € D, P(z) = Q(z71)
ce qui assure que || P|;p = [|Qllop -
Soit z € C.
. d
Si |21 < 1 on a [P(2)] < [Pllap < |IPllap max {1,121},

. d — d d
Si|z| > 1, on a |P(2)] = [2]*|Q(z7")] < HQHBDmaX{l, H } = HPHaDmax{l, H }
On a donc toujours |P(z)| < || P|sp max{l, \z|d}.

Sans perte de généralité on peut supposer que les racines de ) sont aj, ..., a, et que les
racines de R sont apt1,-- -, Qntm-

On note de plus A\g et Ar les coefficients dominants de @ et R, on a \gAr = A

Il existe (1,1) € 0D tel que [Q(w)| = QU et [R(x)| = Rl

Aloss Q= Aol [T = s < ol [ T mase{lu— o] [0 —

=1 =1
n+m n+m
De méme Ry = [Ag| [ [v— il <|Ae| [] max{lu—ail,v—al}.
i=n+1 i=n+1
n+m
Donc [|Qllp [|1Rllp < Al J] max {|u— i, [v — ail}.
i=1
Déterminons les racines de S.
m+n m4+n
OnasS = )\H (uX —v— (X )\H u—a;)X — (v—aq)).

=1
Notons A ={i € [I,m+n] | a; = u} eth{ze[[l,m—i—n]] | o # u}.

S = )\H —v+ ;) H((u—%’)X—(U—ai))

i€A i€EB
Vv — oy
=AJJ (v + i) H((u—ai))H <X— ua)
€A i€EB i€EB
Donc les racines de .S sont les v pour i € B et son coefficient dominant est
AT (v +e)) [T ((w—ai)).
€A i€EB
v — oy
Done M(S) = A [] (v = as)| T I(u — )| Hmax{l, — af }
icA i€B i€B '
Ainsi M(S) = || [ [ max {Ju — ai| , |v — il } [ [ max {|u — ail , [v — s} ;
icA i€EB

n+m

et finalement M (S) = |)| H max {|u — |, [v — a4}



3.22.

3.23.

3.20. donne alors ||Q||p | R]|p < M(S5).

M(S) = exp (;ﬂ /27r <1n\e 1\’”*" ‘ (“e:_l”)’) dt>

= M((X — 1)™") exp ( > ‘ >

Ona M((X —1)™t") =1, donc

1 2m
M(S) = exp (271_/0 In|P ( 11)

)
D’apres 3.19. on a donc :

2T
M(S) < exp (217T/0 <||P\|Dmax {1,
1

<))
=3

1
M(S) < [Pl exp (27T ( ax {1, |2 ="

M(S) < [|P[lp exp

1 2 it n+m it n+m
27r/0 In (max{|e —1‘ s ([l |e —w‘) }) dt>
1 2 ; n+m | 4
- n (max{|e”—1‘ "ezt_w|)n+m}> dt)
0

)} o)

)

27
M(S) < |[P[lp exp <n;r7rm/o In (max {[e" — 1

Il s’agit donc de montrer que :
2w

/Oz’rln(max{]eit_l}7}eit_w’)})dt§/o In (max {[e? — 1], e +1])}) dt
()
P

Or w s’écrit w = ¢ pour 1 € [0, 27|, de plus pour tout réel 6, |ei9 — 1’ =2

. . 27‘- .

In (max {|e" — 1| ,|e" —w|)}) dt = / In (max{‘e”
0

2ol (3) o (55 )

s o o) )

/Ow <max {Sm (1), sin (g’ _ t) }) dt + 2/1;2 In (max {sin (t), sin <t - 15) }) dt
_ / <sln < - t>> di +2 /¢ Zz In (sin (£)) dt + 2 /w ZMM In (sin(t)) dt
2/,
~4f

ezt N

+

(sm (t 7’[))) dt
/2+0/4 2

p/ 2 7/2+1p /4
(sin (£)) dt + 4 / In (sin (1)) dt
e



3.24.

w/24 /4

= 4/ In (sin (t)) d¢
P/4
/2 /24 /4 P/4
=4 In (sin (¢)) dt + 4 In (sin (¢t)) dt — 4/ In (sin (¢)) d¢
w/2 0
/2 /4 . /4
=4 In (sin (t))dt+4/ In (sin <t+ —)) dt—4/ In (sin (¢)) dt
0 2 0

w/2

Sc— — — >—

4 In (sin (¢)) dt + 4 /W4 In (cos (t)) dt — 4 /W4 In (sin (¢)) dt
0 0

w/2

¥/4
=4 In (sin (¢)) dt + 4/0 (In (cos (t)) — In (sin(t))) dt

¥/4
Cette quantité est maximale si / (In (cos (t)) — In (sin(t))) d¢ est maximale avec /4 €
0

[0,7/2] or la fonction intégrée est positive sur [0,7/4] et négative sur [r/4, 7] donc la
quantité est maximale pour ¢/4 = 7/4, i.e. pour ¢ = 7.

el — w’)}) dt est obtenue

)

2
Ainsi la plus grande valeur possible de / In (max { ‘eit -1
0

pour w = €' i.e. pour w = —1 ce qui donne le résultat voulu.

Remarque de lauteur du corrigé : cette méthode est assez alambiquée et il y a sdrement
plus stmple mais je n’ai pas trouvé mieuz.

2w
1:/ In (max {|ei* — 1, |e" + 1])}) dt
0

3m/2 A ,
:/ In (max {|e” — 1| ,|e" +1|)}) dt

—m/2

w/2 )
= 2/ In (|e* + 1]) dt.

—7/2
/2 ]
Pour r € [0, 1] on pose IT:/ In (|re” + 1) dt
—7/2
( m/2 +o0 rheint )
On a avec 2.13. I, = —Re / Z de |.
—7/2 im1 n

Par convergence normale on peut intervertir série et intégrale :

X /2 int X . T X ) T
I, = —Re . /W/Qe dt | = —Re ; EQ sin (n§> = —2; 2 sin (ng)

n=1 -
I 2kl - oo N r2k+1
D P (2/{: 1f):2 L
kZ_O(Zk—i—l)?Sln 2k +1)3 kz_o( N CTYE
Il reste & passer a la limite en 1.
+oo N r2k+1
Par convergence normale sur [0, 1] la fonction r — —1)¥———= est continue en 1.

Par ailleurs un travail similaire a celui fait en 2.15. assure grace au théoréme de convergence

/2 )
dominée que lim (I,) = / In ([ +1|) dt.
r—1 —Tl'/2
r?k)-‘rl

+o0
On en déduit donc que I = 42(—1)’“72.
— (2k+1)



3.25.

3.26.

Par critére spécifique des séries alternées, deux sommes partielles consécutives de la série
2k+1
r

—1)*—— encadrent sa somme totale.

S
k>0

Ceci assure que les valeurs obtenues par la calculatrice encadrent I on a donc bien une

valeur approchée de I & 1072 prés en prenant 1, 79.
27r

Pour k € N* on pose wy, = €' &
On a QiR = X* — 1 donc ||QxRx|lp = 2.
Par ailleurs ||Qkllp > |Qu(—=1)[ = [ I¢+ 11 = [ max{|¢+1],1¢ —1[}.

cevu ceu

De méme || Ryl > [Re(1)] = [ 1¢ = 1] = J] max{I¢ +1],|¢ - 1]}
cev cev

Done | Qullp I Rxllp = T max{I¢+1l, |<—1|}—Hmax{\wk o —1]}.
cevuv

Posons &£ 'ensemble dont 1’énoncé veut déterminer la borne inférieure et A € £ (qui est
nécessairement strictement positif).
-1}

: e ks 1Qkllp 1 Rellp _ ‘
On a: Vk € N*, Ak > O Hmax{wk
b))

et <1 o 1)
In (max{ REL: _1H})

e —1]|}), c’est une fonction continue sur [0,27] par

1

donc A > exp E ;1:[ Hwk—l—l)

1 1
i.e. A > exp <k: In 2)> exp

1 1
ie. A >exp (k In (2>> exp
J

Posons f : t — In (max {|e” + 1|, |
composition de fonctions continues.
On a pour tout k € N* :

- ZO In (max{

|
—

n

=
Il
()

J
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n—
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ol
eZ27rk _‘_1‘7‘

o

127rk +1‘ ‘

n—1
2 2
Par sommes de Riemann : lim ] E f < W)

k—+o00 k
1 . 12
. 2w _
Donc kll}IJPoo z ]E_O In (max{ ek 1‘ ‘ }) = or /0 f)de.

Par passage a la limite dans I'inégalité ci-dessus on a donc :

I I
A > exp I ; ft)dt ) =exp o =C

Par ailleurs on a C' € £ d’apreés 3.23., ce qui assure que C est le minimum de £ (et donc sa
borne inférieure).
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4.27.

4.28.

4.29.

4.30.

4.31.

4.32.

Partie IV

b—a
d—rc

On utilise le fait que h : x — (x — ¢) + a réalise une bijection de J vers I telle que

h(c) = a et h(d) = b.
On pose donc C(X) = A (

résultats voulus.

b—a
d—c

b—a
d—c

(X—c)+a> etD(X):B< (X—c)+a>,ona1es

On pose &5 'ensemble dont C',Ihm est par définition la borne supérieure.

La question précédente assure que pour tout couple de segments (I,J) on a & C &y, et
par symétrie des roles de I et J on a aussi £; C &5 et finalement £ = &7, ce qui assure
que Cé’m = Cim.

On a évidemment ||QoRol|; < ||QoRoll;-

1 1
De plus |QoRol|; > c 1Qoll ; [ Roll ; = C
n,m n,m

On a donc ||QoRol|; = [|QoRol|;-

On pose ¢ et d dans I tels que ||Qoll; = [Qo(c)| et ||Roll; = |Ro(d)].
On définit J comme au 4.27.

On a donc [|Qoll; = |Qoll; = |Qo(c)| et [|Roll ; = [[Roll; = [Ro(d)]-
Cela assure aussi par 4.29. que |QoRol|; = [|QoRol|;-

1Qoll; [[Roll; = [|QoRoll;-

Ainsi que cela est possible par 4.27, on introduit Qi et Ry tels que ||Q1]l; = [|Qoll;,
1Rl = [IRoll» |Q1 ][, = [[QoRoll;, @i(=1) = Qo(c) et Ri(1) = Ro(d).

Finalement : [[Q1][; = [[Qoll; = [[Qoll; = |Qo(c)| = [Q1(=1)].

De méme : [|[Ra[; = [[Roll ; = [|Roll; = [Ro(d)| = [R1(1)].

Enfin : Cpm |Q1 Rl = Crm [|QoRoll ; = Crm [|QoRollr = [|Qoll; [ Roll; = @1l [[Rall ;-
La paire (Q1, R;) convient.

Les polynoémes ()2 et Ry sont de degrés respectifs n et m.
On a trivialement [|Qz|[; = [Q2(=1) = [|Qul; et [|Rafl; = [R2(1)| = [ Ral[;-

Par ailleurs, pour tout = € [—1,1], |Q2(x)Ra(z)| < |Q1(z)R1(z)| < [|Q1R1]|-
1 1
Done [|@2Ral; < |Q1B1ll; = m— @l [ Rall; = m— NI @l 1Rl
n,m n,m
On a [|Q2|l; |R2ll; = Cnm ||Q2R2]|;, 'inégalité réciproque étant immédiate par définition
de Crm on a donc [|Qall; | Rall; = Crm [|Q2Ra |l ;-
La paire (Q2, R2) est une bonne paire extrémale.
On a [Sy(—1)] = |Q2(—1)].
Pour = € [—1, 1], par second co6té de inégalité triangulaire :
lz+1l—-jw+1|<|z+1-w—-1] =]z —w|
donc [Sz(2)| = [z +1 = [w + 1|[|S(2)] < [z — w]|[S(2)] = [Q2(x)]-
Ceci assure ||, = [Qall; = Sa(~1)].
Par ailleurs, pour tout z € [—1,1], [Sa(z)Ra(x)| < |Q2(z)Ra(x)| donc ||SaRa||; < ||Q2R2]|;.
o 1 1
Comme a 4.31 on a ainsi [|Sy Ry, < [|Q2Rell; = Z— @2l | R2ll; = Z— 1Sl [[Rall;-
Cmm Cn,m
Ce qui assure [|Sa||; || Rall; = Cnm [|S2R2ll;-
La paire (S2, R2) est une bonne paire extrémale.
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4.33.

4.34.

4.35.

4.36.

4.37.

4.38.

On applique la question précédente avec toutes les racines de @2 les unes apreés les autres
ce qui consiste a remplacer Qo par un polynéme ()3 dont les racines sont exactement les
—1+ |w + 1] pour w racine de Q2 donc dont les racines sont dans [—1, +o0[.

La question précédente assure que (@3, R2) est toujours une bonne paire extrémale.
Supposons que w est une racine de @3 qui n’est pas dans [—1,1] (donc w > 1) et posons
S3= Q3.

3= 5,9
On pose T tel que Q3 = (X —w)T(X),ona Sz = (X —1)T(X)

Montrons que (S5, R2) est toujours une bonne paire extrémale.

2 2
On a [S3(-1)[ =2[T(-1)| = —= Qs(-D[ = ——= 1Qs]l;-

1 2 2
|‘”” Q@< 2 1@all; < 2 1Qull = 1Sy

Donc HS3”I = |S3(-1)| = m HQBHI-

Et pour z € [-1,1], |S3(z)| =

1 2
o2 R, =
o +1||Q3H1H 2|l

Ce qui assure |[S]|; || Rzll; = Com (153 Rall ;-

2
Enfin : [|S3Rsll; < = 1QsRell; = 153117 I Rell -

Cmm

La paire (S3, R2) est une bonne paire extrémale.
Puisque 'on peut procéder ainsi pour tout w > 1 racine de ()3 on peut construire Q4 a
racines dans I tel que (Q4, R2) soit une bonne paire extrémale.

On applique maintenant & Ro les mémes méthodes pour obtenir Rs puis R4 et on obtient
(Q4, R4) trés bonne paire extrémale.

-~ m—+n ~ m —
Posons Q = H (X —xp) e R:H —x1);onaQR=QR.
k=m+1 k=1
Puisque les racines de @) font partie des x1,...,2, ot -1 < 27 < --- <z, < 1lon a
1Qll; = 1Q(=1)] < |Q(=1)| et de plus @ = Q < [Q(-1)| = Q(—l)'-

De weme | 2], = 7)) < R0

et de plus R = Re |R(1)| = '1}(1)’

On a notamment ’QH > Q| et H H > ||R||;-
insi Q) 7] = 1l 171, = Cum 0L, = o |0 =[] [
I I I I I
on adonc Q] || =101, 171, co i assure @] =1l et 7] =y,
I I I

Les équivalences précédentes assurent bien Q@ = @ et R = R.

C’est immeédiat puisque pour tout k& € [m + 1,m + n], v — |x — x| est décroissante sur
] — 00, _1}

Supposons par I'absurde que [P(—1)| # || P||;. on a donc |P(=1)[ < [|P||_.

Par continuité de P cela assure qu'il existe € > 0 tel que, pour tout = € [-1 — ¢, —1],
P(a)] < | PIl..

Fixons un tel ¢ on a [|P||; = [|P||;.

Or 4.37 assure que [|Q|;. > [|Q||; et par ailleurs ||R[|; > |[R]; > 0.
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4.39.

1Rl 12l 1Q1 IR,

1P, 1Pl
Ce qui contredit la définition de Cy, ,, (indépendant du segment) et achéve la démonstration
par 'absurde : on a |P(=1)[ = ||P| ;..

On pose € > 0.

On a donc

= Ch,m.

On remarque que S est strictement positive et continue sur [—1,1])\]zx — &, x+1 + €[ qui
est un fermé borné donc S admet un minimum o« > 0 sur [—1, 1]\|zx — €, 241 +€[.

On pose T =S — M(X—Fl).

OnaT(-1)=5(-1).

min {a, e}
2

Pour tout =z €] — 1,1]\|zy — &, x441 +e[,on a S(z) > aet 0 <

0 <T(z) < S(z) ce qui assure |T'(x)| < |S(z)].

Le polynéme T' convient ; on remarque de plus que T'(—1) > 0, T'(zg) < 0 et si e < S(1)),

T(1) > 0; dans ce cas par théoréme des valeurs intermédiaires, 7" est toujours & racines
dans | —1,1[.

Pour tout x € I, |T'(z) — S(x)| = (14 x) <edonc [|S—TJ; <e.

min {a, e}

5 (x+1) < a donc

Montrons par 'absurde qu'il existe y €]xy, zx41] tel que |P(y)| = || P||;, on suppose que
que : Vy €|z, zpia[, [P(y)] < [Pl

Puisque P(xy) = P(xk41) = 0 on a aussi : Yy € [zg, 2p11], |P(y)| < ||P]|;, par continuité
sur le fermé borné [z, xp11] cela assure qu’on peut poser 3 > 0 tel que

Yy € [a, zppal, [P(y)| < [Pl — 8.

Par continuité de P en ses racines xy et 2511 on peut poser v > 0 tel que

Yy € [z — v, 2k41 +91, [PW)] < 1P, = 8.

On posant U = H (X —z;)ona @ =SU et P=SUR.
i€[m~+1,m+n]\{k,k+1}
On pose alors € = min {’y, HU%H’ S (1)} et on considére T défini tel que ci-dessus.
I

On a T(—1) = S(—1) donc (TUR)(—1) = P(—1) et donc | TUR||; > ||P||;.
De plus pour tout x €] — 1,1] :
— sta lap — e, ap e, [T(2)] < [S(x)] done [(TUR)z)| < [(SUR)(x)| < [Pl
— six €|a, — €, 2441 + €[, on aussi € [z — v, xpy1 + 7] donce |P(z)| < [|P||; — B
Or [|S —T|; <e,donc [T(z)| < |S(z)| + € et ainsi
(TUR)z)| < |(SUR)(x)| + € [(UR)(x)| < |P(2)| +e[|[UR|; < [|Pll; — 6+ [[UR;
Or par définition, € ||[UR||; < § donc [(TUR)z)| < || P||,.
On a donc démontré que | TUR||; = ||P||;.
Puisque (TU)(—1) = Q(—1) donc a aussi ||TU||; > [|Q||;-
On a également || TU||; [|Rll; < Cpm [|[TUR[|; = Crm [|1Pll; = [|QU; 1Bl
done [[TU||; < [|Qll; et ainsi [TU|[; = [|Q]-
Finalement ||TU||; [|R||; = Cnom |TUR||; avec également | TU||; = |(TU)(—1)|, TU uni-
taire de degré n et TU a racines dans [—1,1] , le couple (T'U, R) est une trés bonne paire
extrémale.

Ceci implique |[TUR|; = [(TUR)(1|) or | TUR|; = ||P||; = [(SUR)(1)|, on a donc
|T(1)| = |S(1)| ce qui contredit la définition de T" est achéve la démonstration par ’absurde.
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4.40.

4.41.

m+n m—1

On pose S = (X —z,)(X — zppy1), U = H (X —xg) et V= H (X — xp).

k=m+2 k=1
Ona@=(X—-—am+1)U, R=(X —z,)V et P=USV.
On travaille de nouveau par 'absurde pour montrer qu’il existe y €|z, Tmi1] tel que
[P(y)] = [|Pl[, on suppose que que : Vy €]m, Zmia], [P(y)] <[Pl
Comme ci-dessus on peut poser 8 > 0 et v > 0 tel que
Yy € [ — 1, Zmi + ) 1P| < 1Pl — 6.
Pour un A €]0, 1] donné on pose T = AM(X — 1)(X 4+ 1) + (1 — \)S, polynéme unitaire de
degré 2 qui est égal & [1 — A\)S en 1 et -1 donc strictement positif et qui est strictement
négatif en z,, et x,4+1 donc qui admet deux racines dans | — 1, 1[, 'une dans | — 1, z,,[ et
lautre dans |41, 1].
Posons € = min {'y ﬁ}.

UV,

S est strictement positive et continue sur [—1, 1]\|zy, — &, 41 + €[ qui est un fermé borné
donc on peut poser a €]0, 1] qui minore S sur [—1,1]\]|zm — &, Tm+1 + €].
De plus pour z € [-1,1],—1 < (x — 1)(z + 1) < 0 donc pour A tel que (1 — N)a < a (ie.
A < @ ) on a, pour tout = € [—1,1\|zm — &, xm41 + e[, 0 < T(x) < S(x).

a+1

De plus [Ty — S|, < A(1+ |S]|,) donc pour A < ﬁ ona|Ty— S|, <e.
I
Q@ €
On pose donc A = min , et on note u et v les racines de T) telles que
b {a+1 1+||SH1} e

veE]—1,zplet Ju € rpmyr, 1.
On considére alors UT\V alors :

— pour tout z € [—1,1]\|xpm — &, Zmy1 + e[ on a [(UTAV)(z)| < [(USV)(x)| = |P(x)| <

1Pl
— puisque € < 7, pour tout z € [Ty — &, Tmt1 + €], [(UT\V)(z)] < |[(USV)(z)| +
e|(UV)(x)] = [P(@)| + e [UV)(@)| < |Pll; = B+ellUVI < [P
On a donc justifié |UT)\V|; < ||P||;.
Or UT\V =U(X —u)(X —v)V avec v €] — 1,x,[ et Ju € Ty, 1[.
Alnsi [(U(X —u))(=1)[ = [U(=1)| (1 +u) > [U(=1)| (1 + 2m41) = [Q(=1)| = [|Ql|; donc
IU(X —u)ll; > Q-
De méme on a [(V(X —v))(1)| = [V(1)|(1 —v) > V()| (1 — zm) = |R(1)| = ||R||; donc
V(X =)ll; > [IR];-
Ainsi [U(X = w)ll; [V(X = 0)ll; > QU IRl; = Com IPl; > Con VTV,
On a donc : ||U(X —u)||; V(X =v)|l; > Com JU(X —u)(X —v)V||; ce qui contredit la
définition de Cy, ,, et achéve la démonstration par I’absurde.
Les questions précédentes assurent que pour tout k € [1, m+n—1], P est de signe constant
et admet un extremum sur |z, zx41[ en un point qu’on note yx ot on a donc P'(yx) =0
et [P(yr)| = [Pl
Or P’ est de degré (m + n — 1) et de coefficient dominant (m + n), les yx sont donc
exactement ses racines et P/ = (m + n) H (X —yk)
ke[1,m+n—1]

Notons W = P? — || P||; qui a pour racines —1 et 1 d’une part et d’autre part tous les yy
pour k € [1,m 4+ n — 1] ou sa dérivée est également nulle, donc ces y; sont racines d’ordre
au moins 2 de W.
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Ainsi (X —1)(X +1) H (X — yp)? divise W qui est unitaire de degré 2(m +n) ce

ke[l,m+n—1]
qui assure W = (X —1)(X + 1) H (X — ).
ke[1,m+n—1]
1
OnaW=(X-1)(X+1)——=P?%ie. |P|;, - P’= ——(1 - X?)P2
na ( )( + )(m+n)2 Le H HI (m+n)2( )

Remarque de 'auteur du corrigé : cette méthode ne s’inspire que peu de la précédente, peut-
étre l’énoncé attend-il une autre démonstration, éventuellement plus simple, mais je n’ai
pas trouvé mieux.

1
4.42. On dérive D'égalité précédente : —2PP' = ———— (=2X P + (1 — X?)2P'P")
)2
2
On a donc mp/((m+n)2p+ (1 _X2)P// —XP/) — 0;

Puisque P’ # 0, par intégrité de R[X] on a (1 — X2)P" — XP' + (m +n)?P = 0.

4.43. Pour tout y € R, f'(y) = —sin(y)P’(cos(y)) et
f"(y) = — cos(y) P'(cos(y))+(sin(y))*P" (cos(y)) = — cos(y) P’ (cos(y))+(1—(cos(y))*) P (cos(y))-
La relation (1 — X2)P" — XP' + (m + n)?P = 0 assure donc que, pour tout y € R,
f'(y) = =(m+n)*f(y).
f est solution d’une équation différentielle du second ordre a coefficient constant dont
I’équation caractéristique est 22 = —(m + n)? ce qui assure qu’il existe deux constantes
réelles \ et u telles que, pour tout y € R, f(y) = Acos ((m + n)x) + wsin ((m + n)y).
Comme f'(0) = 0, on a p = 0 et comme f(0) = P(1) = ||P]|; (car P(1) > 0) on a
A= Pl
Ainsi, pour tout y € R, f(y) = || P||; cos ((m + n)y).
Pour tout z € [—1,1] on a donc :
P(z) = P(cos(arccos(x))) = f(arccos(x)) = || P||; cos ((m + n) arccos(z)).

444 Ona Gy, = JQULIE]L
1P

: . . (2k — 1)
La question précédente assure que P admet pour racines tous les cos ﬁ pour
m+n
k € [1,m + n] qui sont des racines distinctes par injectivité de cos sur [0, 7]. Cela donne

m + n racines distinctes pour P qui est de degré m + n et unitaire on a donc

m4n

2k —1

P = H X —cos Q .

P 2(m +n)

n
2k —1

Par décroissance de cos sur [0, 7], cela assure alors que Q = H <X — CoS <()7T>>

P 2(m+n)
= T (- (Z07))

k=n+1
On a ainsi Q] = [Q(~1)] = kH (1 cos (220N,
de meme ||, = |R(1)| = kﬂl (1 ~ cos (%))
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En utilisant la formule "cos(m —x) = — cos(x)" et le changement d’indice j = m+n+1—k
on a:

m+n m .
2m+n—k)+ 1) (25— Dm
R ; = H (1+cos( :H 1+cos| ——~ ]|
k=n+1 2(m + n) j=1 2(m + n)
P
Enfin, pour tout z € R, P(cos(x)) = || P||; cos ((m + n)z) donc le polynéme ] est le
I

(m+n)—iéme polynéme de Tchebychev de premiére espéce dont le coefficient dominant est
2m+n=1 (ce qui n’est pas au programme de P.C. bien siir) or le coefficient dominant de P

est 1 on a donc = gm+n—1

1Pll7

On peut donc conclure :

o g o (2220)) (1 = (2529)
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