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Partie I

1. @, produit de deux fonctions C* est C* sur ]0,+oo[. De plus :

limtIn(t) =0

t—0
donc @ est continue en 0 (donc Cy sur [0, +oo].

Yt €]0,+oo[@’(t) = —1 —In(t)

et
lim ¢’(t) = +oo.
lim ¢ (t) = +o0
2. (a) Soit une suite convergente (p,) = (p(ln),---,py;)) d’éléments de Xy de limite p = (py,---,pn).- On a

donc :

N
Vie[ll,N[VneNp{" >0, vneN) pi" =1.
i=1

Par passage a la limite et conservation des inégalités larges, on obtient :

N
Vie[lLNlpi>0. ) pi=1.
i=1

Donc p € £y. Ceci prouve par caractérisation séquentielle que Xy est fermé.
N
(b) SipeZXy,alors|plly = Zpi =1 donc ¥y est borné (On peut aussi remarquer que p € Xy = [|plloo <
i=1

1.)
(c) Enfin, si (p,q) € 23,p = (p1,---,PN) 4 = (41, ,4n), et A € [0,1], alors, Ap + (1 - A)g = (Ap; + (1 -

Agi)ieqi, Ny et

N N N

Y Api+(1-Agi=A) pi+(1-1)) gi=A+(1-1)=1

i=1 i=1 i=1
et

Vie[|l,N|]Ap; +(1=A)g; = 0.

donc

V(p,q) €23 ¥Ae[0,1]Ap+(1-A)g € Ty
YN est donc convexe.

3. @ est positive sur [0,1], donc par somme Hy est positive. Les projections p + p; sont continues, ¢ est
continue, donc par composée et somme, Hy est continue.
Lorsque p; = 7, alors

Hx(p) = Nop 37 ) = 1n(N)



4. (a)

Posons g(t) = @(a+t)+@(b—t)—@(a)—¢@(b) pout t € [0, b]. g est définie et continue sur [0, b], dérivable
sur |0,b[, £(0) =0 et Vi €]0,b[ g'(t) = ¢’(a+t)— @’ (b —t). Or, par stricte croissance de In, ¢’ décroit
strictement sur ]0,+oo[. Pour a+t < b—t, soit t < #, ¢’(t) > 0. g croit donc strictement sur [0, ﬂzh[,
et comme g(0) =0, on a donc:

a+b

—[g(t)>0

Vte |0,
|0

ce qui montre le résultat demandé pour € = #

La fonction Hy est continue sur Xy . De plus Xy est fermé et borné. Hy est donc bornée sur Xy et
atteint ses bornes. D’aprés la question précédente, si Hy atteint son maximum en (py,---,py), tous
les p; sont égaux. Si ce n’était pas le cas, avec p; < pj, il existerait t €]0, p;[ tel que
p(pi+t)+@(pj—1t)>@(pi) + @(pj)
et l'on aurait alors
HN(q1,-++,an) > Hy(p1s---,pN),
ol (q1,---,qN) s’obtient a partir de (py,---,py), en posant

qi =pi+1t q;=pj—t, g = px si k € [[L,N[]\ {i, j}.

On vérifie aisément que g € Xy.
Le maximum est donc atteint au seul élément p = (%, , %), qui correspond a la probabilité uni-
forme sur {1,---,N}. et ce maximum est In(N).

Vi e N*p(p;) = —a(1 —a)'!(In(a) + (i — 1)In(1 — a)). On sait que

c 1
Yxe]-1,1] E x'=—,
1-x
n=0
et donc par dérivation d’une série entiére a l'intérieur de son intervalle de convergence :

1
(1-x)?’

Vxe]- l,l[Z’nx"‘1 =
n=1

d’ou :

Vx e]—l,l[an": X

—_x)2°
n=0 (1 X)

Par le changement d’indice n =i —1, on obtient donc :

Ho(p) = —In(a) - ‘“)1;‘(1 —a) _ <P(a)+fap(1 —a)

Notons h(a) cette quantité. h est dérivable sur ]0,1[ et :

Va €]0, 1k (a) = 2L @ =1 = a)zz— (p(a) + @(1-a))
h’(a) est donc du signe du numérateur qui vaut :
N(a) = (¢'(a) - ¢'(1 - a)) = (p(a) + (1 - a)) = a(~In(a) + In(1 - a) + In(a)) + (a— 1)In(1 - a),
et:
N(a) =aln(1—a) <0.
h décroit donc sur ]0,1[ de +oo a 0.

On peut choisir la série de Bertrand convergente de terme général p; = 1 <

m.oﬁ C est choisi de fagon

+00
que Zpi =1 On a alors, lorsque i tend vers +oo :
i=1
In(p;) ~ ~In(i)

donc
C

P(pi) ~ m

et donc
Hn(p) = too.



6. Les variables aléatoiresYy = In(py, ) = (Inop)(Xy) sont deux a deux indépendantes et de méme loi :

Yi(Q) = {In(py),---,In(pn)}, ¥i € [IL, Nl]p([Yk = In(p;)]) = p;.
. Donc:

E(In(px,) = ) _piln(pi) = ~Hy(p).
i=1

(On aurait pu aussi simplement utiliser le théoréme de transfert).
Enfin, pour tout entier naturel non nul n :

Yi+-+Y, 1 ("
T[]

Ceci acquis, la propriété demandée traduit donc la loi faible des grands nombres sur la suite de va-
riables aléatoires indépendantes Y;. (Ces variables, qui sont finies , possedent toutes une variance, et le
théoréme peut donc s’appliquer).

Partie 11

7. Jf, somme de Hy et d’une fonction polyndme est continue sur Yy qui est fermé et borné. Jy est donc
bornée et atteint ses bornes. Xy (f) est donc non vide.
8. (a) D’apres la question (4), il existe € €]0, p;[ tel que pour tout t €]0,€[, @(t) + @(p2 —t) > @(0) + @(p2).
Pour t €]0,e[,on a:

th+(pa—t)fa=t(fi - f2) +p2fo-
Donc, en posant p’ =p +(t,p, = t,0,---,0), alors p’ € Xy et J¢(p’) = Jr(p) = t(f1 — f2) + A(t), ou :

A(t) = @(t) + @(p2 = 1) = (0) = @(p2) = —tIn(t) + 0p (¢ In(t)).

Donc
Je(p)=T¢(p) ~o —tIn(t).
Dong, au voisinage de 0 on a: J¢(p’) —J¢(p) > 0, cequi contredit le fait que p € Xn(f).

(b) On peut bien str répéter le méme raisonnement si p; = 0 et p; > 0. Comme les composantes d’un
élément de ¥y ne peuvent pas étre toutes nulles (leur somme vaut 1), on obtient le résultat demandé.

9. On munit RN du produit scalaire canonique.

(a) Eq = Vect(1,1,---,1)%, donc E, est un sous espace vectoriel de RN de dimension N — 1 et E(J)‘ =
(Vect(1,---, 1)L)l = Vect(1,---,1), puisque RN est de dimension finie.

(b) Sia=(0,---,0), la question est triviale et tout € > 0 convient.
Supposons a # (0,---,0). Notons M = max;e[;,njjl4;l- M > 0 puisque les a; sont non tous nuls par
hypothese.
p+ta=(p;+ta;)ien,n)-Ona:

N N N
Zpi +ta; = ZP, + tZai =1.
i=1 i=1 i=1

D’autre part : Si |ta;| < p;, alors p; + ta; > 0. En particulier, si [¢] < 1’\)—2, pour tout i € [|1,N|, alors
cette condition est réalisée. En posant m = min;¢(;, Ny pi > 0, et € = {1, on a bien p € ¥ pour tout
t€]—e€,+el.
Enfin Vt € Rp’(¢) = a. Ceci est vrai en particulier pour ¢ = 0.

N

(c) Vte]-eelu(t)=]¢(p(t) = Hy(p(t)) + Z(pi +ta;)f;. u est dérivable sur | —€, ¢, et :

gk

N
Viel-eefu'(t)=) a1 +In(p;+ta;)+ ) a;f;

i=1 i=1



Comme © admet un maximum en 0 (point intérieur a I'intervalle) , u’(0) = 0, et compte-tenu du fait

que a € E, on obtient :
n

Y ailfi=In(p;)) = 0.

i=1

Donc le vecteur (In(p;)—f;)ief1,n) €st €élément de Eg = Vect(1,--+,1), etil existe donc c € R tel que :¥i €
(11, nllin(p;) = fi +c.

10. Comme p € £5(f), on a de plus
N N

Zp,- = Zef"“ =1.

i=1 i=1

N
Donc c = —ln[Zeﬁ]. et X (f) possede un unique élément
i=1

p= (ef1+c’... ’efN"'C)'

On obtient
N N N
Jre=Tr(p) = Zpi(fi —In(p;)) = -c ZP;‘ =—c= ln[Zeﬁ].
i=1 i=1 i=1
11. F est dérivable comme quotient de fonctions dérivables et : VB €]0,+co[ F'(B) = —% ou N(B) =
N g f.ehfi
—ln(Zf\il eﬁfi) - % Or , en posant d = —ln(Xf\il ebli ), I'unique élément de Xy (f) est : p(f) =

(gfl"'d’... ,efN"'d)’ et
N

N
Hy(p(B) =In() _ePh)= ) pipf;
i =1

i=1 i

, ol

obfi

C—ebfird - T
=e = .
pi TV o

C’est bien le résultat demandé!
12. Comme N > 2, le numérateur de F(8) tend vers In(N) > 0 lorsque 8 tend vers 0, et donc

lim F(B) = +oo.
him (B) =+

Soit f = max;ei,ny) fi, et k = card{i € [|[L,N[]|f; = f}. Alors ln(Zf\ileﬁfi) = Bf +ln( fil eﬁ(fi’f)). Le

deuxiéme terme tend vers ef lorsque 8 tend vers +co. On a donc

lim F(B)=f= ;
PSR A i T

Partie 111

13. On a, d’apreés le théoréme de transfert :
N
A=) P(Y =i)(@(0) = m)(gili) = mi) = E((@i(Y) = my)(ge(Y) = m)).
i=1

A est évidemment symétrique. Si 0 = (04,---,0,) € R4, alors

d 2
0T AQ = Z A,,kelek:E[[Zej(gj(Y)—mj)]]>o.
j=1

(Lk)el|1,d])?

(On développe le carré et on utilise la linéarité de ’espérance. On sait de plus que I'espérance d’une
variable positive est positive.)



14.

15.

16.

17.

(a) D’apres la solution de la question précédente, cela signifie que la variable aléatoire 27:1 0;(gij(Y) -
m]-) est nulle. Dong, en reprenant I'indexation de 1’énoncé :

d d
Zelgl(y) = Zmlel =c
I=1 I=1

Comme pout tout i € [|1,N|]p; # 0, Y peut prendre toute valeur dans [|1,N|] avec une probabilité
non nulle. On a donc pour tout i € [|1,N|] :

d
29181(1') =c
=1

(Pour ceux que cette solution probabiliste rebute, on peut écrire ’espérance précédente comme
somme de N termes positifs, pondérés par les p; > 0. Le coefficient de chaque p; est donc nul.)

(b) ona:(64,---,84,—c)€ ker M, donc 6 = 0 (et c=0).

fi,-++, fn sont des polyndmes, de méme que 6 > g7 MO (ce sont méme des formes linéaires.) Plus pré-
cisément,

Vie[l1,N[] f(6 ZM,le,
et:
N
q"M6 = Z%’fi(Q) = Z q;M; 0,
o1 (i, 1)el|L,NTx[IL,d]]

L admet donc d’apres les théorémes usuels des dérivées partielles, et :

, L YoM, ef' o
vjellLdllo5-(0) = ’Z; NG Zq, b
] 167

Ces dérivées partielles sont continues, d’aprés les théorémes usuels, et en reprenant les notations de
I’énoncé :

grad(f) = Mp(60)" -q" M
Si 6 est point critique de L, alors, on obtient I’égalité demandée par transposition de Mp(6)T —q"M = 0.
Or, d’aprés la définition, p € ¥n(§,¢) & p € n,MTp = MTq. La condition matricielle est réalisée et
p(0) € £n. On a donc bien p(0) € £y (£, Q).

8L Zz lMl keft N

<l Al 50 = =5 Dl i

On voit que ces fonctions admettent des dérivées partielles, et que :

’L XN MM e ©) B (Zf\il Mi/keﬁ(e)) (Zﬁl Mi”eﬁ(a))

V(L k) €[l1,d|)? (0) =
30,06 Zfil efi(0) (Zf\il efi((?))2

Donc :

V(1 k) e[|1,d])?

86136 ZM; 1M kpi(0 [ZMl 1pi(0 ][ZMZ kpi(0 ]

On reconnait la la covariance des variables aléatoires gx(Y) et g;(Y) pour la probabilité de distribution
pi(0). Or my(0) est précisément ’espérance de gx(Y) pour cette probabilité. On obtient donc , par une
autre expression de la covariance :

Cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y) = E(X — E(X))(Y = E(Y))

la formule demandée.



18. (a)

Posons , pour t €[0,1]:
u(t) = L(t0 + (1 -1)0") = L((t(0; = 0;) + ")ic[1,ap)))-

Alors u est deux fois dérivable sur [0,1], et, avec des notations pas tres heureuses :

[\/]&

Yte[0,1]u'(t t9+(1—t)6)

1:1

En particulier #’(1) = 0, puisque toutes les dérivées partielles s’annulent en 6. Puis :

d 2
Vte[0,1] :Z@ ~0)) Ze e)agaLe(tmu—t)e’).

i=

On reconnait (?) que cette quantité est : V(ZZ:1 (Ox — 0;)8k(X)), pour la distribution de probabilités
p(t0 + (1 — £)0’) , et cette variance est strictement positive. En effet, si elle s’annulait, d’apres la
question 14,(qui s’applique ici puisque p;(¢60 + (1 —)8’) > 0 pour tout i), on aurait 6 — 6’ = 0, ce qui
n’est pas. u” est donc strictement croissante.

Or u’(0) = 0, puisque L admet un point critique en 6’. Ceci contredit donc la stricte croissance de u’.
Il existe donc au plus un point critique, donc au plus un point ou L atteint sont minimum (Si un tel
minimum existe).

Supposons d’abord toutes les composantes g; de g non nulles.
On suppose que L a un minimum global atteint en 6,. Le gradient de L en 6, est alors nul. Donc

MTp(6,)T =q™M, et p(6,) € TN (5, 9)-

D’autre part

N
77 (0 =In(Z(0.)e®) = In(Z(0.))~ E(F(0.) = In(Z(0.) - ) _gifi0.)

Tisl i=1

N ofi(6.)
Hy (p(6.) — Hy () = In(Z(6.)= ) _q; ln( )
i=1

Or In est concave (hors programme PC), donc :

efi(0« al
qu ( )>ln[Zef’ ]—ln(Z(Q*)).

i=1

Donc :
Hy(p(0)) > Hy(q)-

Si certaines composantes g; sont nulles, effectue le méme calcul en gardant les composantes non
nulles. On obtient alors :

ofi(0.)
Hy(p0.) - Hylg) =In(z(0= Y qin( ).
i€llLNT] ;%0 %
Et:
fi(6.)
qiln(e )<ln[ Z efil | <In(z(8,).
; qi .
i€[|1,N1],q;=0 i€[|1,N]],q;=0

Donc cette fois-ci :
Hyn(p(6.)) > Hyn(q)-

On obtient cette fois-ci une inégalité stricte. On peut remplacer dans la définition de Xy (g, g), I'é1é-
ment g par n'importe quel élément g’ € (g, ). L'inégalité vaut donc pour tout ¢’ € Xy(g,g) et
Hy(p(6.,)) est donc bien la valeur maximale de Hy sur Xy (g, §). Remarquons que cette valeur maxi-
male ne peut étre atteinte qu’en un n — uplet dont les composantes sont strictement positives.



(b) Réciproquement, supposons H, atteint son maximum en un point p de ¥ y(g, §) Remarquons d’abord
que toutes les composantes de p (ou Hy atteint son maximum) sont strictement positives puisque
l'on a vu a la question précédente que c’est une condition nécessaire pour que Hy ait un maximum
en p.

Remarquons ensuite que pour tout p de Xy, on a:

peIN(gg) = MTp=gM’,

pPEXN(gE) = M (p-q)=0 = (p-q)eker(M").

En considérant la somme des composantes de p — g, qui est nulle, on voit que les éléments Xy(g, $)
sont les éléments sont les éléments g + x, ou x € ker MT , qui ont leurs composantes positives ou
nulles.

On en déduit aisément que X(g, g) est convexe.

Si Hy admet un maximum en deux points p et p’ distincts de Xy(g, §), alors, pour tout t € [0, 1]tp +
(1-t)p’ € Xn(g,§). Comme p et p’ sont a composantes non nulles, cette cette propriété est méme
encore vraie sur un certain intervalle [—¢,1 + €], avec € > 0 (On choisit € pour que toutes les compo-
santes des N-uplets restent strictement positives.) Donc w : t — Hy(tp + (1 —t)p’) est définie et de
classe C! sur [—¢,1 +¢€] et

N
Vie[0,1]w'(t)==) (pi-p)lin(tp;+(1-t)p)).
i=1

1

w admet un extrémum en 0 et 1, donc w’(0) = w’(1) = 0. Mais alors :

w'(0)-w'(1)==) (pi—p;)(In(p;)~In(p;)) =0

-

i=1
Or tous les termes de cette somme sont négatifs ou nuls : ils sont donc tous nuls et donc
Vi€ (|1, Nllp; = p;.

On a donc bien montré 1'unicité demandée.



