Mines M2 2018 - Corrigé

Noyau de Dirichlet

1. Soit n € N. Pour tout t € R,

— i ekt L e— ’kt —1+QZCOS (kt),

= k=1

donc, par linéarité de l'intégrale,

/T;Dn(t)dt/ﬁldt+22/ cos(kt)d
= or + 22 [Sm(kt)] = or.
N

—T

=0

2. Pour tout n € N, pour tout t & 27Z,

1— (eit)2n+1

t) = Z ettt = e*iml_ieit (somme géométrique de raison e’ # 1)
k=—n
B e—int _ ei(nJrl)t _ eit/2 efi(n+1/2)t _ ei(n+1/2)t
1 — eit T eit/2 e—it/2 _ cit/2
i(n+1/2)t _ _—i(n+1/2)t 1
G172t _ gmi(nt172) Sin((n+)t>
_ 2i _ 2
- eit/2 _ —it/2 - t :
—_— sin <>
21 2
1
3. Soit « un réel strictement positif. Posons u(t) = h(t), v'(t) = k' (t), v'(t) = sin(at), v(t) = —— cos(at).
a

Comme u et v sont de classe C! sur [—m, 7], on peut intégrer par parties et on a :

I, = /7; h(t) sin(at)dt = {—ih(t) cos(at)] :T + é /T; h'(t) cos(at)dt

_ 1 <h(7r) — h(—7) + /ﬂ ' (t) cos(at)dt) :

« -7

Or, pour tout ¢ € [—m, 7],
(1) cos(at)] < [W(1)] < )<

qui existe car h’ est continue sur le segment [—, 7).
D’ou, par positivité de 'intégrale (m > —m),

’/ B (t) cos(at)dt‘ g/ ”h/”[ozw,w]dt — 27THh'||LZ”’W]~

Enfin,
1ol = 2 (1nm) = w4 | [ w0 costanya] ) < 2t = n-m + 27,

1
ou lim — (|h(r) — h(=m)|+ 2x||h’||5™™) = 0, donc d’aprés le théoréme des gendarmes, alim I, =0.

a——+00 (v — 400

constante par rapport & «
4. Pour tout n € N, pour tout t € R,

n , n 1 T ,
Z ck(g)elkt = Z ( ikt 27r/ g(gc)e_“”dx) (par définition de c(g))
k=—n

TL

1
/ g(x)e™® =) dz  (par linéarité de 'intégrale)
—

T o ~
L (o) Z -0 ) gy = 2 [ g@)Da(t - 2)de
T on . P 2 J_,
1 t—m
= — t—u)D, —d
s [, ot = WD) (i)



en posant le changement de variable affine C' u=t— 1< r=t—u. On a do = —du
Enfin, I'intégrale d’une fonction 27-périodique sur un segment de longueur 27 ne dépendant pas du segment choisi, on
a:

n

t—m t+m s
> o) =5 [ ot -mpa-an = 5 [ oDyt = 5o [ gft - wDwan
k=—n t+m t—m -7

. Par suite, pour tout n € N, pour tout ¢t € R,

> e ~ o) = - [ att=wDutn— ) = 5 ([ alt = 010,000 - 2000

k=—n - -

= % </7r g(t — u) Dy (u)du — g(t) /7r Dn(u)du) (d’aprés la question 1)

—T —T
1 us

=5, | (9t =) —g(t))Dn(u)du.

Or, d’aprés la question 2, pour tout u € [—m, 7] \ {0},

(g(t — u) — g(£)) Du(u) = W sin ((n 4 ;) u> |

Comme g est dérivable sur R, on a g(t — u) = g(t) — ug’(t) + o(u), donc

sin(u/2)  w/24+o(u) u—s0
glt—u) —g(t)
Posons alors | by @ u — sin(u/2) st u € [=m, @]\ {0} .
—4g'(t) siu=0

ht est continue sur [—m, 7] (par construction) et, pour tout u € [—m, 7],

ht(U)Sin(<n+1>u) Wsin((nJr;)u) siu 0

2 —g'(t) x 0 siu=

donc
; c etFt — :i ' —u) — uu:i ! u)sin  ( n 1u U
3 e~ =g [ ot =0 —o@)Datwn = 5o [ wwsin( (g ) ) i
. Soit n € Z*. Posons u(r) = g(z), u'(z) = ¢'(x), v'(z) = e v(z) = —%e_"m.

u et v sont de classe C! sur [—7, 7], donc on peut intégrer par parties et on a :

o 1 —inT " 1 T / —inr __ 1 1 T / —inT
nle) = |~gpo@e ™| o [ @ = Siatm) —gt-my+ o [ g
1 /" .
=— g (x)e™™™* (car g est 2r-périodique, donc g(7) = g(—m)).
in J_,
Posons alors u(x) = ¢'(z), u'(z) = ¢"(x), v'(z) = e~ v(z) = ——e~n®

in
u et v sont de classe C! sur [—7, 7], donc on peut intégrer par parties et on a :

_i i / —inx " i T 1 —inT
cn<g>—m<[ e [ e dx>
_ 1 / / 1 T " —z’nxd
= a0 =gm) = [ @

1 s



car g dérivable et 2m-périodique implique ¢’ 27-périodique (car g(x 4+ 27) = g(x) = 1 x ¢'(x + 27) = ¢'(x)) et donc
g (m) =¢'(—mn). i
Par suite, on a |n’c,(g)| = ‘/ g"(x)e ™ dx

//”[—77777]
o0

Or, pour tout z € [—m, 7, |¢"(z)e™™*| = |¢"(z)| < |lg qui existe car ¢” est continue sur le segment [—m, 7] (car
<

g est C?), donc, par positivité de I'intégrale (—7 < 7), on a

in2en(g)] = \ | @ereas

1 1
cn(g) =0 (712> et c_n(9) =0 <nz> .
7. Soit t € R.
int

) 1 1
o |cn(9)e™| = |en(g)| = O (n2> et Z —3 couverge (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Z cn(g)e’™ converge

< [ g1 mde = 2mlg )7

donc

2
n>1 n>1
absolument, donc converge.

On peut prouver de la méme facon que Z c_n(g)e” ™ converge.

n>1

Alinsi,

400 +o0 n n n

Z cn (g)eznt + Z C_n(g)eilnt — nEIEOO cr (g)ezkt + Z C_k(g)eizkt — ngl}rloo Cr (g)ezkt'

n=0 n=1 k=0 k=1 k=—n
e Par ailleurs, pour tout n € N,

- ; 1 [ 1
Z cr(g)e™ —g(t) = Dy hi(u) sin ((n + 2) u) du (d’apreés la question 5)
a —T

k=—n

1 . . .
= %InH/Q n_;)_OO 0 (d’apres la question 3 avec h; continue sur [—m, 7)),

n

. ikt _
donc HBTOO kZ cr(g)e™ = g(1).

e Par unicité de la limite de Z cr(g)e™t, on a bien

k=—n
+oo . +o0o )
gt) => calg)e™ + > con(gle ™.
n=0 n=1

I Coordonnées polaires

8. e Soit A : (r,t) €] — §, [ xR — (zg + 7 cost,yo + rsint).
h est de classe C? sur | — 6, 5[ xR (car les deux fonctions coordonnées le sont).
De plus, g = f o h, donc g est de classe C2 comme composée de fonctions de classe C2.



e D’apres la régle de la chaine, en posant h(r,t) = (p1(r,t), p2(r,t)), on a, pour tout (r,t) €] — 4, §[xR

SL0r0) = L () G20+ 5 ) G220 0) = costt) L (b )+ sin(®) 5 (1. 1)
) = 5 0) 200+ 5 . 0) S22 00) = i) 3 (. 0) 4 reos() (1.0
225 (r,t) = cos(t)gz—f(h(r, t))%(n t)+ Cos(t)a—f(h(r7 t))%(r, t)
+sin®) 3L (00,0052 0,0) +sin(0 S L i) G2 1)
— cos(t) ;{ (h(r,t)) + 2 cos(t) sin(t)g;;:(h(n 1) + sinz(t)gz];(h(r, £)) (th. de Schwartz)
%r, £ = —rcos(t)%(h(r, £)) — rsin(t );J;(h(r t))%(r, # - rsin(t)gj/ij(h(r t))aa‘ptl( )
_ rsm(t)%(h(r, £)) +r cos(t )aj:f( h(r, t))%(r, £) + 1 cos(t );J; (h(r, t))%(r, )
- —rcos(t)%(h(r, 1) + 2 sin®(¢) ;J; (h(r, 1)) — 12 cos(t) sin(t)azi(h(r, )

. Of . O f 0% f
—r sm(t)a—y(h(r, t)) — r% cos(t) sm(t)%y(h(r, t)) + r? cos2(t)6—y2(h(r7 t)),

2 2
donc, comme %(h(r, t)) = g J;(h(r t)) (car f est harmonique), on a, pour tout (r,t) €] — §,[xR
x

8%  Og
(aw*&)“ﬂ

=72 cos?(t )(;J;(h(r, t)) + 2r% cos(t) sin(t)gZ;(h(r, t)) +r? sinQ(t)gzy];(h(r, t)) + rcos(t ) ( (r,t)) + rsin(t)g—g(h(r, t))
= —r2 COSQ(t)ngj;(h(r, t)) + 2r% cos(t) sin(t)ZZi(h(r, t)) —r? sinQ(t)%(h( t)) + rcos(t )a—f( (r,t)) + rsin(t)g—;(h(r, t))
=220,
donc on a bien r2g—22 +r % = fg—jg sur | — 4, §[xR.

9. e Pour tout r € [0,4[, t € [, 7] > g(r,t) et continue sur [, 7], donc intégrable sur ce segment.

e Pour tout t € [—m, 7], r € [0,5[— g(r,t) est de classe C? sur [0, [ (car g est C? sur | — 6, §[xR)
e Pour tout 7 € [0, 5], comme g est C? sur | — §, 6[xR,

—t 8—9(7"7 t) est C! sur [—m, 7], donc continue par morceaux.
T
2

—t— —g(r, t) est C° sur [—m, 7], donc continue par morceaux.

e Pour tout A € [0, d], pour tout r € [0, A], pour tout ¢t € [—m, 7],

- (t,r) — —g(r, t) est continue sur le fermé borné [0, A] x [—m, 7], donc est bornée. Il existe donc K; € R tel que :

or

Vr € [0, A],Vt € [—7, 7],

9]
0| < Ki = (0

oll 7 est intégrable sur [—7, 7] (fonction constante sur un segment)
82
- (t,r) — a—g(r t) est continue sur le fermé borné [0, A] x [—m, 7], donc est bornée. Il existe donc K2 € R tel que :

2

Vr € [0, A],Vt € [~ ], %(7‘, )

t ‘ < Ky = ot)

ou (9 est intégrable sur [—m, 7] (fonction constante sur un segment)
™
o J:r n—>/ g(r,t)dt est donc de classe C? sur [0, A], ceci pour out A € [0,5], donc J est de classe C? sur [0, d] et,

-
pour tout r € [0, 4],

2
J(r) = gg(r Hdt et J'(r) = 22(r £)dt.



10.

II1

11.

12.

13.

e Par suite, par linéarité de l'intégrale, pour tout r €]0, ],

1 1 (7 2
rJ"(r)+ J'(r) = ;(T‘2JII(T) +rJ (r)) = ;/ 7‘26—719(7", t) + r%(r, t)dt

I O A 179y T 1(0g dg
_ ;/_ — S t)dt = — [at(r,t)] = (at(m) -2, —7r)>

s

0
Or, t — g(r,t) est dérivable et 2m-périodique, donc t — a—i(r, t) est 2m-périodique, donc

rJ"(r)+ J(r) = —% (gi(r, ) — %(r, —W)) =0.

e Enfin, comme J” et J’ sont continues sur [0, [ (car J est C?), r — rJ” (r)+J'(r) est continue sur [0, 6] comme somme
et produit de fonctions continues, donc 0J”(0) + J'(0) = lim rJ"(r)+ J (r) = lim 0= 0.
r—0 r—0

e On a donc bien, pour tout r € [0, 4], rJ"(r) + J'(r) = 0.
1

J’ est donc solution sur ]0, [ de Péquation différentielle ry’ +y =0 <y + -y = 0.
T

K
Or, cette équation différentielle homogéne a pour solution y — Ke™ " = —, ou K € C.
r

K
Il existe donc K € C tel que, pour tout r €]0, 6], J'(r) = =9

Comme J' est continue sur [0, d[, elle est continue en 0, donc lir(r)l+ J' (r) = J(0).
r—

K
Or,si Kg #0,r— =% n’a pas de limite finie en 0, donc on a Ko = 0 et, par suite, J'(r) = 0 pour tout r €]0,4] et
r

donc, par continuité de J’ en 0, pour tout r € [0,d].
Comme J' est nulle sur l'intervalle [0, §[, J est constante sur [0, ].

Probléme de Dirichlet

Supposons que la fonction f admette un extremum global en (xq, yo).

e Supposons que cet extremum soi un maximum. Alors, pour tout (z,y) € U, f(z,y) < f(x0,y0).
Soit § > 0 tel que B(myg,d) C U et reprenons la fonction J de la partie précédente.

Elle est constante sur [0, [, donc, pour tout r € [0, d],

s
J(0) = J(r) = f(zo,y0) — f(xo + rcost,yo + rsint)dt = 0.

—T
Or,
— t+— f(xo,y0) — f(xo + rcost,yo + rsint) est continue sur [—, 7]
— comme, pour tout ¢t € [—7, x|, (zo + rcost,yo + rsint) € U, f(xo,yo) — f(xo + 7 cost,yo + rsint) > 0
- T > -7
donc t — f(zo,y0) — f(xo + 7 cost,yo + rsint) est nulle sur [—, 7).
D’ou, pour tout r € [0,4], pour tout ¢t € [—m, 7|, f(xo + rcost,yo + rsint) = f(xo,yo), donc f est constante sur la
boule B(my,d).
e On procéde de maniére analogue (en calculant cette fois-ci J(r) — J(0)) si f présente un minimum local en my.

f est continue sur K, fermé borné, donc elle est bornée et atteint ses bornes. Il existe donc (mg, My) € K? tel que
V(I,y) € K, f(mO) < f(xvy) < f(M(J)

e Si mg € Fr(K), alors, pour tout (z,y) € K, f(z,y) > f(mo) = 0.

Si mo(z0,y0) € K, notons d = dist(mq, Fr(K)).

Alors d > 0 (car sinon, mg € Fr(K) (car Fr(K) est un fermé), donc mo € K.

D’aprés la question précédente, f est constante sur B(myg, d).

Soit alors my € Fr(K) tel que |[mg —my|| = min{||m — mo||, m € Fr(K)} = d. (m; existe car m € Fr(K) — |[|m — mg|
est continue sur Fr(K), fermé borné).

Comme f est continue sur K, donc en my,

0= f(m1) = lim f (tmo + (1 — t)mn) = lim f(mo) = f(mo),

EB(mg,d)

donc f(mg) = 0 et, pour tout (z,y) € K, f(z,y) > 0.

Quelle que soit la position de mg, on a donc : pour tout (z,y) € K, f(x,y) > 0.

e En travaillant de fagon analogue sur M, on obtient que, pour tout (z,y) € K, f(z,y) <0.
e On a donc, pour tout (z,y) € K, 0 < f(z,y) <0, donc f(z,y) =0.

e Cherchons une fonction fj solution du probléme sous la forme fq : (z,y) — o(z)¥(y).
Analyse : Si fjy existe, alors



IV

14.

— comme pour tout z € [0,27], fo(x,0) = sin(x), on a p(z)¥(0) = sin(z), donc (0) # 0 (sinon, ¢(w/2)Y(0) = 0 #
sin(m/2)) et : .
sin

Vo € [0, 27, p(z) = oo posant C' = ¢(0) # 0.

— comme pour tout x € [0,27], fo(z,27) = 0, on a ¢(z)Y(2x) = 0, donc Sl%w(%r) = 0, donc, en appliquant en
x = /2, on obtient ¢ (27) = 0.

— fo doit étre de classe C2 sur K, donc ¢ : y — JW = Cfo(m/2,y) est de classe C? sur |0, 27[.
o(m
¢z T egt de classe C2 sur [0, 27].
¢(0) )

— On a alors, pour tout (z,y) € K,
9, 02 .
U (2,9 = ¢ ape) = cose P8 LIy = P
9 fo _ PN ¢') 9% fo _ ()
Do) = et/ ) =sina "L et TRy —sina ",

Donc, comme on veut fy harmonique sur K, on a, pour tout (z,y) € K,

Y(y)

1
(Afo)(z,y) =0, donc — sinxT + sinxw (v)

c

:07

donc, en prenant x = /2, on obtient, pour tout y €0, 2x[, ¥"(y) — ¥(y) = 0, donc il existe (A, B) € R? tels que,
pour tout y €]0, 27|, ¥(y) = Ae¥ + Be Y.
— comme de plus ¥(27) =0 et 1»(0) = C, on a

6271'
A+B=C I =
Ae*™ 4 Be™?7 = 0 g T
6—271' 6271'

— Enfin, fy doit étre continue sur K, donc ¢ doit étre continue sur [0, 27] et on a donc :

6—271' Y 62‘“' —y

et donc

6727r 6271'
fo:(z,y) € K — sin(z) < e¥ + ey> .

6—271' _ e27r 627r _ e—27r

Synthése : Réciproquement, avec un tel choix pour fy,

— fo est continue sur le carré fermé K ;

— fo est harmonique sur le carré ouvert K par construction de fj

- Vz €[0,2n], fo(z,0)=sin(x);

- Vze[0,2n], fo(z,2m)=0;

- Yy e[0,2n], f(0,y) =sin(0) X ...=0et f(2m,y) =sin(27) x ... = 0.

e—27r 6271'

Conclusion : fy: (z,y) € K — sin(z) | — e¥ + 5 ey> est I'unique fonction de la forme (x,y) —
e T

27 6271' 6277 — e~
o(x)(y) vérifiant les 5 conditions.
e Supposons qu'il existe une autre fonction f; (pas nécessairement sous la forme (z,y) — ¢(2)¥(y)) qui soit solution
du probléme posé.
Alors f = f1— fo : K — R est une fonction a valeurs réelles, continue sur le carré fermé K = [0, 27] x [0, 27], harmonique
sur IO(, et nulle sur la frontiére Fr(K') de ce carré, donc f est nulle sur K d’apreés la question 12, donc fi = fp sur K,
ce qui prouve 'unicité de la solution de ce probléme.

Développement en série
e Reprenons les notations de la question 8 (en prenant (zo,yo) = (0,0)) et posons

j:(rt) €] — R, R[xR s f(rcost,rsint)e” " = g(r,t)e” ",

Alors on a : Y 5 _ 92
J _ —intﬁ ~J — —im‘,ig
r (r,t)=c¢e o (r,t) et 52 (r,t)=e 52 (r,t).



15.

16.

e Le méme raisonnement qu’a la question 9 (la multiplication par e~*"! ne change rien, car ¢t — €™ est continue sur

R et |e~!| = 1) permet de montrer que v,, est de classe C2 sur [0, R], et, pour tout r € [0, R],

T ™ 2
vy, (1) ! / e_i"t%(r, tydt et v)(r) ! / e_i"t%(n t)dt.
r r

:% . :% -

On a donc

2 1 l _ i /Tr —int 8729 @
réon (r) + ro) (r) = 5 e 52 (r,t) + T@r (ryt) ) dt

-
1 [~ . .0%

=5 e_mtw(r, t)dt (relation vérifiée par g prouvée a la question 8)

T J)_n

La double intégration par parties faite a la question 6, appliquée a la fonction go : z +— g(r, x), de classe C?, a établi :

T —inx o " —inx o 1 T 1" —inx o 1 T —inx 829
» g(r,x)e dr = » go(z)e dr = —2 g g0 (x)e dxr = 2 B e w(r, x)dx,

donc
2 (r) + ol (r) = L e_mta—Qg(r t)dt = 712i ! g(r,t)e ™ dt = nv,(r)
" " 2 J_, o2’ 2r J_ .7 e

donc v, vérifie bien la relation (E,,).

On prend ici la convention In(4o00) = +o0.

e Soit n € Z*

Posons le changement de variable r = e®* < s =1Inr.

Soit y : s €] — 00, In(R)[— vy (e®). Alors, pour tout r €]0, R[, v,(r) = y(lnr).

Par suite, on a v;,(r) = ~y'(Inr) et v, (r) = ——y'(In7) + —y"(Inr), donc
r r r

vr €]0, R[, 72! (r) + vl (r) —nPv,(r) =0 < Vr €]0,R[, y"'(Inr)—y'(In7r)+y'(Inr) — n’y(Inr) =0
& Vse]—oo,In(R)], y"(s)—ny(s)=0
& 3(A,B) € C: Vs €] —oo,In(R)[, y(s) = Ael"l® 4 Be~Inls
& 3(A,B) € C:Vr€]0,R], wv,(r) = Ae"m() 4 Be~Inln()
& 3(A,B) € C:Vr€]0,R], wvn(r) = Arl™ 4+ Br=I7l,

e Pour n = 0, en posant le méme changement de variable, on obtient y"/(s) = 0, puis y(s) = Bs + A, puis v,(r) =
Bln(r) + A.
e Les solutions de 1’équation (E,,) sur |0, R[ sont donc
vp i 7 Arltl 4 BroInd s%nyéo’ (A, B) e C2.
Up T+ Blnr+ A sin=0

e Soit n # 0.

Analyse : Si v, est solution de (E,,) sur [0, R[, alors v, est solution sur |0, B[, donc il existe (A, B) € C? : pour tout
r €]0, R[, vn(r) = Arl®l + Br=Inl,

Comme on cherche une solution de (E,,) sur [0, R|, cette solution doit étre continue en 0, donc doit avoir une limite
finie en 0.

Or, llg(l) Arl™ =0 et, si B # 0, Br~"l n’a pas une limite finie quand r — 0.

On doit donc avoir B = 0 et, par suite, pour tout 7 €]0, R[, v,(r) = Ar!"!, expression encore valable pour r = 0 (par
continuité), donc, pour tout r € [0, R[, v,(r) = Arl"l.

Synthése : Pour v, (r) = Arl™l, v, est de classe C? sur [0, R] et,

— pour r = 0, 20/ (r) + rvl,(r) = n%v,(r) =0+ 0 —n? x 0 =0,

— vy, est solution de (E,,) sur )0, R[ par analyse.

donc v, : r € [0, R[— Arl"! est solution de (E,) sur [0, R].

e Sin=0.

Analyse : Si vg est solution de (Ep) sur [0, R[, alors v est solution sur |0, R[, donc il existe (A4, B) € C? : pour tout
r €]0, R[, vo(r) = Blnr + A.

Comme on cherche une solution de (Ey) sur [0, R[, cette solution doit étre continue en 0, donc doit avoir une limite
finie en 0.

Or, si B# 0, Blnr n’a pas une limite finie quand r — 0.

On doit donc avoir B = 0 et, par suite, pour tout r €]0, R[, vo(r) = A, expression encore valable pour r = 0 (par
continuité), donc, pour tout r € [0, R, vo(r) = A.

Synthése : Dans ce cas, il est évident que vg : 7 — A est solution de (Fyp).

e Conclusion : Pour tout n € N, il existe donc bien A € C tel que, pour tout r € [0, R[, v, (r) = Arl"l.



17. Soit r € [0, R fixé et posons ¢ : t — f(rcost,rsint).
g est de classe C2 sur R & valeurs dans C et 27-périodique, et, en reprenant les notations de la partie I, on a, pour tout
n € 7Z, cn(g) = va(r), et, d’aprés la question 7, pour tout t € R,

+oo
f(rcost,rsint) Z cnl(g)e™ + Z c_n(g)e it
n=1

+oo
= Z v (r)e™ + Z v_p(r)e” it

Z anrleit 4 Z a_nrl™(g)e™™  (d’aprés la question 16)

Z an(re)" + Z a_p(re
n=0 n=1

18. Si f est bornée sur R?, alors il existe M € R tel que, pour tout r € R, pour tout t € R, |f(rcost,rsint)| < M.
Alors, par positivité de 'intégrale, pour tout n € N,
1 (™ ) 1 [T
|vn ()] < —/ |f(rcost,rsint)e” "™ |dt < o Mdt =

2w T J)_r

Or, pour tout 7 € [0, +00[, v, () = anr!™ (d’aprés la question 16, car f est harmonique).
Donc, pour tout n € Z*, si a, # 0, |v,(7)] = |anr!™)| = +00, ce qui est exclu, car on a |v,(r)| < M.
r—+00

On a donc a,, = 0 pour tout n # 0, donc, en reprenant 1’écriture obtenue & la question 17, on a :

+o0
VreRy, VteR rcost,rsint) = ag + a, (re?t)” + a_p(re )" =q
+5 ) f( ) ) 0 HZO n( ”ZI 05
=0 5

donc f est constante sur R2.

V Théoréme de DAlembert-Gauss

19. (z,y) € R? — x +iy est de classe C2 sur R?, donc f est de classe C? sur R? comme composée de fonctions de classe CE.
De plus, pour tout (z,y) € R,

2 2
%(w,y)=P’(w+iy)7 %(%y)ﬂP’(wHy% %(w,y)=P"($+iy) et %(w7y)=—P”(w+iy)-

On a donc bien, pour tout (z,y) € R?,

2 2
(Af)ep) = G4 (0) + 55w = P'la+iy) = P'(o+ i) =0,

donc f est harmonique sur R2.

1
20. g: (z,y) — Ty est de classe C2 sur U comme inverse d’une fonction de classe C? qui ne s’annule pas sur U.
’ 1
Pour tout (z,y) € U, g(z,y) = Pty donc
9g P'(z +iy) g iP'(x +1iy)
o (@y) = —5———3, —(ry)=—5——w>
Ox P(z +iy) dy P(z +iy)
@(m ) = _ Pz +iy)(P(x +1iy))* = 2(P'(z +iy))* Pz + iy)
Oz (P +iy))*
ot @(I b = — —P"(x +iy)(P(z + iy))? + 2(P'(z + iy))?P(x + iy)
Oy (P(z + iy))* ’
0%g 8%g
donc (Ag)(z,y) = (x,y)+ (z,y) = 0, donc g est harmonique sur R2.

022 y?
21. Comme P est supposé non constant, il est de degré n > 1, donc il existe (ax)o<r<n avec a, # 0 tel que

P(z) = ap2" + Z apz”.



22.

Par suite,

[P(2)| = |an|-|2[" -

n—1
E akzk
k=0

n—1
> Jag-|2[" = ) |axl.|2|*.
k=0

n—1
Or, comme |a,| # 0, par croissances comparées, lim |a,|-|z|" — Z lax| - |2|¥ = 400, donc, par définition dune
|z| =400 =0
n—1
limite infinie, il existe A € R tel que, pour tout |z| > A, |a,| - |2]" — Z lag| - [2]F > 1.
k=0
Par suite, pour tout z € C tel que |z| > A,
n—1
|P(2)| = lan| - |2" =Y lax] - |2]* > 1.
k=0

Soit P un polynéme complexe non constant et supposons que P n’ait pas de racine sur C.
e D’apreés la question précédente, il existe A € R tel que, pour tout z € C, si |z| > A, alors |P(z)| > 1, donc,

1

1
Comme P ne s’annule pas sur R? (par hypothése), g = — est harmonique, donc de classe C2, donc continue sur R?

f
donc, comme g est continue sur B(0, A), fermé borné de R?, elle est bornée sur B(0, A).
g est donc bornée sur B(0, A) et sur R?\ B(0, A), donc g est bornée sur R2.
e g est donc harmonique (question 20) et bornée sur R?, donc, d’aprés la question 18, g est constante, donc il existe
c € C tel que, pour tout (x,y) € R?, g(z,y) = c.
Mais, par suite, on a alors, pour tout z =z + iy € C,

P(2) = P(a + iy) = g(; -

1
C,

donc P est constant. C’est exclu.

e D’ou, par labsurde, « tout polynome de C[X] non constant a au moins une racine complexe »(Théoréme de
d’Alembert-Gauss)



