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Merci d’adresser vos éventuelles remarques et corrections a I’adresse ci-dessus.

A Propriétés élémentaires du Wronskien

1. On pose (d)g = 1.
(d)=d(d—-1)---(d - k+1) est un polyndme unitaire de degré k en d. Les polynémes d’'inconnue
d: di(k € [|0, p|] forment donc pour tout entier naturel p, une famille libre, donc une base de R, [d]
puisque dimRy,[d] = p + 1. Pour tout entier naturel p non nul, il existe donc des réels non nuls tels
que dP = ZZ:O ak,p(d)k. Comme d, est unitaire, on a ap,, = 1.
On effectue donc successivement les opérations sur les lignes :
Li—1L; +Z§.;11 aj-yi-1Lj,pouri=n,n-1,---,2.
Ces opérations ne changent pas le déterminant.
On obtient alors le déterminant de Vandermonde V (d;,---,d;,_1).Donc:

D(dy,...,dn) =V (dy,...,dy).

2. On suppose sans doute que d,...,d, sont des entiers naturels, et d’apres la suite de I'’énoncé, on
suppose qu’ils sont supérieurs ou égaux a n (sinon, il y aurait des problemes en x = 0.
Pour tout entier naturel k non nul :

Vxel [0 = ajdjdj-1)...(d; ~k+Dxb*

oul'onaposé fj(x) =a jxdf. On a donc pour tout entier naturel k, avec les mémes restrictions sur x
et la convention (d)g=1:
k _
Vxe Ifj( )(x) = aj(dj)kxdf k

On peut mettre x%~* en facteur dans la k + 1éme ligne, et a j dans la jéme colonne. Par linéarité sur

les lignes et les colonnes, on obtient donc :

.n
W(fi,..., f) = D(dy, .., dp) x4+ EiS K T ;.
i=1

Soit : i
W(f]’“-»fn) = V(dl’-~-»dn)xd1+m+dn7(;) H ai.
i=1
3. D’apres le théoreme (et la formule) de Leibniz, pour tout entier naturel k € [|0,n —1]], et tout j €
[11, nl] :(f; &) est k fois dérivable et

=0

n (k) . .
o () — (1) (k=1)
fio"“=> (i)f g .
On effectue donc, dans le déterminant définissant W, (f1g,---, f»g) les opérations :

k-1
Lith—Z(i_l

)g(k_i)(x)Liy
i=1



successivement pour k= 2,3, -+, n. On obtient alors :

ghx) ghHx) e gfnx)
g(x) f{ (x) gX) folx) -+ g fyx)
VxeIW,(fig,..., [n8)(x) = : :
g(x)f(" Yo " Pwgl - g P

Et par n linéarité par rapport aux colonnes, ona:
Wn(flg;---yfng) = gan(flr-”yfn)-

4. Appliquant le résultat précédent aux fonctions : x — 1, L A I 1a fonction f1 jouant alors le role de
g, on obtient :

fo fn
W( | E f f w, ( - |-
Jor = W (L g
1
0
La premiere colonne de ce dernier déterminant est
0.

En développant par rapport a la premiére colonne, on obtient alors bien :

1= (2] ()

(3

En effet :
1\ (k)

(@
B Annulation du Wronskien

Il serait plus correct de noter 2" (I, R) I’espace des fonctions de I dans R qui # fois dérivables.

5. Il existe des réels a1, -+, a, non tous nuls tels que :
n
Y a
i=1
Par linéarité de la dérivation, on a donc:
< k
Vkello,n—11) a; fX =o0.

i=1

Etdonc, sil’on appelle C; (x),---, C,(x) les colonnes de la matrice définissant le Wronskien Wy, (f1,---, fn)(x) :
n

Etdonc:
VxelIW(fi, -, fn)(x)=0

h

6. On a alors (f) Sl fh .Donc % est constant. D’ol le résultat.

1
f2 I3
7. Soit c€]a, b[ (Donc c € R.) On définit fi, fo: I — Rpar:

i tela,c]—0 tela,cl— (t—c)"
“ltele, bl— (t—c)" t€la,bl— 0



fi et f> sont évidemment continues sur ]a, b|.

On voit que fi et (f> sont de classe C" !surla,clet]c, bl, les dérivées successives

ayant une limite nulle a droite et a gauche en c. Plus précisément, pour k€ [|0,n—1]] :
! —

tela,cl— g (t—0" "

) t€la,c]—0
“|tele, bl— (n’_”k)!(t—c)"‘k Iz tela,bl— 0

1

En appliquant le théoréme de la limite de la dérivée successivement a fi, f},---, f (=2) " on voit que
fi est de classe C""~V sur ] a, b|, et que les dérivées successives de fj jusqu’al’ordre n — 1 sont nulles
en ¢. La méme propriété est vraie pour f>.

On adonc W, (f, f2) = 0. Par contre, la famille (f1, f>) estlibre. En effet, soit une combinaison linéaire
nulle de (fi, f2). Onaalors af; + ff> =0, c’esta dire :

Vxe€la,blafi(x)+ Bfo(x)=0.

Bly—0)"=0

, donc
alz—c)"=0

En prenant y < ¢, puis z > ¢, on obtient : {

a=p6=0.

. Montrons la propriété par récurrence sur n € N*, avec n = 2 (avec la précision que J est un intervalle
ouvert non vide, ou alors, ce qui revient au méme du point de vue du résultat, que J est un intervalle
ayant au moins deux éléments, sinon la question serait triviale).

Soient deux fonctions f; et f> dérivables de I dansR, telles que Wa(f1, f2) =0, c’est-a-dire f fo—fi f; =
0. Si f1 est nulle, la famille (f1, f>) est liée. Sinon, il existe ¢ €]a, b[ tel que fi(c) # 0. Comme f; est
continue puisque dérivable, il existe € > 0 tel que f; ne s’annule pas sur J =]c—¢, ¢ +¢€[. La restriction
de % est alors définie et dérivable sur J, et

(é)' _hR-hf _ 0.

h It

Donc h est constante sur J, et donc ((f1), (f2)) est liée.

Soit n Ezl\l, n = 3. Supposons la propriété vraie a 'ordre n—1. Soient (f1, - - -, f;;) des fonctions n—1 fois
dérivables sur un intervalle I =]a, b|, a < b. telles que W, (f1,---, f») =0. Si fi =0, alors la famille
(f1,---, fn) est liée. Sinon, en reprenant le méme fil que ci-dessus : Sinon, il existe c €]a, b| tel que
fi(c) #0. Comme f; est continue puisque dérivable, il existe € > 0 tel que f; ne s’annule pas sur
J=lc—¢€,c+el. Sur l'intervalle J, on obtient alors :

W(fl,"',fn) :()zfl’an_l([%)/,...,(&),)_

h
£Y Y
D’apres 'hypothese de récurrence (puisque les fonctions [Ti) R (T':) sont n — 2 fois dérivables
! !
sur K, , il existe un intervalle ouvert non vide K c J tel que les restrictions a K de (%) RN (%) akK
forment une famille liée :
n-1 f2 ' fn ' _
A(ap, - ,ay) ER \{(0,---,0},Vxe Kay 7 xX)+---+ay ? (x)=0
1 1

On obtient alors :

Ja; eRVxe Kay (%) (xX)+--+apy (@) (X) = aq.

1 h

EtdoncsurKc:

n

arfi— ), arfi=0,

k=2
ce qui termine la récurrence puisque le n-uplet (ay,...,a,) estnon nul.



9. Précisons d’abord le sens de I'égalité demandée. On doit montrer qu’il existe une matrice inversible
A d’ordre n telle que pour tout x€ I:

(1), ..., fa(xNA=(g1(x),...,8n(x).

Remarquons aussi que d’apres les hypotheéses, I'intervalle I étant ouvert, les fonctions fi,---, f;, sont
de classe €°. (Au sens mathématique usuel).

Examinons le cas n = 2. Les fonctions f, f> sont non identiquement nulles (elles forment une famille
libre), et coincident avec leurs développements en série , donc leurs développements en série entiére
n'ont pas leurs coefficients tous nuls, et leur ordre existe bien. Si ces ordres sont différents, alors
A= I, convient. Sinon, soit g leur ordre commun :

+00 +00
VxelIfi(x)=)_ asx’, fa(x) =) bsx’,aq#0, by #0.
s=q s=q

Alors g2 = by fi — aq f> est développable en série entiere, non nulle (puisque (f1, f2) est libre), et

d’ordre strictement supérieur a q. On pose g; = fi, etdonc A= ( ) .. Aestinversible et'on a

bg -aq
bien:
(f1, 2)A=(g1,82).

De plus, I'ordre de g, est strictement supérieur a 'ordre de g;, donc différent.

Soitla propriété del’énoncé avecla condition supplémentaire que le minimum des ordres de gy, ..., gn
est égal au minimum des ordres de fi,..., fx.

D’aprés la démonstration précédente, la propriété est vraie a I’ordre 2. Supposons la propriété vraie
al'ordre n = 2. Soit (n + 1) fonctions non nulles fi,---, f,+1 développables en série entiére au voisi-
nage de 0, d’ordre non nul, formant une famille libre. On commence par choisir une fonction d’ordre
minimal que I'on permute avec f;. Cela revient a multiplier (f1,---, f,+1) @ droite par la matrice de
permutation P d’ordre 1+ 1 obtenue a partir de la matrice identité I,,;; en permutant les lignes d’in-
dice i et 1 (on garde I,,4; sii =1). Appelons dy,---,dy+1 les ordres respectifs des nouvelles fonctions
hi,..., hp+1 (qui forment encore une famille libre.), et a;,---, a,+1. les coefficients (non nuls) des
termes respectifs de plus bas degré de ces fonctions.

On procede par "élimination gaussienne" sur les développements en série entiere : Pour i € [|2, n|],
on effectue h;(x) — h;(x) — Z—ihl (x). Ceci revient a multiplier (h;(x),..., h,+1(x)) a droite par la ma-
trice B obtenue a partir de la matrice identité I,;;. par les mémes opérations (cette matrice est in-
versible puisque ses éléments diagonaux sont des 1. Le rang de la famille obtenue est égal au rang de
la famille initiale, ces opérations ne modifiant pas le rang. La nouvelle famille (A, ..., h;+1) est donc
libre, donc également la nouvelle famille (hy,..., h;+1). De plus, les ordres de hy, ..., h,4+1 sont tous
strictement supérieurs a l'ordre de h;.

Enfin, les nouvelles fonctions sont développables en série entiére au voisinage de 0 et coincident

avec leur somme sur I. D’apres 'hypothese de récurrence, il existe une matrice carrée C inversible

d’ordre n, et des fonctions développables en série entiére g, ..., gn+1 d’ordres deux a deux distincts,

le minimum des ordres étant le méme que le minimum des ordres de hy, ..., h,41, telle que :
(ho,..., hp 1 )C=(g2,..., gn+1)-

Sil'on pose g1 = h etsil’on considére la matrice par blocs d’ordre (n+1):

1 Olyn

D= ,
On'l C

alors:
(hly---y hn+1)D = (gly---;gl’l+1)-
De plus det(D) = det(C) = 0. Donc D est inversible.
Les ordres gy, ..., gn+1 sont deux a deux distincts. Sil’on pose alors A= PBD, on obtient :
(fl$-~-’fn+1)A: (g1;-~-»gn+1~

Ceci termine la récurrence.



10. On peut écrire, pour tout i € [|1, n[],
gi(x) = a;x¥ + h; (%),
ol h; est indéfiniment dérivable et k; (x) = 0o(x%). (et a; = 0.) On a alors pour tout (i, k) € [|1, nll?:
gl(k_”(X) = a;(d)) g x4+ hﬁ’“” (x).
D’apres son développement en série entiére, au voisinage de 0 :

k-1 -
R0 () = x4y, (),

U k(x) = oo (1).

Donc:
Vi, k) el nll? g5 V) = aix% 1 (d) ko1 + 00 (1))

Deux rédactions possibles :

(a) En MP ou PSI, on pourrait rédiger de la fagon suivante :

Wi (g1, &n)(X) = Z(—D“‘”( I1 gl@"(”‘”(x))

o€S, i€([1,n]]

= ZH)“‘”( I1 xdf“’”’“«di)k_l+oo<1)))

o€S, i€(|1,nl]

= Z(_ng(( I xdl’—"”)“((di)k_l)+0(1)) (1)

0€S, i€[|1,n|]

Au total, le déterminant s’écrira Cxt-+dn=(3) (1+0(1). Il reste a montrer que C est non nul.
Or, Cx%*+dn=(3) est le déterminant obtenu en ne gardant que le terme a; x%~**1((d;);_, dans
ggk) (x)

; .

n n
i=1

Wh(g1,-+, 8n)(x) = (H ai) Wy (x— x%,- x o x%)(1+ 0(1))
i=1

au voisinage de 0.

Donc, d’apres la question 2 :
n

C=V(dy,--,dy) (H a,-) =0.
i=1
(Puisque les d; sont deux a deux distincts)
D’ou:
n

Wi(g1, ++,8n) = D(dy, -+, dp) (]_[ ai) xtrdn=() (1 4 0(1)).
i=1

(b) Pour montrer cette question avec les outils de PC, il faut faire une récurrence sur n. La propriété
est vraie au rang n = 2. En effet, si f] et f> sont deux fonctions développables en série entiere,
avec des ordres distincts et supérieurs ou égaux a 1, on a, en reprenant les notations ci-dessus :

Wi(g1,82) = a1 xP (1 + 0 do azx® 11+ O(1)) — ardi xM 11+ O(1) ap x% (1 + O(1)).



Soit :
Wi(g1,82) = ayaz(do — d)xT 711+ 0(1) = aya, D(dy, dz)xdﬁdr@ (1+0(1).

La formule a montrer est vraie a 'ordre 2. Soit n; nN, n = 2. Supposons la propriété varia a 'ordre
n, pour tout n— uplet de fonctions développables en série entiere d’ordres supérieurs ou égaux

an—1.
Soient gi,+, gn+1 des fonctions développables en série entiére au voisinage de 0 et d’ordres 2 a
2 distincts supérieurs ou égaux a n. Alors ,on peut écrire, en développant W,41(g1,+,gn+1) par

rapport a la derniére ligne :

n+1

Wis1(g1, &) () = Y (=)™ g ()W, (g1 (x),+++, §i(X), -+ g1 (X)),
i=1
La notation g;(x) signifie que I'on omet g;(x) dans les arguments, y comprissii =1oui=n+1.
D’apres ’hypothese de récurrence :

Wn+1 (gl» cee )gn+l)(x)

n+1 (;’

| X s a)
= (—1)”+1+’(di)n(xd"_”)ai( [1 “f)D(dl,...,d,-,...,dn+1)x(fe“lv"*”'f¢i] 1+0M)
i=1 Jelll,n+1]1,j=i

n+1 n+l - R "Zl ]_)_ n;—l
:(Ha])(z(_l)n+ _l(di)nD(dl,...,di,...,dn+1))x =t (1+0(1))
j=1 i=1

n+l

n+l (.Z j)_("gl)
=[] aj|D,..., dns)xV"! 1+0(1). ()

j=1

Ce qui termine la récurrence.
En effet D(dy,...,dn+1) = V(dy,...,dy+1) %20, puisque le déterminant de Vandermonde est nul si
et seulement si deux des d; sont égaux.

11. SoitaeNtelque Vi€ [|1,n|ld;+a= n—1.Les fonctions gg; - - -, ggn, satisfont aux mémes hypotheses
que g1, -+, gn : elles sont développables en série entiére avec des ordres a + d; deux a deux distincts,
cette fois-ci tous supérieurs ou égaux a n— 1. On a alors au voisinage de 0 :

n 1
Wa(gg1, . 88n)(X) =V(di+a,,dp+a) (H a,-) xhrrdntna=() (1 4 0(1)).
i=1
Or d’apres la question 3 :

W, (881, ,88n) (%) = 8" ()Wy(g1, -+, 8n) (%) = x" aWy (g1, -+, gn) (X).

Et donc, on obtient :

n n
Wa(g1, g X)) =V(di+a, - ,dn+a) (]_[ ai) xrrdn=() (1 4.0(1))
i=1

Vidi+a,-,dp+a)= [] Wdj+a-(di+a)= [] (dj—d)=V(d,---,dp.

I<i<js<n I<i<js<n

Donc, on a a nouveau :

Walgt, - gn) = V(di, - dy) (H ai) x4+ 0(1)).

i=1



12.

13.

D’apres I'expression précédente, w,(g1,---,8&n) est non nulle au voisinage de 0. Or, par linéarité de
la dérivation, on a pour tout entier k, 0s k<sn-—1:

P, P A= P )., g% ).

Donc:
filx) fo(x) e fu®) g1(x) &x) - gulx)
[0 Lo fé(x) M gi(x) gé(x) gil(x)
7@ 57 e T v gV gl Y g0
Donc

W}’l(fl;"' »fn) det(A) = Wn(gly---vgn)-

Comme det(A) = 0 (puisque A est inversible), la wronskienne Wy (f,--, f) est donc non nulle au
voisinage de 0. Remarque A € GL,(R). On ne voit pas, sinon en lisant la suite, la nécessité de C.

C Probleme de Waring sur C[X]

Ici, le corps devient C, alors qu’auparavant, c’était R. Il va falloir adapter les résultats précédents si
on veut les utiliser. Il y a la une incohérence.

A est un endomorphisme de C[X], et si P est un polyn6me non constant, degA(P) = deg(P) — 1.Ces
deux propriétés forment un exercice classique. On montre alors par un récurrence immeédiate que si
P est un polyndme de degré n, et k un entier naturel compris entre O et 1 :

degA*(P) = deg(P) -

En particulier :
deg(A" 1 (X™) =1.

Cecirépond a la premiere partie de la question. (On imagine que dans I'énoncé, a et b sont des réels)
On exprime ensuite A" :

Si T est I'application linéaire P — P(X + 1) dans lui-méme, alors A = T —1d, ou Id est I'application
(linéaire) identité de C[X]. Id commute (pour la loi o avec T, donc :

An—l — nil (n; 1)(_1)I’l—1—k Tk.

Or T¥ estle polynéme P(X + k). Donc :

n=lip—1
A" PY(X) =Y D"k pX + k).
k=0 k
Et en particulier, avec tous les abus de notation :
n=lipn—1
AT X =Y . D" R X+ " = aX +b.
k=0

Ceci est valable pour toute valeur de X. En particulier, en posant Y = aX + b, comme a =0, Y peut
prendre toute valeur complexe, on obtient donc :

n—1 -1
vYec Y (—1)"‘”‘(”
k=0 k

(Y—b
+

L'égalité précédente peut étre considérée comme une égalité polynémiale. Si I'on pose, pour k €
(11, ] :

fk(Y):wk(Y_b+k—1)



14.

15.

16.

ol wy est une racine nieme de (—1)"_]“(’;:{), on obtient donc bien :

Y=f++flY).

Le probleme de Waring admet donc des solutions, et k(n) < n.

Supposons que : X = ij(:’i) J]"(X). Ceci étant valable pour toute valeur de X, on obtient alors :
k(n)
YXeC gX)=) fl'gX)).
j=1

La composée de deux fonctions polyndmes est une fonction polynéme. En posant : g; = fio g, on
obtient donc:
g§X) =gl (X)+-+++ g/, (X),

ol g1, , 8n sont des fonctions polyndémes.

D’apres la question 13 : k(2) < 2. Sil’on avait k(2) = 1, il existerait un polynéme fj (X) tel que f; (X)%=
X. On aurait alors 2deg(f) = deg(X) =1 ,ce qui est impossible, donc k(2) = 2.

On déborde le cadre initial de définition du Wronskien, qui était défini pour des fonctions de va-
riables réelles a valeurs réelles. Ici, la seule dérivation que I'on connaisse pour des polynémes quel-
conques de variable complexe est la dérivation formelle.

Par linéarité de la dérivation, et la n-linéarité d'une matrice carrée d’ordre n par rapport a ses co-
lonnes, le wronskien est n-linéaire (et bien siir) alterné en ses arguments. On a donc :

Wk(n)(flnr---’f]?(n)) = Wk(n)(fln +“‘+f]?(n),f2n,---,f,?(m) = Wk(n)(X»fznr---,fkn(n)-

Z; est un polyndme, puisque tous les termes du déterminant le définissant sont des polyndémes.
Si Z; était le polynome nul, Z; le serait également.
On peutimaginer qu’il faut utiliser les résultats de la premiere partie, mais ce résultats ont été a priori
établis pour des fonctions de variable réelle a valeur réelle. Pour rester dans la limite du programme,
on peut supposer qu'on les a établis pour des fonctions de variable réelle a valeurs complexes (et si
I'on regarde en détail les démonstrations, elles conviennent encore, entout cas pour les polyndmes).
Si Z, était le polynome nul, il existerait un intervalle réel / non vide et non réduit a un singleton,
tel que les restrictions de X, f*,..., f,f(n). a J forment une famille liée : il existerait des complexes
a,ay, - &, non tous nuls tels que :

k(n)

VxeJ ax+ ) apfl(x)=0
k=2

. Un polyndme nul pour une infinité de valeurs étant nul, on en déduirait que

k(n)
aX+ ) apfi'(x)=0.
k=2
Si a #0, et si wy est une racine n-éme de —%, pour k=2,..., k(n), on obtiendrait alors :
k(n)

X=Y if)",
k=2

ce qui contredirait la définition de k(n). (Puisqu’on aurait trouvé une solution avec un nombre de
termes inférieur).

Sia =0, la famille fzn, e fk”(n) est liée, il existe donc un de ses éléments qui s’exprime comme com-
binaison linéaire des autres, et a nouveau, ceci contredirait la minimalité de k(n). Z, = Z; n'est donc
pas le polyndme nul.



17.

18.

19.

20.

Montrons de fagon plus générale que si Q est un polynéme, divisible au sens des polynémes par P”,
P étant un polynome et n un entier naturel non nul, Q’ est divisible par P"*~!. Il existe un polynome
Rtel que Q = RP". On a alors

Q' =R'P"+nRP'P" ' =P" ' (R'P+nR).

Comme R'P + nR est un polynéme , on obtient bien que P""! divise Q’. Par une récurrence triviale,
on obtient alors que pour tout entier naturel k < n, P"*~* divise Q¥ Par conséquent , on peut mettre
en facteur fl.”_k(”)Jrl (rappel : k(n) < n+1) dans la iéme colonne de 73, le facteur restant étant un
polynome. On obtient donc :Z; = Hfgf) fl."_k(”)“D, ou D est un déterminant dont les coefficients
sont des polyndmes, donc est un polynome.
PR k(n) pn—k(n)+1

Donc Z; est divisible par 1'[1.:1 f; .

X

1

Dans le déterminant définissant Z,, la premiére colonne est [ O [. On effectue I'opération sur les

0
0
1

lignes L — XLy — L, qui transforme la premiére colonne en | 0 | . La premiére ligne du déterminant

0
devientalors (0, f3' = nX f3 f5'™', -+, fit ) = X fy o Filty) Onadeg(f' —nX f] f'~1) < ndeg f;. D’autre
part,pour k<2,ona: deg((fl.”)(k)) =ndegf; - k.
Le polynéme 7, est le cofacteur de 1 dans le développement. C’est une somme de produits de
k(n) — 1 termes pris sur des lignes et des colonnes différentes (la deuxiéme ligne et la premiére co-
lonne exclues), donc de degré au plus

k(n)
1+n(z deg(f,-))—(1+2+~~~k(n)—1)=1+n(

i) )_ k(n) (k(n) - 1)
i=2

Z deg(fi) >

i=2
On obtient donc I'inégalité demandée :

k(n

)
deg(fi)

deg(Zz)s1+n( )_M
i=2

2

D’apres la question 17, on a d’autre part, comme Z, n’est pas le polynéme nul :

k(n) k(n)
deg(Z) =deg [ £ """ = (n—k(m) +1) ) deg(f).
i=1 i=1

Donc:
k(n)(k(n)—1)

k(n) k(n)
2

(n—k(m)+1) )_ deg(fi)<l+n
i=1

deg(fi)) —

i=2
D’oul'inégalité demandée en gardant le terme ndeg(f;) dans le premier membre.

Les polynémes fi, ..., f; jouent le méme réle. On a donc, pour tout i € [|1, k(n)]] :

k(n) 1
ndegf < (k(m)—1) ). degfi- % il
i=1
Sil'on prend f; de degré maximal, donc non nul (puisque X = Z;Cirll) £, on obtient :
W k() (k(m) - 1)
ndeg(fi) < (k(m—1) ) deg fi— —————+1
i=1

k(n)(k(n)-1)

< k(n)(k(n) —1)deg(f;) — >

+1< k(n)(k(n) —1)deg(f;)



En effet k(n) = 2, donc w = 1. On obtient donc, comme deg(f;) #0:
n<k*(n) - k(n.
Mais alors, nécessairement :

k%(n) - k(n)
—2 >

1.

Et donc, en reprenant les calculs ci-dessus :

n<k*(n) - kn).
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