Corrigé de Mines 2015 PC math 2

I Préliminaires

1. Fo(A) =142 et La(A) = (1 +20)2 +2(1 — A — A2) = 3+ 2X + 2)\2%.

., _fa b o (a®+bc bla+d)\ _5 - 2 _9
2. SlJ—(C d)’J_<c(a—|—d) be + d2 —4Iquanda+d—0eta —|—bc-4.

On peut prendre par exemple a = d = 0, b non nul et ¢ = on obtient une infinité de matrices qui vérifient c).

Zba
3. Supposons ol + 8J = 0. Si S # 0, on déduit que J est multiple de I: contradiction.
Donc =0 d’ot ol =0, d’ott @« = 0: la famille (I, J) est libre.

Contrairement & ce qui est écrit, la matrice J n’est pas quelconque vérifiant J2 = %I .
Elle doit vérifier aussi: J n’est pas multiple de I, donc la famille (I, J) est libre.

IT Formule de Moivre généralisée

L (X4AA4+3)?=X2+2QA+ DX+ (N + 2+ ) =X -+ @A+ DX + (A2 + 21+ 2).
On peut donc prendre Q(X) =1 et T(X) = A+ 1)X + (A2 + A+ 2).

5. RA?=T2 4+ 2A+DJ+ (N2 + A+ I = +1)J+ (A + A+ 3)L
RN =2 A+ 1DRA) — CA+ DA+ DT+ (A + A+ )T =2 X+ 1R\ + (1 — A= A?)1.
6. De R(\)(R(A\) — (2A+ 1)I) = (1 — XA — A?)I on déduit, puisque 1 — X — A% #£ 0, que R()) est inversible et a pour

) 1
mverse m(R(/\) - (2/\ + 1)1) - m(

7. D’apres (7), FnH( )J 42 L1 (NI = R = RIN"R(A) = (Fu(N)J + 3L, (M) (J+ A+ 3)I) = F,(N)J?+
(3Ln(N) + (A +3)F (A))J+ sLa(N(A+ )1
Avec J? = 31 on obtient Fy,41(A\)J 4+ 3L 1(AN)I = (3Ln(A) + (A + $)E,(A)J + (AL, ()M +
F,

1y, 5

3)+1i ).
Comme la famille (I, J) est libre on déduit: Fj,1(A) = $Ly(A) + (A+ 3)F,(A) et $Ly41(A) = 5L, ()\)( +3)+
%Fn(/\). En utilisant F1(A) =1 et L1(A) = 2A + 1 on obtient bien:

2Fn11(A) = Lo(A)F1(A) + Li(A) F(A) et 2Lp41(A) = L (M) L1(A) + 5Fn (M) F1(A).

1
J—(A+ 5)[ ) qui est bien le résultat demandé.

8. Démontrons la formule de Moivre pour les entiers négatifs —n par récurrence sur n. D’apres (3),(4) et (9), elle
est valable pour —n = —1. Supposons la vraie pour un entier —n < —1 et montrons qu’elle est vraie pour
—(n+1). Avec (3),(4), (7) et (9):

1 1 1
———(—Fp (A —L,(MN)I)(— fL MI).
(/\2+)\_1)n+1( ()J+2 (M) (=J + 5 Li(M)

1 1

e (F,(\)J? = (5 Ln (A L>\ N LD

(/\2+)\_1)n+1( N7 = (GLa(A) + 5 L1NEFa(N) T + 7 Li(A) La (M)

Avec J? = 21 et (10) on peut remplacer L, ()) + %Ll(/\)Fn(/\) par Fn+1(/\) ainsi que L1 (A) Ly () 4+ 2F,(N)

par %Ln-u()\)-

On obtient finalement avec (3) et (4): R(A\) ™"t = F_,_1(A\)J + 1L_,,_1(\)1.

La formule de Moivre est démontrée pour les entiers négatifs.

R\ =

Puis R(\) ™" =

IIT Quelques identités remarquables
9. Avec (9), RO\ + (1 — A — A2)R(A)~! = 2J done R(\)? + (1 — X — A2)I = 2JR(N).
10. En multipliant cette derniere égalité par R(A)~2 on obtient I — W(\) = 2JR(\)~*
Comme J~! = £.J et puisque R()) et J commutent on obtient (I — W(A))™! = 2JR(\).
11. Avec (A2 + A — 1)*R(\)"2k = R(\)"W()\)* on obtient:

n

Sp=> (N +A=1"RN)"* = R(\)" En: W(A\)F
k=0

k=0
Multiplions cette égalité par (I — W(X)):
(I —W(N\)S, =RN)(I—-WA\)"H) =RA)" — (A2 + X —1)" " R(A\)~"2 puisque R(\) et W (\) commutent.
Avec (I =W (X))~ = 2JR(N), la formule de Moivre et (3) et (4):



12.

13.

14.

15.

16.

17.

S = ZIROY = 2 4 A= )"RO) ) = 2T(Ea )T + 5 Lin O]~ (~Fusa (N + 3 Lua (V1)

4
donc S,, = anH(A)J2 = F1 (V1.

Avec la formule de Moivre appliquée & R(A\)"~2¥ et I'indépendance de I et J on déduit:

DS N HA=DFFar(V) =0et Y (A + A= 1DFL, 0k (N) = 2F,11(N).
k=0 k=0

e . Li—1(A) (142X L1 (M) + (1 = A= M) Lp_o(N)
En utilisant (2): Ag(A) = det ( Li(\) (1+20)Li(N) + (1 =X = A Li_1(N)
la seconde colonne du déterminant:

Ar(N) = (1— A — 22)det (LZ&)A) ﬁ’;-j&i) A )AL (V).

La suite (Ag())) est donc une suite géométrique de raison (A% + X — 1).
Le premier terme vaut Aq(\) = 2La(\) — L1(A)? = 2(3 + 2X + 2X2) — (1 + 4\ + 4)2%) = 5.
On a donc Ai(A) =5(A2 + X —1)k-!

) et par linéarité par rapport

Pour cette question il faut supposer Lg(\) # 0.

Le(W)?P(E=H)) = (1= A= D2 Le 1 (V)2 + (14 20) L1 (W Li(V) — L (V)2

Avec (2): Lp(\)2P(2=20) = L (A Lip1(A) — Le(W)? = Ap(A) = 5(A2 + A — 1)k—1

Li(X\)
2 k2 9 5F%
kaR(O) = LkJ(FkJ+ 2Lk1) J-l— J =J+ 2LkI
) L —1 L —1
Mais 5Fy, = Lg—1 + Lg41 = 2Lk + Ly, donc fJR(O) =J+ -|- I=R .
Ly Ly 2 Ly,

Par (7) et (12):

Li_4 1 Ly Ly \7" 22, onk _
F —L I = = n n
2n< - >J+2 2n< L ) R( ) = T3 RO

on 1
Lgn (FanJ + LanI)

Ly _ 5™ L 5™
Puisque (I, J) est une famille libre on obtient Fy, k=1 —5-Fonk et Loy, 2k o —5Lonk.
Ly ) Ir L )17

IV Une touche de probabilités

Il est clair que L,, > 0 pour n > 0. De (4) on déduit que L_,, = (=1)"L,, donc Loy > 0 pour tout entier k < 0.
Par suite on a bien pp > 0 pour 0 < k£ < 2n.
2n+1 L 1
Avec la premiere formule (14): 2L;0n41) = —c—2F2n41 <2‘>
Avec la deuxieme formule de la question 12:
k

LS (L2 L Li
2L;(2n+1) = — Z< Ly e —1) L2n—2k< . 1)-

n 2 ) .
5o\ 12 L L;

Avec la deuxieéme formule (13):
2n+1 2n 2 ) o k' en—k 2n
2 Limin = Ll5n 3 (L7, + LlL_ziLZ L?) L5<” B S (L2 4 Lir L — 25 F Loy,
k=0 g % k=0
De plus L? | + L;_1L; — L? = L;_1L;y1 — L? = A;(0) = 5(—1)""1 = 5 puisque i est impair.
2n 2n
On obtient 2L;(2,41) = ZLZ-LQZ-(”_M d’ou Zpk =1.
k=0 k=0
Remarque: il y avait une démonstration directe en deux lignes, sans utiliser les questions précédentes mais en
utilisant simplement L,, = a™ + b" avec a et b racines de 1’équation 22 = x + 1, donc ab = —1 (suite linéairement
récurrente d’ordre 2):

2n - —2i(2n+1) i(2n+1) _ —i(2n+1) )
Za%(n_k) = a%”l a4 . = ¢ i = Ligznryy puisque a~¢ = —b' et o't =
1—a 2% at —qt L,

—bi2n+1) 1 étant impair.
2n

L 2n+1)
Mais a et b sont interch bles donc > Lo, § 2i(n—k) § p2iln—k) — 9 ZiCnt1)
als a € sont 1mterchangeables donc s 2 ( k a + Lz



