
Mines 2018 M1 - Corrigé

A Coe�cients binomiaux

1. Pour tout k ∈ {0, . . . , [n/2]− 1}(
n

k + 1

)
−
(
n

k

)
=

n!

(k + 1)!(n− k − 1)!
− n!

k!(n− k)!

=
n!

k!(n− k − 1)!

(
1

k + 1
− 1

n− k

)
=

n!

k!(n− k − 1)!

n− 2k − 1

(k + 1)(n− k)

=
n!

(k + 1)!(n− k)!
(n− 2k − 1).

Or, k ≤ [n/2]− 1 ≤ n/2− 1, donc 2k ≤ n− 2, donc n− 2k − 1 ≥ 1 ≥ 0, donc

(
n

k + 1

)
−
(
n

k

)
≥ 0, donc l'application

k 7→
(
n

k

)
est croissante sur {0, . . . , [n/2]}.

Par suite,

� pour tout k ∈ {0, . . . , [n/2]},
(
n

k

)
≤
(

n

[n/2]

)
� pour tout k ∈ {[n/2] + 1, . . . , n},

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
≤
(

n

[n/2]

)
car

[n/2] + 1 ≤ k ≤ n⇒ 0 ≤ k ≤ n− [n/2]− 1 =

{
2i− i− 1 = i− 1 ≤ i = [n/2] si n = 2i

2i+ 1− i− 1 = i = [n/2] si n = 2i+ 1

On a donc bien

∀k ∈ {0, . . . , n},
(
n

k

)
≤
(

n

[n/2]

)
.

2. • Si n est pair, alors il existe k ∈ N tel que n = 2k. Alors [n/2] = k et

(
n

[n/2]

)
=

(2k)!

k!k!
∼

n→+∞

√
2π(2k)

(
2k

e

)2k

√
2πk

(
k

e

)k√
2πk

(
k

e

)k
=

22kk2ke2k

k2ke2k
√
πk

=
22k

√
πk

=
2n√
π/2
√
n
.

• Si n est impair, alors il existe k ∈ N tel que n = 2k + 1. Alors [n/2] = k et

(
n

[n/2]

)
=

(2k + 1)!

k!(k + 1)!
∼

n→+∞

√
2π(2k + 1)

(
2k + 1

e

)2k+1

√
2πk

(
k

e

)k√
2π(k + 1)

(
k + 1

e

)k+1

=
(2k + 1)2k+1e2k+1

kk(k + 1)k+1e2k+1

√
2π
k(k + 1)

2k + 1

=

22k+1k2k+1

(
1 +

1

2k

)2k+1

kkkk+1

(
1 +

1

k

)k+1√
2π
k(k + 1)

2k + 1

∼
n→+∞

22k+1

→e 6=0︷ ︸︸ ︷(
1 +

1

2k

)2k+1

(
1 +

1

k

)k+1

︸ ︷︷ ︸
→e 6=0

√
πk

∼
n→+∞

22k+1

√
πk

∼
n→+∞

2n√
π/2
√
n
.

• Dans tous les cas, on a (
n

[n/2]

)
∼

n→+∞

2n√
π/2
√
n
.
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Par suite, on a lim
n→+∞

(
n

[n/2]

)
2n√
n

=
1√
π/2

. Or,
1√
π/2

< 1, donc, par dé�nition d'une limite, pour ε = 1− 1√
π/2

> 0, il

existe n0 ∈ N tel que, pour tout n ≥ n0,(
n

[n/2]

)
2n√
n

∈

]
1√
π/2
− ε, 1√

π/2
+ ε

[
⇒

(
n

[n/2]

)
2n√
n

≤ 1⇒
(

n

[n/2]

)
≤ 2n√

n
.

3. Pour tout n ∈ N∗, pour tout k ∈ {0, . . . , n},(
n

k

)
2k−1

nk
=

n!

k!(n− k)!

2k−1

nk
=

2k−1

k!

(n− k + 1) · · · (n− 1)n

nk

=

k∏
i=2

2

i︸︷︷︸
∈[0,1]

×
k−1∏
i=0

n− i
n︸ ︷︷ ︸
∈[0,1]

∈ [0, 1],

donc on a bien ∀n ∈ N∗, ∀k ∈ {0, . . . , n},
(
n

k

)
2k−1 ≤ nk.

4. • Pour tout i ∈ {1, . . . , n}, ei =
1

2
(v − (v − 2ei)).

Or, v ∈ Ω1,n (car (1, . . . , 1) ∈ Ω1,n) et v − 2ei =

n∑
j=1
j 6=i

ej − ei ∈ Ω1,n (car (1, . . . , 1,−1, 1, . . . , 1) ∈ Ω1,n),

donc ei ∈ Vect(Ω1,n).
• Par suite, Rn = Vect((ei)1≤i≤n) ⊂ Vect(Ω1,n) (comme espace vectoriel engendré par des éléments de Ω1,n).
Comme on a aussi Vect(Ω1,n) ⊂ Rn (comme espace vectoriel engendré par des éléments de Rn), on a bien

Vect(Ω1,n) = Rn.

B Dimension 2

5. On a detM (2) = M
(2)
1,1M

(2)
2,2 −M

(2)
1,2M

(2)
2,1 .

Or, pour tout (i, j) ∈ [[1, 2]]2, M
(2)
i,j admet une espérance (variable �nie) et

E(M
(2)
i,j ) = 1× P (M

(2)
i,j = 1) + (−1)× P (M

(2)
i,j = −1) = 0.

Donc M
(2)
1,1M

(2)
2,2 et M

(2)
1,2M

(2)
2,1 admettent une espérance comme produit de variables indépendantes admettant une

espérance et

E(M
(2)
1,1M

(2)
2,2 ) = E(M

(2)
1,1 )E(M

(2)
2,2 ) = 0 = E(M

(2)
1,2M

(2)
2,1 ).

En�n, detM (2) admet une eséprance comme somme de variables admettant une espérance et, par linéarité de l'espé-
rance,

E(detM (2)) = E(M
(2)
1,1M

(2)
2,2 )− E(M

(2)
1,2M

(2)
2,1 ) = 0.

6. • Soit X et Y deux variables indépendantes ayant la même loi :

X(Ω) = Y (Ω) = {−1, 1} et P (X = 1) = P (Y = 1) = 1/2 = P (X = −1) = P (Y = −1).

Alors (XY )(Ω) = {±1} et

P (XY = 1) = P ((X = 1 ∩ Y = 1) ∪ (X = −1 ∩ Y = −1))

= P (X = 1 ∩ Y = 1) + P (X = −1 ∩ Y = −1) (incompatibles)

= P (X = 1)P (Y = 1) + P (X = −1)P (Y = −1) (indépendants)

=
1

4
+

1

4
=

1

2

Par suite, P (XY = −1) = 1− P (XY = 1) = 1/2.
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Remarque.

On vient de démontrer que, si deux variables X et Y sont indépendantes et ont la même loi :

X(Ω) = Y (Ω) = {−1, 1} et P (X = 1) = P (Y = 1) = 1/2 = P (X = −1) = P (Y = −1),

alors XY suit la même loi.
Une récurrence rapide permet alors de démontrer que, si (X1, . . . , Xn) est une famille de variables aléatoires
mutuellement indépendantes, et de même loi :

∀i ∈ [[1, n]], Xi(Ω) = {−1, 1} et P (Xi = 1) = 1/2 = P (Xi = −1),

alors

n∏
i=1

Xi suit la même loi.

• M (2)
1,1M

(2)
2,2 et M

(2)
1,2M

(2)
2,1 suivent donc la même loi que M

(2)
1,1 .

Or, M
(2)
1,1 admet une variance (variable �nie) et

V (M
(2)
1,1 ) = 12P (M

(2)
1,1 = 1) + (−1)2P (M

(2)
1,1 = −1)− E(M

(2)
1,1 )2 = 1,

donc M
(2)
1,1M

(2)
2,2 et M

(2)
1,2M

(2)
2,1 admettent une variance et

V (M
(2)
1,1M

(2)
2,2 ) = V (M

(2)
1,2M

(2)
2,1 ) = 1.

Par suite, det(M (2)) admet une variance comme combinaison linéaire de variables admettant une variance et, comme

M
(2)
1,1M

(2)
2,2 et M

(2)
1,2M

(2)
2,1 sont indépendantes,

V (det(M (2))) = V (M
(2)
1,1M

(2)
2,2 ) + (−1)2V (M

(2)
1,2M

(2)
2,1 ) = 2.

Remarque. Pour a�rmer l'indépendance de M
(2)
1,1M

(2)
2,2 et M

(2)
1,2M

(2)
2,1 , on a utiliser le lemme de coalition

(hors-programme)... mais on peut aussi montrer l'indépendance à la main (il n'y a que 4 cas à tester).

7. P (detM (2) = 0) = P (M
(2)
1,1M

(2)
2,2 = M

(2)
1,2M

(2)
2,1 ).

Or, (M
(2)
1,1M

(2)
2,2 )(Ω) = {±1}, donc

P (detM (2) = 0) = P ((M
(2)
1,1M

(2)
2,2 = 1 ∩M (2)

1,2M
(2)
2,1 = 1) ∪ (M

(2)
1,1M

(2)
2,2 = 1 ∩M (2)

1,2M
(2)
2,1 = 1))

= P ((M
(2)
1,1M

(2)
2,2 = 1)P (M

(2)
1,2M

(2)
2,1 = 1) + P (M

(2)
1,1M

(2)
2,2 = 1)P (M

(2)
1,2M

(2)
2,1 = 1)) (inc, puis ind)

=
1

4
+

1

4
=

1

2

C Quelques bornes

8. • Pour tout k ∈ [[1, n]], L
(n)
k est un vecteur aléatoire ayant pour loi :

L
(n)
k (Ω) = {±1}n et ∀(εj)j∈[[1,n]] ∈ {±1}n, P

(
L

(n)
k = (εj)j∈[[1,n]]

)
=

1

2n
.

d'après la formule des propbabilités totales avec le système complet d'événements (L
(n)
1 = (εj)j∈[[1,n]])(εj)j∈[[1,n]]∈{±1}n ,

on a :

P (L
(n)
1 = L

(n)
2 ) =

∑
(εj)j∈[[1,n]]∈{±1}n

P (L
(n)
1 = (εj) ∩ L(n)

2 = L
(n)
1 )

=
∑

(εj)j∈[[1,n]]∈{±1}n
P (L

(n)
1 = (εj) ∩ L(n)

2 = (εj))

=
∑

(εj)j∈[[1,n]]∈{±1}n
P (L

(n)
1 = (εj)P (L

(n)
2 = (εj)) (indépendance)

=
∑

(εj)j∈[[1,n]]∈{±1}n

1

22n
= 2n

1

22n
=

1

2n

et P (L
(n)
1 = −L(n)

2 ) =
∑

(εj)j∈[[1,n]]∈{±1}n
P (L

(n)
1 = (εj))P (L

(n)
2 = −(εj)︸ ︷︷ ︸

∈{±1}n

)

=
∑

(εj)j∈[[1,n]]∈{±1}n

1

22n
=

1

2n
,
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donc, comme (L
(n)
1 = L

(n)
2 ) et (L

(n)
1 = −L(n)

2 ) sont incompatibles (car L
(n)
2 6= 0),

P ((L
(n)
1 = L

(n)
2 ) ∪ (L

(n)
1 = −L(n)

2 )) = P (L
(n)
1 = L

(n)
2 ) + P (L

(n)
1 = −L(n)

2 ) =
1

2n−1
.

• On a (L
(n)
1 = L

(n)
2 ) ∪ (L

(n)
1 = −L(n)

2 )⇒M (n) non inversible⇒ detM (n) = 0, donc

P
(

detM (n) = 0
)
≥ P ((L

(n)
1 = L

(n)
2 ) ∪ (L

(n)
1 = −L(n)

2 )) =
1

2n−1
= 21−n.

9. ? Montrons l'équivalence par double implication.
• S'il existe j ∈ {1, . . . , n − 1} tel que lj+1 ∈ Vect({l1, · · · , lj}), alors la famille (l1, . . . , lj+1) est liée, donc la famille
(l1, . . . , ln) est liée.

• Si la famille (l1, . . . , ln) est liée, alors il existe (a1, . . . , an) ∈ Rn \ {0} tels que
n∑
i=1

aili = 0.

Alors, en notant i0 = max{i ∈ [[1, n]] : ai 6= 0} (qui existe car cet ensemble �ni est non vide et majoré), on a

li0 =

i0−1∑
i=1

− ai
ai0

li ∈ Vect(l1, . . . , li0−1).

• Par double implication, on a bien l'équivalence souhaitée.
? On a alors

P (detM (n) = 0) = P (� (L
(n)
1 , . . . , L(n)

n ) est une famille liée �)

= P

n−1⋃
j=1

L
(n)
j+1 ∈ Vect(L

(n)
1 , . . . , L

(n)
j )

 (d'après le premier point)

≤
n−1∑
j=1

P
(
L

(n)
j+1 ∈ Vect(L

(n)
1 , . . . , L

(n)
j )
)

(par sous-additivité de P ).

10. Soit H un sous-espace vectoriel de Rn de dimension d.
Alors, H⊥ est un sous-espace vectoriel de Rn de dimension n− d, donc il existe (f1, . . . , fn−d) base de H⊥.
On a alors :

x ∈ H ⇔ x ∈ (H⊥)⊥ (car Rn est de dimension �nie)

⇔ ∀i ∈ [[1, n− d]], 〈fi, x〉 = 0 (car (f1, . . . , fn−d) engendre H⊥)
⇔ ∀i ∈ [[1, n− d]], αi,1x1 + · · ·αi,nxn = 0 (en notant fi = (αi,1, . . . , αi,n))

⇔

 α1,1 · · · α1,n

...
...

αn−d,1 · · · αn−d,n


x1

...
xn

 =

0
...
0

 .

11. • La famille (f1, . . . , fn−d) est une famille libre de Rn.
(e1, . . . , en) est une base de Rn.
Donc, d'après le théorème de la base incomplète, il existe 1 ≤ i1 < · · · < id ≤ n tel que la famille (f1, . . . , fn−d, ei1 , . . . , eid)
soit une base de Rn.
Sa matrice M dans la base (ei)1≤i≤n est donc inversible, donc tM est inversible.
• En�n,

x ∈ H et ∀k ∈ [[1, d]], xik = yk ⇔


n∑
j=1

αi,jxj = 0, ∀i ∈ [[1, n− d]]

xik = yk

(d'après la question 10)

⇔ tM

x1

...
xn

 =



0
...
0
y1

...
yd


⇔

x1

...
xn

 = (tM)−1



0
...
0
y1

...
yd


(car tM inversible),

ce qui assure l'existence et l'unicité du vecteur x.

12. • Pour tout y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd, notons xy l'unique élément (x1, . . . , xn) de H tel que pour tout k ∈ [[1, d]], xik = yk
(où on a repris les notations de la question précédente). Alors

L
(n)
1 ∈ H ⇔ L

(n)
1 ∈ H ∩ {±1}n ⇔ L

(n)
1 ∈ {xy, y ∈ {±1}d} ∩ {±1}n.
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donc

P (L
(n)
1 ∈ H) = P (L

(n)
1 ∈ {xy, y ∈ {±1}d})

=
∑

y∈{±1}d
P (L

(n)
1 = xy) (événements incompatibles)

≤
∑

y∈{±1}d

1

2n
carP (L

(n)
1 = xy) =

{
1/2n si xy ∈ {±1}n

0 si xy 6∈ {±1}n

= 2d
1

2n
= 2d−n.

• De même, on montre que, pour tout j ∈ [[1, n]], P (L
(n)
j ∈ H) ≤ 2d−n.

• Pour tout j ∈ {1, . . . , n − 1}, d'après la formule des probabilités totales avec le système complet d'événements

(L
(n)
1 = l1, . . . , L

(n)
j = lj)l1,...,lj∈Ω1,n

, on a :

P
(
L

(n)
j+1 ∈ Vect(L

(n)
1 , . . . , L

(n)
j )
)

=
∑

l1,...,lj∈Ω1,n

P
((
L

(n)
j+1 ∈ Vect(L

(n)
1 , . . . , L

(n)
j )
)
∩
(
L

(n)
1 = l1, . . . , L

(n)
j = lj

))
=

∑
l1,...,lj∈Ω1,n

P
((
L

(n)
j+1 ∈ Vect(l1, . . . , lj)

)
∩
(
L

(n)
1 = l1, . . . , L

(n)
j = lj

))
=

∑
l1,...,lj∈Ω1,n

P
(
L

(n)
j+1 ∈ Vect(l1, . . . , lj)

)
× P

(
L

(n)
1 = l1

)
× . . .× P

(
L

(n)
j = lj

)
(indépendance des Li)

=
∑

l1,...,lj∈Ω1,n

P
(
L

(n)
j+1 ∈ Vect(l1, . . . , lj)

)
× 1

2n
× . . .× 1

2n

=
∑

l1,...,lj∈Ω1,n

1

2nj
P
(
L

(n)
j+1 ∈ Vect(l1, . . . , lj)

)
≤

∑
l1,...,lj∈Ω1,n

1

2nj
2dim(Vect (l1,...,lj))−n (d'après le premier point)

≤
∑

l1,...,lj∈Ω1,n

1

2nj
2j−n (car dim Vect(l1, . . . , lj) ≤ j)

= 2nj
1

2nj
2j−n (somme de |Ωj1,n| = 2nj termes constants)

= 2j−n.

13. Soit q < n et ω ∈ Ωq,n. On note l1, . . . , lq ses vecteurs lignes.
• Soit H = Vect(l1, . . . , lj). H est un sous-espace vectoriel de dimension d ≤ j.
Soit alors (g1, . . . , gd) une sous-famille de (l1, . . . , lj) qui soit une base de Vect(l1, . . . , lj).
Posons en�n g1 = (α1,1, . . . , α1,n), . . . gd = (αd,1, . . . , αd,n).

Alors x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn ∈ H⊥ ⇔


α1,1x1 + · · ·+ α1,nxn = 0

. . .

αd,1x1 + · · ·+ αd,nxn = 0
En résolvant ce système par pivot de Gauss, on n'e�ectue que des produits, somme, quotient, di�érence, les coe�cients
de ce système resteront rationnels. En prenant des paramètres rationnels, et en remontant le système, pour les mêmes
raisons, on aura une solution (x1, . . . , xn) ∈ Qn.

Notons x =

(
p1

q1
, . . . ,

pn
qn

)
avec pi ∈ Z et qi ∈ N∗.

Alors q1 . . . qnx =

(
p1

n∏
i=2

qi, . . . , pn

n−1∏
i=1

qi

)
∈ Zn et q1 . . . qnx ∈ Vect(x) ⊂ H⊥.

D Théorème de Erdös-Littlewood-O�ord

14. • Soit A et B deux éléments de Ak.
Si A ⊂ B ou B ⊂ A, alors comme |A| = |B|, A = B.
Par contraposée, si A 6= B, alors A n'est pas inclus dans B et B n'est pas inclus dans A.
Ak est donc bien une anti-chaîne.
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• Par dé�nition de

(
n

k

)
,

|Ak| =
(
n

k

)
≤
(

n

[n/2]

)
(d'après la question 1)

≤ 2n√
n

pour n assez grand (d'après la question 2).

15. Soit σ ∈ SA. Alors
� σ |{1,...,|A|} est une bijection de {1, . . . , |A|} sur A
� σ |{|A|+1,...,n} est une bijection de {|A|+ 1, . . . , n} sur {1, . . . , n} \A.
Soit alors φ : σ ∈ SA 7→ (σ |{1,...,|A|}, σ |{|A|+1,...,n}).
φ est une bijection de SA surS({1, . . . , |A|}, A) × S({|A| + 1, . . . , n}, {1, . . . , n} \ A) en notant S(E,F ) l'ensemble des
bijections de E sur F.

Par suite, |SA| = (|A|)!(n− |A|)!.
16. Soit B ∈ A avec B 6= A et supposons, quitte à échanger A et B, que |A| ≤ |B|.

Soit f ∈ SA ∩ SB .
Comme f ∈ SA, A = f({1, . . . , |A|}).
Comme f ∈ SB , B = f({1, . . . |B|}).
En�n, comme |A| ≤ |B|,

A = f({1, . . . , |A|}) ⊂ f({1, . . . , |B|}) = B,

ce qui est impossible car A 6= B et A est une anti-chaîne.

Par suite, SA ∩ SB = ∅.

17. On a
⋃
A∈A

SA ⊂ S([[1, n]], [[1, n]]).

Comme cette réunion est disjointe, on a
∑
A∈A
|SA| ≤ |S([[1, n]], [[1, n]])| = n!.

De plus, ∑
A∈A
|SA| =

n∑
k=0

∑
A∈A
|A|=k

|SA| =
n∑
k=0

∑
A∈A
|A|=k

(|A|)!(n− |A|)! =

n∑
k=0

∑
A∈A
|A|=k

k!(n− k)!

=

n∑
k=0

akk!(n− k)! (par dé�nition de ak),

donc on a
n∑
k=0

akk!(n− k)! ≤ n!, donc

n∑
k=0

ak
k!(n− k)!

n!
≤ 1⇔

n∑
k=0

ak(
n

k

) ≤ 1.

18. D'après la question 1, pour tout k ∈ [[0, n]],
1(
n

k

) ≥ 1(
n

[n/2]

) , donc, comme ak ≥ 0,
ak(
n

k

) ≥ ak(
n

[n/2]

) .
En sommant ces inégalités pour k = 0..n, on a

1(
n

[n/2]

) |A| = 1(
n

[n/2]

) n∑
k=0

ak =

n∑
k=0

ak(
n

[n/2]

) ≤ n∑
k=0

ak(
n

k

) ≤ 1,

donc

|A| ≤
(

n

[n/2]

)
.

19. Soit A ⊂ B ⊂ {1, . . . , n}, A 6= B, alors

sB − sA =
∑
j∈B

vj −
∑
j∈Bc

vj −
∑
j∈A

vj +
∑
j∈Ac

vj

=

∑
j∈A

vj +
∑

j∈B\A

vj

− ∑
j∈Bc

vj −
∑
j∈A

vj +

∑
j∈Bc

vj +
∑

j∈Ac\Bc

vj


=

∑
j∈B\A

vj +
∑

j∈Ac\Bc

vj ≥ 2

car B \A 6= ∅, Ac \Bc 6= ∅ et vj ≥ 1.
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20. • Soit φ : ω ∈ Ω1,n 7→ {i ∈ [[1, n]] : ωi = 1}. Il est clair que φ est une bijection de Ω1,n sur P([[1, n]]).
• Soit A = {X ∈ P([[1, n]]) : sX ∈ J} .
Soit A et B deux éléments de A. Si A ⊂ B, alors dans la question précédente, sB − sA ≥ 2, ce qui est impossible car
sA ∈ J, sB ∈ J et J est un intervalle ouvert de longueur 2 (donc, pour tout x, y ∈ J, |x− y| < 2).
Si B ⊂ A, par symétrie des rôles de A et de B, on obtient la même absurdité.
D'où, par l'absurde, A n'est pas inclus dans B et B n'est pas inclus dans A, donc A est une anti-chaine.
• En�n, pour tout ω ∈ Ω,

〈L(n)
1 , v〉 = s

φ(L
(n)
1 (ω))

,

donc

P (〈L(n)
1 , v〉 ∈ J) = P (L

(n)
1 ∈ φ−1(A)) = P

 ⋃
l∈φ−1(A)

(L
(n)
1 = l)


=

∑
l∈φ−1(A)

P (L
(n)
1 = l) =

∑
l∈φ−1(A)

1

2n

= |φ−1(A)| 1

2n
= |A| 1

2n
(car φ est une bijection)

≤
(

n

[n/2]

)
1

2n
(d'après la question 18)

≤ 2n√
n

1

2n
=

1√
n

pour n assez grand (d'après la question 2).

• Si l'on suppose seulement que pour tout j ∈ {1, . . . , n}, |vj | ≥ 1, alors le raisonnement précédent reste valable en
changeant uniquement φ en

φ : ω ∈ Ω1,n 7→ {i ∈ [[1, n]] : ωili > 0}.

E Universalité

21. Par dé�nition d'un ensemble k-universel,

{L(n)
1 (ω), . . . , L

(n)
d (ω)} non k-universel⇔ ∃(j1, . . . , jk) ∈ [[1, n]]k : 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n, ∃o ∈ ω1,n,

∀i ∈ [[1, d]],∃m ∈ [[1, k]] : Mi,jm(ω) 6= o1,jm .

On a donc bien l'inclusion souhaitée (et même l'égalité ? !)

{
{L(n)

1 (ω), . . . , L
(n)
d (ω)} non k-universel

}
⊂

⋃
(j1,...,jk)∈{1,...,n}k

j1<···<jk

⋃
ω∈Ω1,k

d⋂
i=1

k⋃
m=1

{Mi,jm 6= ω1,jm}.

22. Par suite,

P ({L(n)
1 , . . . , L

(n)
d } non k-universel) = P

 ⋃
(j1,...,jk)∈{1,...,n}k

j1<···<jk

⋃
ω∈Ω1,k

d⋂
i=1

k⋃
m=1

(Mi,jm 6= ω1,jm)


≤

∑
(j1,...,jk)∈{1,...,n}k

j1<···<jk

∑
ω∈Ω1,k

P

(
d⋂
i=1

k⋃
m=1

(Mi,jm 6= ω1,jm)

)

par sous-additivité de P.
Or, par indépendance des di�érentes lignes,

P

(
d⋂
i=1

k⋃
m=1

(Mi,jm 6= ω1,jm)

)
=

d∏
i=1

P

(
k⋃

m=1

(Mi,jm 6= ω1,jm)

)

=

d∏
i=1

(
1− P

(
k⋂

m=1

(Mi,jm = ω1,jm)

))

=

d∏
i=1

(
1−

k∏
m=1

P (Mi,jm = ω1,jm)

)
(par indépendance des Mi,j)

=

d∏
i=1

(
1−

k∏
m=1

1

2

)
=

(
1− 1

2k

)d
,
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donc

P ({L(n)
1 , . . . , L

(n)
d } non k-universel) ≤

∑
(j1,...,jk)∈{1,...,n}k

j1<···<jk

∑
ω∈Ω1,k

(
1− 1

2k

)d
.

En�n, le terme sommé ne dépend pas de ω ∈ Ω1,k, ni de (j1, . . . , jk) ∈ {1, . . . , n}k, et comme il y a 2k termes dans∑
ω∈Ω1,k

et
(
n
k

)
termes dans

∑
(j1,...,jk)∈{1,...,n}k

j1<···<jk

, on a bien

P ({L(n)
1 , . . . , L

(n)
d } non k-universel) ≤

(
n

k

)
2k(1− 2−k)d.

Remarque. Le choix d'un k-uplet de {1, . . . , n} véri�ant j1 < · · · < jk revient au choix d'une partie à k éléments de

{1, . . . , n}, ce qui explique les

(
n

k

)
termes dans la première somme.

23. Si d ≥ n/2 et k ≤ lnn, alors(
n

k

)
2k(1− 2−k)d ≤ 2nk(1− 2−k)d (d'après la question 3)

= 2nk exp

(
d ln

(
1− 1

2k

))
≤ 2nlnn exp

(
n

2
ln

(
1− 1

2lnn

))
(par hypothèse sur k et d et par croissance de exp et ln)

= 2nlnn exp

(
−n

2

1

2lnn

)
(car ln(1 + x) ≤ x pour tout x > −1)

= 2 exp

(
(lnn)2 − 1

2
n2− lnn

)
Donc

2 exp

(
(lnn)2 − 1

2
n2− lnn

)
≤ 1

n
⇔ 2n exp

(
(lnn)2 − 1

2
n2− lnn

)
≤ 1

⇔ exp

(
ln 2 + lnn+ (lnn)2 − 1

2
n2− lnn

)
≤ 1

⇔ ln 2 + lnn+ (lnn)2 − 1

2
n2− lnn ≤ 0

⇔ ln 2 + lnn+ (lnn)2 − 1

2
exp(lnn− lnn ln 2) ≤ 0

⇔ ln 2 + lnn+ (lnn)2 − 1

2
n1−ln 2 ≤ 0

Or, par croissances comparées, lim
n→+∞

ln 2 + lnn+ (lnn)2 − 1

2
n1−ln 2 = −∞ (car 1−ln 2 > 0), donc, au delà d'un certain

rang, on aura :

ln 2 + lnn+ (lnn)2 − 1

2
n1−ln 2 ≤ 0, et donc P ({L(n)

1 , . . . , L
(n)
d } non k-universel) ≤

(
n

k

)
2k(1− 2−k)d ≤ 1

n
.

24. Soit v ∈ V⊥ \ {0} et supposons que v a au plus k coordonnées non nulles (j1, . . . , jd) avec 1 ≤ d ≤ k.
Complétons cette famille si besoin en (j1, . . . , jd, . . . , jk).

Posons alors ω ∈ Ω1,n tel que :

ω1,i = 1 si i 6∈ {j1, . . . , jd}
ω1,i =

vi
|vi|

si i ∈ {j1, . . . , jd}
.

Comme V est k-universel, il existe u ∈ V tel que pour tout i ∈ [[1, k]], uji = ωji .
Mais alors

〈u, v〉 =

d∑
i=1

uji︸︷︷︸
=ω1,ji

=
vji
|vji |

vji +
∑

i 6∈{j1,...,jd}

ui vi︸︷︷︸
=0

=

d∑
i=1

v2
ji

|vji |
> 0(car vji > 0 pour tout i ∈ [[1, d]]),

ce qui est exclu car v ∈ V⊥ et u ∈ V, donc 〈u, v〉 = 0.
Par l'absurde, v a au moins k + 1 coordonnées non nulles.
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25. Soit v ∈ V⊥ \ {0} à coordonnées entières.
• Pour tout ω ∈ Ω,

L
(n)
1 (ω) ∈ Vect(V)⇒ 〈L(n)

1 (ω), v〉 = 0,

donc
P
(
L

(n)
1 ∈ Vect(V)

)
≤ P (〈L(n)

1 , v〉 = 0).

Notons vi1 , . . . , vic les coordonnées non nulles de v, avec k + 1 ≤ c ≤ n (d'après la question 24). Alors

P (〈L(n)
1 , v〉 = 0) = P

(
〈(M (n)

1,i1
, . . . ,M

(n)
1,ic

), (vi1 , . . . , vic)〉 = 0
)

= P
(
〈(M (n)

1,i1
, . . . ,M

(n)
1,ic

), (vi1 , . . . , vic)〉 ∈]− 1, 1[
)

≤ 1√
c
≤ 1√

k

d'après la question 20 avec J =]− 1, 1[ et pour c assez grand, ce qui est le cas dès que k est assez grand.

26. • n− tn ≥ n/2⇔ 1− tn/n ≥ 1/2.
Or, lim

n→+∞
1− tn/n = 1, donc il existe n1 ∈ N tel que, pour tout n ≥ n1,

1− tn/n ≥ 1/2⇔ n− tn ≥ n/2.

• Pour tout n ∈ N, pour tout j ∈ [[1, n− 1]], d'après la formule des probabilités totales,

P
(
L

(n)
j+1 ∈ Vect(L

(n)
1 , . . . , L

(n)
j )
)

= P
(
L

(n)
j+1 ∈ Vect(L

(n)
1 , . . . , L

(n)
j ) ∩ ({L(n)

1 , . . . , L
(n)
d } non k-universel)

)
+ P

(
L

(n)
j+1 ∈ Vect(L

(n)
1 , . . . , L

(n)
j ) ∩ ({L(n)

1 , . . . , L
(n)
d } k-universel)

)
≤ P

(
L

(n)
j+1 ∈ Vect(L

(n)
1 , . . . , L

(n)
j ) ∩ ({L(n)

1 , . . . , L
(n)
d } non k-universel)

)
+ P

(
{L(n)

1 , . . . , L
(n)
d } k-universel

)
= P ({L(n)

1 , . . . , L
(n)
d } non k-universel)P({L(n)

1 ,...,L
(n)
d } non k-universel)

(
L

(n)
j+1 ∈ Vect(L

(n)
1 , . . . , L

(n)
j )
)

+ P
(
{L(n)

1 , . . . , L
(n)
d } k-universel

)
≤ 1× 1√

k
+

1

n
pour k assez grand.

Prenons k = [lnn]. Dès que n est assez grand, k = lnn est assez grand et k ∈ [[1, n]], donc

P
(
L

(n)
j+1 ∈ Vect(L

(n)
1 , . . . , L

(n)
j )
)
≤ 1√

lnn
+

1

n
≤ 2√

lnn
.

Par suite, pour n assez grand,

n−1∑
j=n−tn+1

P
(
L

(n)
j+1 ∈ Vect(L

(n)
1 , . . . , L

(n)
j )
)
≤

n−1∑
j=n−tn+1

2√
lnn

=
2(n− 1− (n− tn + 1) + 1)√

lnn
=

2tn√
lnn

.

F Théorème de Komlós

27. Pour n assez grand,

P (detM (n) = 0) ≤
n−1∑
j=1

P
(
L

(n)
j+1 ∈ Vect(L

(n)
1 , . . . , L

(n)
j

)
(d'après la question 9)

=

n−tn∑
j=1

P
(
L

(n)
j+1 ∈ Vect(L

(n)
1 , . . . , L

(n)
j

)
+

n−1∑
j=n−tn+1

P
(
L

(n)
j+1 ∈ Vect(L

(n)
1 , . . . , L

(n)
j

)

≤
n−tn∑
j=1

2j−n +
2tn√
lnn

(d'après les questions 12 et 26)

=
1

2n−1
× 1− 2n−tn

1− 2
+

2tn√
lnn

(somme géométrique de raison 2 6= 1)

=
1

2tn−1
− 1

2n−1
+

2tn√
lnn

.
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En prenant tn =
[√√

lnn
]
pour n assez grand, on a

1

2tn−1︸ ︷︷ ︸
→0

− 1

2n−1︸ ︷︷ ︸
→0

+
2tn√
lnn︸ ︷︷ ︸
→0

−→
n→+∞

0,

donc, d'après le théorème des gendarmes, lim
n→+∞

P (detM (n) = 0) = 0.
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