Mines 2018 M1 - Corrigé

A Coeflicients binomiaux

1. Pour tout k € {0,...,[n/2] — 1}

(kj—l) B (Z) Tkt 1)!(2!—k— n k!(nni )l
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Or,k<[n/2]—1<n/2—-1,donc 2k <n—2,doncn—2k—1>12>0, donc <k Z 1) - (Z) > 0, donc 'application

k— (Z) est croissante sur {0, ..., [n/2]}.

Par suite,
n n
— pour tout k € {0,...,[n/2]}, < ) < ([

- pour tout k € {[n/2] +1,...,n}, (Z) = <nik) < <[n72]) car

2% —i—1=i—1<i=[n/2] sin=2i
2i+1—i—1=i=[n/2 sin=2i+1

Yk € {0,...,n}, (Z) < ([7;;2])‘

2. e Sin est pair, alors il existe k € N tel que n = 2k. Alors [n/2] =k et

[n/2]+1<k<n:>0<k<n—[n/2]—1:{

On a donc bien
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e Si n est impair, alors il existe k € N tel que n = 2k + 1. Alors [n/2] =k et

( n >:(2k+1)! N 27T(2]g+1)<2k+1)2k+1
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e Dans tous les cas, on a
(i) = 7575
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([n72]) ! oo L ¢finition d’une limi -1 o

Par suite, on a lim < 1, donc, par définition d’une limite, pour € = ﬁ
0

= . Or
nortoo 27 V2 T /a2
Vn
existe ng € N tel que, pour tout n > ng,
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3. Pour tout n € N*, pour tout k € {0,...,n},

(n> 2k—1 n! k=1 2Pl (p—k+1)---(n—1)n
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nk*  Kl(n—k)! nk K nk

k—1 .
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donc on a bien |Vn € N*, Vk € {0,...,n}, (Z) ok=1 < pk.

1
4. e Pour tout i € {1,...,n}, e; = 5(’1} — (v —2e;)).

n
Or,ve Dy, (car (1,...,1) € Qy ) et v —2¢; = Zej —e €Qyp (car (1,...,1,-1,1,...,1) € Q4 ),
j=1
J#i
donc e; € Vect ().
e Par suite, R"™ = Vect ((e;)1<i<n) C Vect (£21,,) (comme espace vectoriel engendré par des éléments de Q4 ).
Comme on a aussi Vect (€4,,) C R™ (comme espace vectoriel engendré par des éléments de R™), on a bien

’Vect (Q1,n) =R™ ‘

Dimension 2

5. On a det M) = M1(21)M2(22) - M1(22)M2(21)

Or, pour tout (i,7) € [1,2]?, Mi(j-) admet une espérance (variable finie) et
2 2 2
B(MZ) =1x P(M? = 1)+ (-1) x P(M{?) = ~1) = 0.

Donc Ml(zl) M2(22) et M1(22) M2(21) admettent une espérance comme produit de variables indépendantes admettant une
espérance et,

2 2 2 2 2 2
B(MZ) M) = B(M{Z)B(MY)) = 0 = BE(M{Z) M)).

Enfin, det M®) admet une eséprance comme somme de variables admettant une espérance et, par linéarité de espé-
rance,

E(det M®) = E(MZ) M) — E(M{) M) = 0.

)

6. e Soit X et Y deux variables indépendantes ayant la méme loi :
XQ)=Y(Q)={-1,1} e¢ PX=1)=PY =1)=1/2=P(X=-1)=PY =-1).
Alors (XY)(Q) = {£1} et
PXY=1)=P(X=1NnY=1)U(X=-1NnY =-1))
=PX=1NnY=1)+P(X=-1NY =-1) (incompatibles)

=P(X=1)PY=1)4+P(X =-1)P(Y =—1) (indépendants)
1

N
pM»—‘
w\»—‘

Par suite, P(XY = —1) =1— P(XY =1) =1/2.



Remarque.
On vient de démontrer que, si deux variables X et Y sont indépendantes et ont la méme loi :

XQ) =Y(Q) ={-1,1} et PX=1)=P(Y=1)=1/2=P(X =—-1) = P(Y = 1),

alors XY suit la méme loi.
Une récurrence rapide permet alors de démontrer que, si (X1,...,X,,) est une famille de variables aléatoires
mutuellement indépendantes, et de méme loi :

Vie[l,n], X;(Q)={-1,1} et P(X;,=1)=1/2=P(X; =-1),
n
alors HX" suit la méme loi.

i=1
. Ml(gl) M2(22) et M1(22) M2(21) suivent donc la méme loi que Ml(zl)
Or, Ml(gl) admet une variance (variable finie) et
2 2 2 2
VM) = PPOMEY = 1)+ (-1)*P(MLY) = —1) = B(M{))* =1,

donc Ml(zl) M2(22) et M1(22) M2(21) admettent une variance et

2 2 2 2
V(MZ M) = V(MZ M) = 1.

) )

Par suite, det(M(?)) admet une variance comme combinaison linéaire de variables admettant une variance et, comme
M1(21)M2(22) et M1(22)M2(21) sont indépendantes,

V(det(M®)) = V(ME) M) + (~1)2V (M3 M) = 2.

) s ) )

Remarque. Pour affirmer I'indépendance de M1<21) M2(22) et M1(22) M2(21) , on a utiliser le lemme de coalition
(hors-programme)... mais on peut aussi montrer l'indépendance & la main (il n’y a que 4 cas a tester).

7. P(det M® = 0) = P(M{3) M) = M%) M),
Or, (M1(21)M2(22))(Q) = {+1}, donc
P(det M®) = 0) = P((M{ My = 10 MM = 1) U (MM = 10 M3 MY = 1)
(M2 ME) = )PME M) = 1) + PME M) = 1)P(MI M) = 1)) (inc, puis ind)

C  Quelques bornes

8. e Pour tout k € [1,n], L,(c") est un vecteur aléatoire ayant pour loi :
n n n n 1
LP(Q) = {£1}" et V(e;)jepn € {21}, P (L; )= (@')je[h,nl]) T oo
d’aprés la formule des propbabilités totales avec le systéme complet d’événements (Lg") = (Ej)jelILn]])(Ej)je[[Lnﬂe{il}n7
on a :
Pyt =1 = 3 P =)0l = 1)
(e5)jen,ny E{E1}"

P(LY = (5) N LYY = ()

(]

(ej) e, €{E1}"™

P(Lgn) = (Ej)P(Lén) = (g;)) (indépendance)

(]
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E
0| =
3

Il
)
3
¥

o —
3

I
)
:"—‘

(e5)jem.ny E{EL}"

et P(LY = L) = P(L{Y = (,)P(LY” = (7))

n N d
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donc, comme (L™ = L{) et (L™ = —L{™) sont incompatibles (car LY # 0),
P = L) (L = =187) = P = 157) + P(LY = —187) = oo
e Ona (L = L)y u (L™ = —L{) = M™ non inversible = det M =0, donc

9. » Montrons I’équivalence par double implication.
o S'il existe j € {1,...,n — 1} tel que l;41 € Vect({l1,---,;}), alors la famille (I4,...,1;11) est liée, donc la famille
(lh,...,1,) est liée.

o Si la famille (Iy,...,1,) est liée, alors il existe (ai,...,a,) € R™\ {0} tels que Zaili =0.

i=1
Alors, en notant i = max{i € [1,n] : a; # 0} (qui existe car cet ensemble fini est non vide et majoré), on a
io—1
a;
lio = V_E 1 —ali S Vect(ll, e alio—l)-

e Par double implication, on a bien ’équivalence souhaitée.
* On a alors

P(det M™ = 0) = P(« (L™, ..., L{™) est une famille lice »)

= U ]H € Vect (L ( ) Lg.n)) (d’aprés le premier point)

Z ( i1 € Vect (Ly . ..,Lg»n))) (par sous-additivité de P).

10. Soit ‘H un sous-espace vectoriel de R™ de dimension d.
Alors, H' est un sous-espace vectoriel de R” de dimension n — d, donc il existe (f1,..., f,_q) base de H= .
On a alors :
reH e ac(HHE  (car R™ est de dimension finie)

s Vie[l,n—d],{(fi,z) =0 (car (fi,..., fa_a) engendre H1)

eVie[l,n—d],q1x1+ - aintn =0 (ennotant f; = (a1,...,%n))
o1 atp T 0
=4 : =
Qn—d,l " On—dn Tn 0

11. e La famille (f1,..., fn_q) est une famille libre de R".
(e1,...,en) est une base de R™.
Donc, d’aprés le théoréme de la base incompleéte, il existe 1 < iy < --- < ig < ntel quelafamille (fi,..., fo—d, €i,s---,€iy)
soit une base de R".
Sa matrice M dans la base (e;)1<;<n est donc inversible, donc ‘M est inversible.
e Enfin,

Zam—mj =0, Vie [[].,TL — d]]

reHetVke[l,d],z;, =y, < (d’apres la question 10)

j=1
Li, = Yk
0 0
) : T
s'M|[ | = 0 s =M 0 (car "M inversible),
’ n : n
Tn . T
Yd Yd
ce qui assure ’existence et 'unicité du vecteur z.
12. e Pour tout y = (y1,...,v4) € R%, notons z, 'unique élément (1, ...,x,) de H tel que pour tout k € [1,d], x;, = y

(ot on a repris les notations de la question précédente). Alors

LWene L eun{x1}" o L € {z,, yc {£1}4} n{£1}".



13.

14.

donc

P e #) = P(LY € {x,, y € {£1}7})
= Z P(Lgn) =1z,) (événements incompatibles)

ye{+1}4
1 1/2n i +1}"
< Z on carP(Lgn) =z,) = { / ST 7y € 4 }n
ye [z} 0 sixzy & {£1}
1
=21 _ =i
211
e De méme, on montre que, pour tout j € [1,n], P(Lg»") € H) <24,
e Pour tout j € {1,...,n — 1}, d’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements
(L =l L =), g0, onac
P(L, e Veet(L{V,....L{")) = 3 P ((Lg’fl € Vect(L§”>,...,L§”))) N (Lgn> =l LY = zj))
Lyl €Q1
- > r ((Lgi)l e Vect(ll,...,lj)) N (LY” —0,..., Il = zj))
l1,. . l;E€EQ n
= Z P (L;i)l € Vect (ly, ..., lj)) x P (Lg") = ll) X...xP (Lg-") = lj) (indépendance des L;)
I, 0l €EQL 0
(n) 1 1
= P(LjHeVect(ll,...,lj))><2—n><...><2—n
Lol €0
1 (n)
= > P (LS € Vet (s, 1y))
I1,.. l;E€EQL n
1 .
< Z ﬁ2d‘m(ve°t(h"“’lj))_" (d’apreés le premier point)
I1, €L n
1 .
< Z ﬁﬁ_" (car dim Vect (ly,...,1;) < j)
I, 0l €QL
1 , .
=2"__—-21"" (somme de [ | = 2" termes constants)
21’L] 1,7L
—9i—n
Soit ¢ < n et w € Qg . On note Iy, ...,1; ses vecteurs lignes.
o Soit H = Vect(l1,...,l;). 1 est un sous-espace vectoriel de dimension d < j.
Soit alors (g1, ..., g4) une sous-famille de (I1,...,1;) qui soit une base de Vect (I1,...,1;).
Posons enfin g1 = (1,1, -,01,n)s ---9d = (Qa15- -, ¥don)-

Q1171+ + a1ty =0
Alors z = (z1,...,2,) ER" € H! &

0g121 + -+ Qg nln = 0
En résolvant ce systéme par pivot de Gauss, on n’effectue que des produits, somme, quotient, différence, les coefficients
de ce systéme resteront rationnels. En prenant des paramétres rationnels, et en remontant le systéme, pour les mémes
raisons, on aura une solution (x1,...,x,) € Q™.

Notons z = (pl,...,p") avec p; € Z et q; € N*.
q1 dn
n n—1
Alors ¢ ... qpx = plnqi,...,pn H qi> €Z"et q...qux € Vect(z) C H .
i=2 i=1

Théoréme de Erdos-Littlewood-Offord

e Soit A et B deux éléments de Ay.

Si AC Bou B C A, alors comme |A| = |B|, A= B.

Par contraposée, si A # B, alors A n’est pas inclus dans B et B n’est pas inclus dans A.
Ay est donc bien une anti-chaine.



e Par définition de <Z)
| Akl = )
n

[ /2]> (d’apres la question 1)
n

VAN
m/‘\/\

IN

Bk

pour n assez grand  (d’aprés la question 2).

15. Soit o0 € S4. Alors
= 0 |{1,...,a]} est une bijection de {1,...,|A[} sur A
~ 0 |{|A|+1,...,n} est une bijection de {|A|+1,...,n} sur {1,...,n}\ A.
Soit alors ¢ : 0 € Sa > (0 (1,141}, 0 |{\A\+1 ..... n})
¢ est une bijection de Sy surS({1,...,]|4]|}, A) x S{|A| +1,...,n},{1,...,n} \ A) en notant S(E, F') 'ensemble des
bijections de E sur F.
Par suite, || S| = (JA])!(n — |A])!. |

16. Soit B € A avec B # A et supposons, quitte & échanger A et B, que |A| < |B].
Soit f € S4NSp.
Comme f € S4, A= f({1,...,]|4]}).
Comme f € S, B= f({1,...|B[}).
Enfin, comme |A] < |B|,

A= f({1,....|A) c f{1,....|B|}) =

ce qui est impossible car A # B et A est une anti-chaine.

17. On a U Sa C S([1,n], [1,n]).

AcA
Comme cette réunion est disjointe, on a Z [Sal < |S([1,n],[1,n])| = nl
AcA
De plus,
PSITED SDSICAES S SNFITENPITE y 2 Mk
AeA k=0 AeA k=0 AeA k=0 Ac
[Al= |Al= |A|= k
Zakk' n —k)! (par définition de ay),
k=0
donc on a .
ar
l — l l
Zakkn < n!, donc Zak <1<ﬁ> - <1
k=0
k
N . 1 1 ag Q.
18. D’aprés la question 1, pour tout k € [0, n], - > N donc, comme ay > 0, - > N
() (i) () (i)

En sommant ces inégalités pour £ = 0..n, on a

N =) SLTED DS S
<[n/2]) ([n/2]> SR <[n/21) = (k)

].9- S()l‘ A( B C {1,. . .,n}, A # .B7 al()I'S

SB—SAZZUj—ZUj—ZUj-"-ZUj

donc

jEB jEBe jEA jEAe
Douit dow | D wmy v Yot Y
JEA jeB\A jEBe JEA jEBe jEAc\Be
douit Y

jEB\A JjEAC\B¢©

catr B\ A#0, A°\ B¢ #( et v; > 1.



20. e Soit ¢ : w € N1, — {i € [1,n] : w; = 1}. Il est clair que ¢ est une bijection de 4 ,, sur P([1,n]).
e Soit A={X e P([1,n]) : sx € J}.
Soit A et B deux éléments de A. Si A C B, alors dans la question précédente, sgp — s4 > 2, ce qui est impossible car
sa € J, sp € J et J est un intervalle ouvert de longueur 2 (donc, pour tout z,y € J, | — y| < 2).
Si B C A, par symétrie des roles de A et de B, on obtient la méme absurdité.
D’ou, par ’absurde, A n’est pas inclus dans B et B n’est pas inclus dans A, donc A est une anti-chaine.
e Enfin, pour tout w € €,

(n)
(L v) = 84000 ()
donc
P((L{" ) € ) =P e (A) =P |J @M =1)
lep=1(A)
n 1
S ICIETED o
lep=1(A) legp=1(A)
1 1
= |¢_1(‘A)|27 = |‘A|27 (car ¢ est une bijection)
<(" 1 (d’aprés la question 18)
= \[n/2)) 20 P q
< 27 1 ! our n assez grand  (d’apreés la question 2)
- = VA .
S Y g p q
e Si 'on suppose seulement que pour tout j € {1,...,n}, |v;| > 1, alors le raisonnement précédent reste valable en

changeant uniquement ¢ en
¢:weE le — {’L S [[l,n]] Twily > 0}

E Universalité

21. Par définition d’un ensemble k-universel,

(L8 (W), ..., L3 (w)} non k-universel < 3(jy, ..., jk) € [L,n]* 1 1 < ji < -+ < jr < 1,30 € wym,
Vi € [[l,d]]jm S [[1, k]] : Mi,jm(w) 75 01,5+

On a donc bien 'inclusion souhaitée (et méme ’égalité 7 !)

d k
{{Lgn) (W), ... ,Lg”)(w)} non k—universel} C U U ﬂ U {M;j,, # w1}
(jlwnzjk)e{l{"wn}k weﬂl’k i=1m=1
J1<-<Jk

22. Par suite,

d k
P({Lgn)’,,., L((i”)}non k-universel) = P U ﬂ U (M, £ i)
Gtyeerji) €41 .., n}F @EQL  i=1 m=1
1< <Jk

IN

d

> >, PN

(J1sedk)E{L,..,n P W€D i=1
J1<--<Jjk

k
U 04, # wl,jm)>
m=1

par sous-additivité de P.
Or, par indépendance des différentes lignes,

d k
P (ﬂ U o, #%m)) =

i=1m=1

E&

k
p < U o, # wlyjm)>

m=

k
(o o)

k
(1 H P(M;;,. wl,jm)> (par indépendance des M; ;)
1

1

7

I
Eg

@
I
-

I
E&

=1

C113)=(5)

2

3

DO =

Il
E&

i=1



23.

24.

donc

d
1
PUL™,.... L™} non k-universel) < > 3 <1 2k> .

(G1seeordn) €{1,...,n}* WEQL &

J1<-<UJk
Enfin, le terme sommé ne dépend pas de w € Qyx, ni de (j1,...,7%) € {1,...,n}*, et comme il y a 2* termes dans
Z et ( ) termes dans Z , on a bien
we1,k (d1s-0dk) €{L,0in "
J1<-<UJk

PUL™, ... Ly} non k-universel) < (Z) 2k(1 — 27k)d,

Remarque. Le choix d’un k-uplet de {1,...,n} vérifiant j; < --- < ji revient au choix d’une partie & k éléments de

n
{1,...,n}, ce qui explique les A termes dans la premiére somme.

Sid>n/2et k <lnn, alors

<Z> 281 — 2774 < 2nkF(1 —27%)®  (d’aprés la question 3)

1
= 2n* exp (dln (1 — 2k>)

1
< 2n! " exp (Z In (1 - 21nn)> (par hypothése sur k et d et par croissance de exp et In)

= 20" exp (—) (car In(1 4+ z) < x pour tout x > —1)

1
= 2exp <(lnn)2 - 2n21“”>
Donc
2 1 —Inn 1 2 1 —Inn
2exp | (Inn) —§n2 < — < 2nexp | (Inn) —§n2 <1
n
1

& exp <1112—|—1nn—5—(1nn)2 - 2n21“"> <1
1

@ln2+lnn+(lnn)2—§n2_1“"§0
1

@an—&—lnn—l—(lnn)Q—5exp(lnn—1nn1n2)SO
1

(:)ln2+lnn+(lnn)2—§n1_ln2SO

1
Or, par croissances compareées, lirf In2+41Inn + (Inn)? — 5nl_h‘Q = —o0 (car 1—In2 > 0), donc, au dela d’un certain
n—-+oo

rang, on aura :

1 1
In2+1Inn+ (Inn)? — 5711*1“2 <0, et donc P({L(ln), e ,L((i")} non k-universel) < <Z> 2k(1—27kF)d < —,
n

Soit v € V1 \ {0} et supposons que v a au plus k coordonnées non nulles (ji,...,5q) avec 1 < d < k.
Complétons cette famille si besoin en (j1,...,Jd,-- -, Jk)-
p 1 QO 1 wl,izl SlZg{]laa]d}
osons alors w € tel que : V4 .. . .
Ln b1 wl’i:m siie {j1,...,54}
K2

Comme V est k-universel, il existe u € V tel que pour tout ¢ € [1,k], u;, = wj,.
Mais alors

d
V) = Z u;, v, + Z s i Z . > 0 pour tout i € [1,d]),
i=1 A oo i€{j1,-.,Ja} _0
Tog,1

|UJ1

=wi,5, =

ce qui est exclu car v € V* et u € V, donc (u,v) = 0.
Par ’absurde, v a au moins k + 1 coordonnées non nulles.



25. Soit v € V1 \ {0} & coordonnées entiéres.
e Pour tout w € Q,

L™ (w) € Vect (V) = (L™ (w),v) =0,

donc
P (L{" € Vect (v)) < P((L",v) = 0).
Notons v;,,...,v;, les coordonnées non nulles de v, avec k + 1 < ¢ < n (d’aprés la question 24). Alors
PUL™ vy =0) = P (((M(") MY, (i, ) = 0)
1 > 1,410 177,C7 219y Yie
= P (M M), i) €] = 1,1])
<L oL
RRVR:
d’aprés la question 20 avec J =] — 1, 1] et pour c¢ assez grand, ce qui est le cas dés que k est assez grand.

26. en—t,>n/2<1—1,/n>1/2.

Or, lim 1-t,/n =1, donc il existe n; € N tel que, pour tout n > ny,
n—-+oo

1—t,/n>1/2n—t, >n/2.
e Pour tout n € N, pour tout j € [1,n — 1], d’aprés la formule des probabilités totales,
P (ngl € Vect (L{", .. L<”))) P (L(”)1 € Veet (L, ..., L) n ({4, ..., I} non k-universel))
+ P (L € Veet (L7, L) 0 ({LYY, .. L{"} k-universel))
<P (Lg-ﬁ_)l € Vect (Lgn), ce L;n)) N ({Lgn), ce Lgln)} non k—universel))
+P <{Lg"), e 7L(")} k—universel)

= P({L{™,...,L{"} non k-universel) P

Lg-i)l € Veet (L™, ... ,L(-n)))

({L(n) Lf;l)} non k-universel) (

+P ({Lg" Yoy Lgl" } k—universel)

1 1
<1x —+ — pour k assez grand.
n

Vk

Prenons k = [Inn]. Dés que n est assez grand, k = Inn est assez grand et k € [1,n], donc

1 1 2
P(L(.”) € Veet (L\™,..., L™ ) < +-< .
g+ (L J )= vinn n Vlnn

Par suite, pour n assez grand,

n—1 n—1

n n 2 2m—1—-(n—t,+1)+1 2t
> P(Lf e Vet (18, L)) < _AnzlomotatDHD '
JE—— et Vinn Inn Vinn

F Théoréme de Komlés

27. Pour n assez grand,

P(det M™ =0) < r (Lg.ﬁ_)l € Vect (Lgn), cee L;")> (d’aprés la question 9)

I
M

51)1 € Vect (L™, ..,Lg»")) + Z P (Lgi)l € Vect (L™, ..,L§")>

j=1 _
< Z i (d’apres les questions 12 et 26)
= \/ Inn
1 1—2n=tn 2t
o1 X T3 + T (somme géomeétrique de raison 2 # 1)
1 1 2t,




En prenant ¢, = {\/ Vin n} pour n assez grand, on a

1 1 n 2t 0
otn—1  on—1 N n—too
—_——  —— nn

=0 —0 5

donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, ll}I}_l P(det MM = 0)=0.
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