E3A2 2018 - Corrigé

Partie 1. Etude de I’équation (FE,)

1. Soit fy :x € R} = Inz — ax.
1
fa est dérivable sur R et, pour tout = >0, f,(z) = = —a.
x

(a) Sia €] — o00,0], pour tout = > 0, f.(z) > 0, donc
T 0 +00

fa(x) e

fa est continue et strictement croissante sur R’ , donc elle réalise une bijection de R’ sur R.
Or 0 € R, donc (£,) < fa(x) = 0 a une unique solution sur R’ , notée o.
fa(1) = —a > 0= fu(a), f est croissante sur R’ et 1 et a € R}, donc 1 > a, ie o €0, 1].

1 1
(b) Sia €]0,1[, pour tout x >0, fi(z) >0< - —a>0«<z < —. On a donc :
xr

a
f/f ) 0 léa 0 lir+n fa(x) = —o0 par croissances comparées.
a x + - Tr—+00
fa(1/a)
ful() y ¢ N fa(1/a) =In(1/a) =1 = —In(a) —1 >0
o o cara<1l/e=Ina < —1.

fa est continue et strictement croissante sur |0, 1/a], donc elle réalise une bijection de ]0,1/a] sur | — oo, fo(1/a)].
Or 0 €] — o0, fo(1/a)] (car fo(1/a) > 0) donc (E,) < fo(z) = 0 a une unique solution sur ]0, 1/a], notée a.
fa est continue et strictement décroissante sur |1/a,+oo[, donc elle réalise une bijection de |1/a,+oo| sur | —
0, fal1/a)].
Or 0 €] — o0, fo(1/a)[ (car fo(1/a) > 0) donc (E,) < fo(z) = 0 a une unique solution sur |1/a, +oo[, notée S.
Enfin, @ <1/a < e et,
comme f,(€) =1—ae > 0= f,(5), f est strictement décroissante sur |1/a,+oo[ et e et 8 €]1/a,+oo[, on a e < j,
ie B €le, +o0|.

(¢c) Sia= é, on a le méme tableau de variations qu’a la question précédente, avec cette fois f,(1/a) = fi,c(e) =
In(e) — 1 = 0, donc I'équation (F;,.) a une unique solution : z = e.

(d) Sia> 1, on aleméme tableau de variations qu’a la question I1b avec cette fois f,(1/a) = —In(a) — 1 < 0, donc
fa(z) < fa(1/a) <0 pour tout x > 0, donc I’équation (E,) n’a aucune solution sur R .
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Partie II. Etude d’une équation fonctionnelle

1. Suppsons ¢ constante. Alors il existe K € R tel que, pour tout z € R, p(z) = K.

Alors

(V(z,y) € R%, p(z +y) = p()p(y)) & K=K> = K=0o0u K = 1.

L’équation (R) a donc deux solutions constantes : z — 0 et  — 1.

2. ¢ Si ¢(0) = 0, alors, pour tout x € R, p(z) = ¢(z +0) = ¢(x) ¢(0) = 0.
~—~—
=0
e Si, pour tout = € R, ¢(x) = 0, alors, comme 0 € R, ¢(0) = 0.
e On a donc bien, par double-implication, 1’équivalence :

p(0)=0&<VreR, o) =0.



3. (a) e Comme ©(0) = (0 +0) = p(0)p(0), on a »(0)* = ¢(0), donc ¢(0)(¢(0) — 1) = 0, donc, comme ¢(0) # 0, on a

¢(0) = 1.
ew=p(5+3)=¢(3)¢(5) = (+(3)) =0

e Pour tout z € R,
S’il existe « € R tel que ¢(x) = 0, alors, d’aprés le calcul précédent, ¢ (g

N—

= 0, et on démontre alors facilement
par récurrence que, pour tout n € N, ¢ (2%) =0.
Comme lim ; = 0, par continuité de ¢ sur R, donc en 0, lirf © (;) =¢(0) = 1.
n n—+o00 n
2)=v.ame o (£) =
C’est exclu (par unicité de la limite), donc pour tout « € R, o(z) # 0.
On a donc bien, pour tout z € R, p(z) > 0.

(b) Soit x € R.
e Montrons par récurrence que pour tout n € N, p(nz) = (¢(z))" (HR,).
Initialisation : Pour n = 0, p(nz) = ¢(0) = 1 et (¢(z))" = (go(m))o =1,
Hérédité : Soit n € N et supposons HR,, vérifiée.
Alors ¢((n +1)z) = p(na + ) = p(nz)p(x) = (o))" p() = (p(x)" "
On a bien HR,,41.
Conclusion : D’ou, pour tout n € N, p(nz) = (¢o(z))".
e Pour tout n € N,

Or, pour tout n € N, ¢ (

donc on a bien H Ry.

1 _
donc p(—nx) = = (p(x))™".
plon) = —s = (p(a)
e On a donc bien, pour tout n € Z, (nz) = (p(z))

n

(c¢) Pour tout m € N*, 1/m € R, donc, d’aprés la question précédente appliquée & t =1/m et n=m € Z, on a :

(1) = p(m(1/m) = (¢ (;))m

(d) Soit (n,m) € Z x N*,
D’apreés la question précédente,

donc, d’aprés la question II3b avec x = 1/m, on a
n 1 1\\" N
o(@)=¢ () = (+(5)) = (2" = ey
(e) Soit z € R.

D’aprés les propriétés de la partie entiére, pour tout n € N|

5s

10"z — 1 < [10™z] < 10"z

Donc, en divisant par 10", on a
r—107" <z, <z
Comme lim x— 107" =z, on a, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim =z, = x.
n—-+o0o n——+oo
(f) g:x € R (p(1))® = exp(xIn(p(1))) est continue sur R (Rq : ¢(1) > 0).
Pour tout z € R,

o(x) = lim ¢(x,) (par continuité de ¢ en x)
n—-4oo

1 n
= lim ¢ (L 0 IJ) (par définition de x,)

n—-+o00 107
[10"
= lirf (p(1)) 10" (d’apres la question II3d avec "n = |10"z| € Z’ et m = 10" € N*)
n—-+0oo
= lim (p(1)* = lim g(wn)

=g(z) = (p(1))® (par continuité de g en x)



Partie III. Etude d’une suite de polyndmes

1 1 1
1. (a) P = ﬁX(X +1)0=Xet P, = aX(X +2)t = 5)(2 + X.

(b) Pour tout n € N*,

1
Py (0) = —0(0 + n)" 1 =0

et Po(O) =1.
2. Pour tout n € N*, P, est dérivable sur R (polynome) et, pour tout z € R,

Pl (x) = % (+n)" "+ (n—1Dz(@+n)"?) = %(w +n)"" 2 (x +n+ (n—1)z)
= ) (e 1) = ﬁ(m 1)@+ n)n?
= " _1 1)!(x + D)z +1+n—-1)"2=P, i (x+1).
3. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, “V(x,y) € R2, (z+y) Z Py (x )’ (HR,,)

Initialisation : Pour n = 0, comme Py = 1, on a, pour tout (z,%) € R?, PO( + y)=1
et Zpk YPo_r(y) = Po(x)Py(y) =1 x 1 =1, donc on a bien HR,.

Heredlte : Soit n € N et supposons HR,, vérifiée.
Alors, pour tout (z,y) € R?

z+y
Poi(z4y) — Pasa(y) = / Pl (u)du
Yy

T4y
/ P,(u+1)du (d’aprés la question ITI2 avec n + 1 € N¥)
y

I
&

S— S—

P,(t+1+y)dt (changement de variable affine u =t + y)

8

M:

Pe(t+ 1)P,_p(y)dt (d’aprées HR,,)

=
Il
o

M=

3

x
—r(y) / Pt + 1)dt> (par linéarité de 'intégrale)
0

I
M=

B
Il
=

S/ N N

Pn,k(y)/ P,éﬂ(t)dt) (d’apreés la question III2 avec k + 1 € N¥)
0

E
I
<

I
NE
NE

(P (y) [Prr1(D)]g) = D (Poi(®)(Prs1(z) — Prta (0)))

ES
Il
o
ES
Il

0

3
3

(Po_i(y)Pis1 () (Pes1(0) =0 car k +1 € N¥)

k=0
n+1
= Pj(x2)Pyy1-j(y) (en posant j =k + 1)
j=1
donc
n+1 n+1
Pos1(z +y) = Paya(y +ZP Pt i) = 3 Pi(#)Pusi_5(y).
3=0

On a bien HR,41.
Conclusion : D’ou, par récurrence,

V’FLEN,V(:E,];) €R2a Pn(:r'"'y) :Zpk(z)Pn—k(y)



Partie IV. Retour sur ’équation (F,)

1.

(a)

(b)

()

Soit © € R. Pour tout n € N* tel que n > —ux,

(z+n)" "t =n""t (1 + %)nil =n"""exp ((n —1)ln (1 + %))

— " Lexp ((n .y (2 +o (i))) — "L exp (2 + o(1))

—e®#£0
~ emnnfl
n—-+oo
n n
Formule de Stirling : n! ~ (7> 2mn.
n—-+oo e
Soit a € R et x € R* fixés.
1 _ exm 1 _ e|xle*lal™  |x|e® (e|al)™
P,(zx)a"| = —|z|(x +n)" " ta® ~ (f) ——|z|e®n" el = = .
P@)a| = mplelta ) ol o (£) o lafernn o = SEEEE D L0

|zle” (elal)™ _ |ale” 1
o TL3/2 - Vo TL3/2 :
1
Or, Z —377 converge (Riemann et 3/2 > 1), donc, d’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes
n
n>1
positifs Z [le” e|a| puis Z | P, (z)a™| convergent, donc Z P, (z)a™ converge absolument. e Si |a| > 1, alors
e

) 2 b)
ns1 V2T n>1

lim [zle” (ela])” = 400 par croissances comparées, donc Z [zle” (ela])"”
n—+oo /27 n3/2 = Vor nd/?

le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, E | P, (z)a™| diverge, donc g P, (z)a™ ne converge pas
n>1

1
e Sija] < —, alors 0 <
e

diverge grossiérement, donc, d’aprés

absolument. .
e On a donc bien établi que Z P, (z)a™ converge absolument si et seulement si |a| < —.

n>0
Posons, pour tout n € N, f,, : x — P,(z)a"
e Pour tout n € N, f,, est continue sur R (polynéme).
e Pour tout b > 0, pour tout n € N*, pour tout x € [—b, b],

@

1 1
[fa(@)] = ol |z +n"Hal" < —b(b+n)"|a]" " = Pu(b)lal",

donc | /15" < Pu(b)lal™.
Or, ZP (b)|a]™ converge d’aprés la question IV1b car |a|] < 1/e, donc, d’aprés le théoréme de comparaison
n>1

des séries a termes positifs, E Il L;"v”} converge, donc E fn converge normalement, donc uniformément, sur

n>1 n>0
[—b,b].
+oo
e Par suite, F, = Z fn est continue sur [—b, b], ceci étant valable pour tout b > 0, F, est continue sur R.
n=0
—+oo —+oo
Soit Z Uy €t Z v, deux séries absolument convergentes.
n=0 n=0

n

Alors la série de terme général Z UkVn— est absolument convergente et

(3= () ()

e I, est continue sur R d’apres IV2a.



e Pour tout (z,y) € R, comme les séries définissant Fy,(z) et F,(y) convergent absolument (d’aprés IV1b), on a :

“+oo +oo
Fo(x)Fo(y) = Z-Pn(x)an> (Z Pn(y)a‘n>
n=0 n=0
4o n
= Z Py.(2)a"P,_(y)a™* (par produit de Cauchy de deux séries absolument convergente)
n=0 k=0
+oo n
=y (a">] Pk(:c)Pnk(y)>
n=0 k=0
400
= Z P,(z+y)a" (d’aprés ITI3)
n=0
= Fo(z +y)

e F, est donc bien solution de (R) et, par suite, d’aprés la question II3f, comme F,(0) = Py(0)a’ =1 # 0,
Ve e R, Fu(r)=(F,(1))".

En reprenant les notations de la question IV2a,

e Pour tout n € N, f, est de classe C! sur R

. Z fn converge simplement sur R (d’aprés la question IV1b).
n>0

e Pour tout b > 0, pour tout n > 2, pour tout x € [—b, b],

[fa(@)] = P (z)a”] = [Poa(2 + 1)a"| = @+ 1z +1+n—1""|a|"

1
(n—1)!

< (b+ )b+ 1+n—1)"[a]"* = [a| Py (b)]a]" ",

1
(n—1)!

done || £ 155" < Ja| P (b)]al" .
Or Z Po_1(b)|a|™"" converge (d’aprés la question IV1b avec |a| < 1/e), donc, d’aprés le théoréme de comparaison
n>2
des séries & termes positifs, Z 7212 converge, donc Z f1, converge normalement, donc uniformément, sur
n>2 n>0
[—0,b].
o F, = Z fn est donc de classe C* sur [—b,b], ceci pour tout b > 0, donc Fy, est de classe C! sur R.
n>0
De plus, pour tout z € R,

“+o0 +o0o “+o0 —+o0
Fix) =Y fi@) =Y _Pia)a" =0+ Puy(x+1)a" =Y Pylr+1)a"" =aF,(z+1),
n=0 n=0 n=1 n=0

e D’apreés la question précédente, on a F.(0) = aF,(1).
e En dérivant cette fois-ci F,, & partir de I’expression obtenue & la question IV2c, on a :

Ve eR, F,(z)= (exp(x ln(Fa(l))))/ =1In(F,(1)) exp(zIn(F,(1))) = In(F, (1)) Fo(x),

donc, en appliquant en 0, on a aussi F(0) = In(F,(1))F,(0) = In(F,(1)).
e On a donc In(F,(1)) = F.(0) = aF,(1), i.e. F,(1) est solution de (E,).

—+oo
eG:a— E P, (1)a™ est une série entiére.
n=0

d’aprés 1’étude faite en IV1b, elle converge si et seulement si a € [—1/e,1/¢], donc son rayon de convergence est
1/e.

Par suite, F, est de classe C' sur |—1, 1] (et méme de classe C™).

e Pour tout n € N, P,(1) > 0.

Soit a,b € [0,1/e] avec a < b. Pour tout n > 0, a™ < b", donc P,(1)a™ < P,(1)b".

En sommant ces inégalités pour tout n € N (les deux séries convergent), on obtient :

+oo +oo
G(a) = _ Py(1)a" <Y P, (1)b" = G(b).
n=0 n=0

La fonction G est donc bien monotone (en méme croissante) sur [0, 1/e].



+oo
(b) G(0) = Fo(1) = Y Pa(1)0" = Py(1) = 1.
n=0

G(1/e) = Fl/e(l)?est solution de (£ /.). Or, (E} /) a une unique solution : e, donc G(1/e) = e.
Comme G est continue et croissante sur [0,1/e],
& ([0,1]) = [6(0), G(1/e)] = [L.el.
(c) eSia € [—1/e,0], (E,) a une unique solution, o, donc, comme G(a) = F,(1) est solution de (E,), on a G(a) = .
e Siac(0,1/e], (E,) a deux solutions : a < e et 3, > e.
Comme G(a) = Fy(1) est solution de (E,) et G(a) € [1,€], G(a) = ag.

e On a donc bien : -
Ya € {—, } , Fa(1) = ag.
e e

4. e Pour tout y > 0,

InC 1 1 1
YW =Cxexplyln(y)) =C<ylny=mnC < In(y) = 2 e () = —In(C)~ < — solution de E_,(c-
Y Y Y Y

1
e Or,1 <C <ee=0<InC) <1l/e= —In(C) € [-1/e,0], et, dans ce cas, (E_1,¢) a une unique solution :
a_mc = F_me)(1).

1
e L’¢équation y¥ = C a donc un unique solution, yg et — = F_ 1, (1) # 0, donc
Yo
Yo = (F_1ncy(1)) ™" = Fo1uc(—1) (d’apres la question IV2c)

+oo
=Y Pu(-1)(~ImC)"
n=0

+oo
=Py(-1)+ P (-1)(-nC) + ) %(—1)(71 +n)" (= O)"
n=2

+oo n—1

=1+InC+ Z(—1)"+1("_n71')(1n(,*)".
n=2 :



