E3A PC 2016 - un corrigé

PROBLEME

Partie 1.

L Veel-1,1, |[In(l+z)= Z(_l)k—lm_k

+oo

2 .
k=1
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2. On prend z = —1/2 dans la relation précédente, on obtient —In(2) = In (—) = In (1 - —) =

“+o00

k=1

3. (a)

2(1)“@ — 1n(2):+fi

k kL |
k=1

P L g W K 1, d’aprés la regle de d’Alembert
osons U = ————— = — ~ apres la regle de ember

F k(k+1) T kE+2 k—stoo P & ’

k+1
Z m a pour rayon de convergence 1 |.
k>1

1 1 1

De plus, pour tout k > 1.

kk+1) k k+1
k+1 k k+1

x x
D tout k > 1, —— =2.— — .
onc, pour tout k > D) |
Or, d’ 1 tion 1. 1 t — btient — n(l— t =
r, d’aprés la question 1. en remplacant x par —x, on obtien ; ’ x)e Zk—i—l
—+00 2t
Z—:—ln(l—x)—x.
14
(=2
En conclusion,
+oo l‘k—H 400 +o0 41
;m Z z:: :—xln(l—x)+ln(1—x)+x: (I1—z)In(l —z)+x

k=1
pour tout z €] — 1, 1|

+oo
1 1 1 1
En prenant x = 1/2 dans la relation précédente, on obtient Z m =3 In (5) + o

+oo
o 1
ainsi, g CESYG =1—-1In(2)|
k=1

-1 k—1 1
(1) est une série alternée avec | — une suite décroissante qui tend vers 0 quand k&
k
k>1 k>1

-1 k—1
k

tend vers 400, donc, |d’aprés le théoréme spécial des séries alternées, E
k>1

converge |.

k—1 k

— x

Soit n € N, z € [0, 1], E (=1 2" est une série alternée avec (—) suite décroissante qui
k>1 k k k>1

tend vers 0 quand k tend vers +oc.
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Donc, d’aprés le théoréme spécial des séries alternées,

k=n+1

car, || =z < 1.
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Partie II.

1.

(2)

(b)

(c) a

(_1)1@71 k +00 k 1,k n ( 1)k 1.k n
Posons ug(z) = T Z et S,(z) = ’ =Y ug(x)
k=1 k=1 k=1
* Donc, Vn € N*, ¥ S - sa(@) = | 5> EV T < 1 d
onc, Vn € N*, Vo € [0,1], [S(z) — Sp(x)| = Z P _n+1n—:>rooo onc, Zuk
k=n-+1 k>1
converge uniformément vers S sur [0, 1].
* De plus, pour tout k£ € N*, u; continue sur [0, 1].
—+o00 “+00 (—]_)kil
Ainsi, S est donc continue sur [0, 1], done, |In(2) = il_)Hi In(1+2) = Zuk(l) = Z k:
k=1 k=1
Soit n € N*,
Ix3x...02n—1) I1x2x3x4x...x(2n—1) x (2n) (2n)! (2n)!
an = = = =
n2ntinl n.2"tnl2 x 4 x ... x (2n) n.2rtinpl2nl | n.22ntl (nl)2

Formule de Stirling : [n! ~

n—-+o00

(ﬂ)”m.

(&

92 2n
(_n) Anm
e

~J

22nn2n9. Inm

1
Or, Z —5j converge car 3/2> 1.
n

D’aprés le critére de I'équivalent des séries a termes positifs,

™

1
" s teo n\" 2 nﬁr\j&-oo n.22n+1p2n9mn n—:/-oo Qﬁ.n?’/?
n.22ntl ((—> \/27m>
(&

n>1

E a, converge |.

™

Soit n € N, I, — I,y1 = /2 sin?(z)(1 — sin‘z))dz = /2 sin?"(x) cos?(x) dz. On fait une
0 0

intégration par parties u'(x)

= sin®*(z) cos(x), v(z) =

cos(z), u(x) =

sin®"*(z) et

2n+1
v'(z) = —sin(z). u et v sont de classe C! sur [07,T7r/2]. _
Ainsi, | I, — Iy | = {2711_‘_ 0 sin®"*!(z) cos(m)h5 — /05 2n—1+1 sin®**?(z) da) = 27{7—111 :
D’aprés la question précédente, [, 11 = %
. . 2n—1)...(5).(3).(1

D’ot1, par une récurrence immédiate, Vn € N*, [,, = ((2n)(2n)— 2)() ((4))(@)) 1.

™ ﬁ(% +1)
Or, Iy = /02 dr = g, donc, |Vn € N*, [, = kZOQn—n;§ = nma, |
Soit n € N*, pour tout z € [ [ fn(x) :Siﬁ#.
On sait que Z % est une série entieére de rayon de convergence 1 et, Z % = —In(1l —vy).

n>1

On a pour tout z( € [0, ”[ | sin?(z¢)| < 1, donc,

Z fu(xg) converge et Z Il

n>1

7o) = —In(1 — sin?(x¢)) =

n=1

—In(cos?(zg)) = —21In(cos(xg)).




(b)

T
Ainsi, | la série de fonction Z fn converge simplement vers la fonction f : [0, 5[ — R

nzl x —  —2In(cos(x))

Appliquons le théoréme d’intégration terme a terme d’une série de fonctions :

— Pour tout n € N*, f,, est continue par morceaux et intégrable sur }0, g]

T
. - . .
- E fn converge snnplement Sur vers ]0, 5} vers f qui est continue par morceaux sur [O, E [
n>1

5 | aip2n 3 ain2n I
- Z/ M dr = Z/ de = Z—n = Zﬂan d’aprés la question I1.2.b),
n>1v0 n n>1+0 n n>1 n n>1
5 | ain2n I
or, Z a, converge d’aprés I1.1.(c). Ainsi, Z/ sin™(2) dr = Z LR Z Ta, converge.
n>1 n>1 0 n n>1 n n>1

. . . . . m
D’aprés le théoréme d’intégration terme a terme d’une série de fonctions, | f est intégrable sur [0, 5 [

et,

= 1[5 1 [ 1 [% —92 3
;an: ;/0 ;fn(x) dz = ;/0 f(z)dz = ;/o —2In(cos(z))dx = = In(cos(z)) dz |

4. On pose [ = /2 In(cos(z))dz et J = /2 In(sin(z)) dz.

()

(b)

+o0o us
5. D’aprés les questions 3.(b) et 4.(b), Zan =z /2 In(cos(x))dz = —g.l = 7T—ln(2) :
n=1 0

0 0
Nous avons montré dans la question précédente que I converge.

On part de I et on pose x = § —h avec h — 7 — h de classe C! est bijective de }O, %} sur [O, g[
et dr = —dh.

0
Ainsi, | J converge et, [ :/

s
2

In (cos (g - h)) (—dh) = /0 In(sin(z)) dz = J.

[+J = / : In(cos(z)) dz + / : In(sin(z)) dz = / " In(sin(z) cos(z)) da = / “In (% sin(2x)> do

0 0 0 0
- /2 ~In(2) + (sin(2z)) da = —gln(Z) +/2 In(sin(2z)) do
0 0
On pose u=2r <= = =%, v+ £ est de classe C' et bijective de }O, 5 [ sur |0, 7| et dz = %.
1" 1 [2 1 (7
Ainsi, [+J = —g ln(2)—|—§/ In(sin(u)) du = —%111(2)4—5 /2 In(sin(u)) du—0—§/ In(sin(u)) du.
0 0 z

On pose u = 7 + v dans la derniere intégrale avec v — 7 + v de classe C! et bijective de

(5. sur [0,5]-

T 1 1 [2 T T 1 1 [2
Ainsi, [+J = ——=In(2)+=-J4+= In{sin{=4+v))dv=—=In(2)+=J+= In(cos(v)) dv
4t 2 (>+2 +2 0 ( <2+ )) 2 <)+2 +2 0 (cos(v))

<
T 1 1 T
I—I—J:—§1n(2)+§(J+I) <= §(I+J):—§ln(2).
T

En conclusion, | I = J = —5111(2) car I = J.

z 2

2




Partie III.

1. (a)

+oo
1 1 1 1 1 1
E 2—converge et, 5 = gyl Ezﬁ'l—% =5 |

i>1 1= n+1 7=0

1 o
PourtoutkEN*,?:; Z2Z—Uk 1— Ul

i=k+1
+00 1 +o0 1
Pour tout n € N, R, = Z ToF Z E(Uk,l — Uy).
k=n+1 k=n+1
1 U,
D’aprés 1.2., Z ok = Z ?k converge.
k>1 k>1
= Uy XU
Ainsi, R, = L _ -k | = k —1 dans 1 i¢ btient
insi, Z Z = on pose J ans la premiére somme, on obtien
k=n+1 k=n+1
+o00 Uk 1
— = —_ = tk=7d 1 ié
- 1 s 2 n + 1 + Z (k‘ 1 k:) en posan 7 dans la premiére

somime.

Ce nous donne | R,, =

U ¥ U
1 k:n+1k(k+1)

U, 1 1
Lorsque k tend vers +o0, P= =o0 (—) <= Ve >0, dng € N tel que

k(k+1) k(k + 1)2k k.2k
VEk > Nno, 0< (k’—i-l) <e ﬁ
Ainsi, étant donné que les séries convergent d’aprés la partie 1., en sommant les inégalités,
+oo
1
our kK > n avec n > ng, 0 — =R,.
g - ' - k;lk k+1 kglk'Qk
Ceci nous permet d’en conclure que :
+oo
Uy
= o(R,)

Nt k(k+1)

D’aprés les deux questions précédente,
+oo
k:zn;l k‘(k‘—i—l) n+1 ( ) n+1 ( )n%Jroo
U, 1
Ainsi, |R, ~ — ~ )
n—+oco0 N n—+oo N.2"

n—1
Soit n € N* soit ¢ € [0, 1], donc, Z(—l)ktk est la somme des n premiers termes d’une suite

k=0
géométrique de raison —t # 1, et,

— 1— (=)™ 1 n
(1) = = -
= 1+1¢ 1+1¢ 1+

On intégre des fonctions continues par morceaux sur [0, 1] et on obtient par linéarité de I'inté-
grale :

1 n 1 n—1 tk_H 1 n—1 (_1)k: 1 1 1 mn
/ etk dt = (1) = [ —dt— (—1)”/ dt
0 k+1], E+1  Jy 1+t o 1+t

k=0 k=0




S — “+oo _ “+o0o (_1)]71 1 tn
it, t 7 =k+1, =1In(2)—(—1)" dt
oit, en posant j = k-+ Z Z Z I n(2)—(-1) /0 T+ 1
7j=1 7j=1 | z:n—o—l B
21;,(2) :‘gn
L
<~ |VneN', S, = (—1)"/ dt|.
o 1+t

(c) On fait une intégration par parties en posant u(t) = lit, V'(t) = t", u’(t) = (IH)Q et v(t) = '::

avec u et v de classe C' sur [0,1]. Or, u(0)v(0) =0 et u(1)v(1) =

—1)» —1)" 1 e
Ainsi, |Vn e N*, S, = (=1) (=1) / dt |
2n+1)  n+1 )y (1+1)?
_1 n _1 n 1 tn+1 1 tn+2 91 1
(d) NousavonsQ . b ,et,Og/ —dtg/t”“dt: =
2(n+1) ns+oo 2n o (L+1)2 0 n+2], n+2nsteo
0.
—1)" 1 tn—i—l —1)" —1)" —1)"
Don, Y / dt=o (T Zo (5D pinsi|s, ~ U
n+1Jo (1+1)?2 n+1 n n—+too 21

1
kroo 24/Tk3/2
—1|<e &= 1-e<2qmk*? <1 +e.

3. (a) Nous avons montré en II.1.(c) que ay,

Or, 7k*/? > 0, donc,

1
2/k?

(1—e)

3<ak<

Wt <(1+¢)

< L

(b) Pour tout entier ¥ > 2, on a V¢ € [k — 1, k], L% <

t

3
2

, en intégrant sur [k —

1, k], on obtient

L _ /’“ dt
ks~ Jroit2
k+1 dt 1
De méme, Vt € [k, k + 1], & < %, en intégrant sur [k, k + 1], on obtient / - < —.
t2 k2 kootz o k2
Mlar 1 Fodt
En conclusion, |Vk > 2, ,/ - < =5 < / —
ko tz k2 k—112
(c) D’apres les deux questions précédentes, Vk > N, quitte a supposer € < 1,
a /’“+1dt 19 ca< (1t 1 <4 >1 bodt
—e) <(l1-—¢ <a < € :
27 3 2\/Tk? 2Tk — 2V Jpoa t2

too dqt

Etant donné que Z a, converge et que /1 PTG

converge, alors, pour tout n > N, en sommant

les inégalités pour k& compris entre n + 1 et 400, on obtient :

+oo k+1 dt +o0 dt
(1—¢) / < ar < (1+¢) /
2\/_k =n+1 % k=n+1 \/_ Z klt%
1 e dt oo dt
= 1—¢ <T,<(1+4¢) /
( >2\/_ np1 t2 T 2\/_ 5
oo dt too too 2 2
(d) On a / = = / t3dt = [_Qt—%] == ==
n tE n n n§ \/ﬁ
Ainsi, avec la question précédente, Ve’:‘ > 0 dN € N, tel que Vn > N,
1
1l—¢e)—— <T,<(1l+e — (1l—-¢)—————<T,<(1+¢ )
( )2\/7?\/71+1 ( )2\/_f S m(n +1) ( >\/7m



1 1
Etant donné que —— ~

m(n+ 1) n=too /TN

, on en conclut que :

T, ~

n—-4o00

3
S

4. En procédant comme en III.1. et en partant de Vk € N*, 2% = Ui_1 — Uy, on obtient :

V., = . M—SL— f Len osant 1 = k — 1 dans la premiére
"T L RETD) &G+ e k) P P

somme, car les séries convergent toutes d’apres la partie 1.

U, = U 11 U, < 20
i SN B S
(n+2)(n+1) e k+H1\E+2 Kk (n+2)(n+1) Rt k(k+1)(k+ 2)

k—
En procédant comme en II1.1.c), on montre que Z 20
P s T kDR T2)

. U, o Un !
A1n51, V., + O(Vn) = (n I 2>(n n 1)7 d ou, Va n—::-oo F n—;\-:-oo n2om |

—+00

= o(V}).

5. Nous avons trouvé les équivalents suivants des restes des quatre séries convergentes :

1 1 —1)" 1
~ Sl o L

Y — ~Y —
n—+too N2"" " notoo m2207 " noteo 2n n—+oo /TN

oo ) o () 2 (]

1
Ainsi, |la série Z m est celle qui converge le plus rapidement | et,

la série E ay qui converge le moins rapidement |.
k>1




