Corrigé du sujet E3A 2019: Math 1

FExercice 1.

1
1 . La série g — est convergente si et seulement si o > 1.
[e%
n>1
2 . Soit n € IN*.
1
2.1. o Soit pe IN*, spy1 — s = ———— > 0.
P PP g 4p

‘Donc la suite (sp)pen~ est croissante.

1
¢ Or la série Z — est une série a termes positifs divergente. Donc lim Z 7=

——
k>1 P =
n+p "

Or s, = E E —. Donc lim S, = +oo0.
k= 1 = k prtee

‘Ainsi la suite (sp)p>1 diverge. ‘

2.2. Par définition comme lim s, = +o0,
p—+oo

VA >0, Ipg € IN, Vp = pg, 5, = A
En particulier pour un réel A > 1, 3pg € IV, Vp = pg, sp = A > 1.

P
1 1 1
Ainsi il existe au moins un entier naturel p tel que 'on ait : Z

k=0

n—l—k::nJrn—i—l

1
+oot——>1

n+p

3 . Par définition de la suite (py)nen, ¥n € IN*, p, € IN. Donc ¥n € IN*, a, > n.
Or lim n = 4oo.

n—-+o0o
Donc lim a, = +oo.
n—+oo
4.0R vke[ln—1], —— <1
. emarquons que n— _—< .
q q b b n+k n
i | n—1
D t ces inégalités,  —— <
onc en sommant ces inégalités Zl o -
1
En additionnant — a cette inégalité
n
w1 n-1 1
Z A + -
k:0n+ n n
[t 1 1 1
D = — < 1.
Onc;)n—i—kz nJrn—l—ljL +2n—1
o
k:0n+k —n 2n—1 k:nn—i—kz
n—2 n—2
1 1
D I R
kOnJrk m—1 k:03n—271€

n—2

- Z(n—i—kz

k=0

1 " 1
3n—2—k 2n —1




1 1 4
Or Y(a,b) € (N*)?, a #f " + 7> F, car (a4+ b)? — 4ab = (a — b)?
Donc Vk € [0,n — 1 .
one vk € [0.m =1l S e Tk T 2
n—2
1 1 2(n — 1)
Ainsi .
lnSII;(n+k +3n2k> T
2n—2
1 2(n — 1) 1
D .
D e R
k=0
2n—2 1
Final t
inalemen Z: ——
5 . D’apres la définition de p,, et les inégalités précédentes, n — 1 < p, < 2n — 2.
DoncVne N*, 2n—1<a, <3n—2
1 2
Alors en divisant par n (n > 0), 2 — — < up, <3 — —.
n n
Or la suite (up)nen- converge. ‘ Donc par passage a la limite 2 < ¢ < 3.
6 . Soitn > 0.
Pn 1 Pn—1 1
Par définition de py, 1 <Zn+k et Y —5 <!
k=0 k=0
1
1
D 1< — et < 1.
one z e z :
1 1 1
Ainsi 1 < = + +ob— <14 —.
n n+1 an an
7 . Soit n un entier non nul.

¢ Soit k un entier non nul.

La fonction ¢t — n est décroissante sur [k, k + 1].

1 k+l g 1
D Vielkk+1 < —dt < —.
one V¢ € [k k+1), 573 / ¢ k
Donc en sommant sur k£ de n a a,, — 1,
an—1 an—1
< 1 an o dt — 1
Ou encore
S <[ ¥<Es
k
k= n+1
o Or d’apres la question précédente, 1 < azn l Donc 1 — l < S 1
p q p , L " A
k=n k=n+1
an—l
Etzk 1+— Donczk
L ¢ wodt RSl
Aj R < - <1
insi Vn € IN - Z / v
k= n+1 k=n
an - dt an
8 . ¢ Remarquons que - = In(a,) —In(n) =In (—) = In(uy,)
n n

1
Ainsi d’apres les questions précédentes, 1 — — < In(u,) < 1.
n

1
lim 1-——
n—-+o0o n

S 1.

Donc par encadrement, la suite (In(u,)) e converge et lim In(u,) = 1.

n—-+oo

Par continuité de la fonction exp en 1,

(Un)nen~ converge vers e. ‘




FExercice 2.

1 . o Supposons qu’il existe un réel a tel que @, soit un endomorphisme de Rg,[X].

1
Alors ®,(X*") € Ry, [X]. Or &,(X>") = (Z - X2) 2n X2 e X2 = (a—2n)X2”+1+gX2"_1.

Donc a = 2n.

o Si a = 2n, alors montrons que ®,, est un endomorphisme de Ra, [X].
Soient P et @ deux éléments de Ra,[X] et A et pu deux réels.

80P +1Q) = (] = X2) P+ 1Q) + 20X (NP + 4Q) = \04(P) + 124(Q).

2n
Et il existe des réels ¢g,c1,- -, cap tels que P(X) = Z cXF.
k=0
1 2n 2n 2n 1 2n 2n
Donc ®,(P) = <Z - X2> > kX 4omX D Xt =" chkxkflfz ek X 420 e XH
k=1 k=0 k=1 k=1 k=0
2n 1 2n 2n 1 2n—1
Ainsi ®,(P) = ]; chkxk* + ; cr(2n — k) XFH = ; chkxk* + ; cr(2n — k)X FHL

Donc ®,(P) € Ry, [X].
Ainsi @, est un endomorphisme de Ra,[X].

‘Ainsi ®,, est un endomorphisme de Ry, [X] si et seulement si a = 2n. ‘

2 . Soit A€ [—mn,n].

a B
1 1
o Soit a et B deux éléments de IV tel que P = (X + 5) (X - 5) vérifie @9, (P) = AP.

Or &9, (P) = GXQ) (a (X %) +ﬂ<X+%) <X+%>al <X%)ﬁ1+2nX <X+%>a (X =
- ! n ) .

ou encore ((2naﬂ)X+ %(aﬂ%)) <X+ %)a (X l)ﬁ =0.

2
1
Donc(2n—a—ﬁ)X—i—§(a—ﬁ—2)\):0. Ainsia+B8=2necta— B =2\ Alorsa=n+ X et
B=n—A\
1\ N\ a-3 1\ 1
© Réciproquement si @ = n+A\ et § = n—A\, alors @4, (X—|—§) (X_Q) =3 (X+§) (X—§
1\* 1\’

AinsiP<X+§> <X§> vérifie o, (P) = AP si et seulement sia=n+ Aet =n— A

3 . D’apres la question précédente, pour tout entier A de [ — m,n] il existe un polynéme non nul P =

o 3
1 1
(X +5) (X~ 5) tel que o, (P) = AP.

Donc A est une valeur propre de ®5,,.

Ainsi ®q,, est un endomorphisme de 'espace vectoriel Rg,[X] de dimension 2n + 1 admettant 2n + 1
valeurs propres deux a deux distinctes.

Donc les sous espaces de ®5,, sont des espaces vectoriels de dimension 1.

n+A n—>\
Ainsi Sp(®ay,) = [ — n,n] et VA € [ — n,n], Ex(P2,,) = Vect <(X + 5) (X - %) )

4 . Notons A la matrice de ®,,.
Nk
Rappelons que @, (1) = 2nX, Vk € [1,2n—1], @2, (X"*) = ZX’“*H(%%)X’““ et Py, (X2") = gx%*l.
Donc les coefficients diagonaux de A sont nuls et Sp(A) = Sp(Pap) = [ — n,n].



4

Comme tout vecteur non nul de .#5,,11,1(IR) est un vecteur propre de Iz, les valeurs propres de A+nlapy1
sont les entiers A +n ou A est une valeurs propres de A.
Les coefficients diagonaux de B = A + nls, 11 sont tous égaux a n.

5 . Remarquons que les valeurs propres de la matrice B? sont les entiers 0,1,4,9, - -, 4n>.
q q p p ) ) ) ) )

Ainsi B est une matrice de .#5,+1(IR) dont tous les coefficients
diagonaux sont égaux & n et dont le spectre est [0, 2n].

2

Or B? est la matrice de ’endomorphisme (¢o, + n1d)%.

Ainsi 'endomorphisme de E, ¥ = (¢2, + nId)? admet
0,1,4,9,---,4n* comme valeurs propres.

FExercice 3.

1.1.1.

1.2.

2.2,

o Soient u et v deux éléments de & tels que ®(u) = P(v).
Alors (ug,u1,u2) = (vo,v1,v2).
Supposons qu’il existe un entier n tel que (U, Unt1, Unt2) = (Vn, Vnt1, Unt2).
Comme u et v sont des éléments de &, alors u,+3 = Uy, €t V13 = vy,.
Or par hypothese de récurrence, u,, = v,. Donc w43 = vp43.
Ainsi (Un41, Unt2, Unt3) = (Vng1, Vng2, Unts)-
Donc par récurrence, pour tout entier n, (Un, Un+1, Un+2) = (VUn, Unt1, Unt2)-
En particulier Vn € IN, u,, = v,,.
Donc @ est injective.
o Soit (a,b,c) € R
Considérons la suite u définie par Vn € IN, us, = a, usp+1 = b et ugpr2 = c.
w est un élément de & et ®(u) = (a, b, ¢).
Donc @ est surjective.

‘ Donc @ est bijective. ‘

o Soient u et v deux éléments de & et A et p deux réels.
Alors ®(Au 4 pv) = (Aug + pvg, Aug + por, Aug + pvg) = A®(u) + pd(v).
Donc @ est une application linéaire.

o ® est une application linéaire bijective de & vers IR>.
Donc les espaces vectoriels & et IR? ont méme dimension.

Ainsi dim & = 3.

. Comme ® est un isomorphisme de & vers IR?, 'image réciproque par ® d’une base de IR est une

base de &.

‘ Donc Z = (£1,¢€2,3) est une base de &.

Comme ® (1) = ((e1)o, (e1)1, (61)2) et que ®(e1) = (1,0,0).
Donc (g1)o =1, (e1)1 =0 et (g1)2 = 0.

Ore; € &. Donc Vn € IN, (51)3n =1, (81)3n+1 = (51)3n+2 =0.
De méme Vn € IN, (52)3n =0, (82)3n+1 =1let (52)3n+2 = 0.
Et Vn e IN, (83)3n =0, (83)3n+1 =0et (83)3n+2 =1.
Réciproquement les suites ainsi définies conviennent.

Donc €1 est la suite dont les termes d’indice multiple de 3 sont

égaux a 1 et les autres nuls, e la suite dont les termes d’indice

égal 1 modulo 3 sont égaux a 1 et les autres nuls et enfin €3 la

suite dont les termes d’indice égal 2 modulo 3 sont égaux a 1 et
les autres nuls




3.

5

o Y(u,v) € &2, (uv) € R.
o Y(u,v) € &2 (ulv) = (v|u).

o Y(u,v,w) € &, Y(a, B) € R?.
2

2 3
((qu+ Bw)v) = Z(aui + Bw)v; = « Zuivi + BZwivi = a(ulv) + B(w]v).
i=0 i=0 i=0
Et par symétrie (u,v) — (u|v) est bilinéaire.

2
o Yu € é, (u|u)=2uf > 0.
=0

2
o Soit u un vecteur de & tel que (u|u) = 0. Alors Zuf = 0. Donc Vi € [0,2],u; = 0.
=0
Ou encore ®(u) = 0. Or P est bijective, donc u = 0.

‘ Ainsi (u,v) — (ulv) définit un produit scalaire sur &. ‘

. D’apres la question 2, la famille & est une base de &.

Remarquons que (g1]e1) =1 x 14+ 0x0+0x 0=1. De méme (e3]e3) =1 et (e3lez) = 1.
Et (e1]e2) =1 x04+0x14+0x0=0. De méme (e1]e3) =1 et (e2]e3) = 0.

| Ainsi A est une base orthonormée de £. |

.5.1. o Soient u et v deux éléments de & et « et B deux réels.

Alors d(au + Bv) est la suite w définie par Vn € IN, w, = Q41 + Bont1.
Donc d(au + Bv) = ad(u) + Bd(v).
Ainsi d est une application linéaire.
¢ Soit w un élément de &.
Notons & nouveau w la suite d(u).
Alors Vn € IN, wp4+3 = Uptq = Upy1 = Wy. Donc w € &.

‘ Finalement d est un endomorphisme de &.

5.2. d(e1) = €3, d(e2) = &1 et d(e3) = €.

01 0
Donc la matrice de d dans la base Best D= (0 0 1
1 00
1 1 1
5.3. Remarquons que D [ 1| = | 1] et [ 1| # 0. Donc 1 est une valeur propre de D.
1 1 1
X -1 0 X-1 -1 0 1 -1 0
xp(X)=]0 X -1 = X-1 X —-1lj=X-1)11 X -1|.
1 0 X |EOretSix 1 0 X 1 0
En soustrayant la premiere ligne aux suivantes:
1 -1 0
xp(X)=X-1)|0 X+1 -1 = = (X -D((X+)X+1) = (X -D(XP+ X +1).
0 1 X | 7 AT5 premisre colonne.
2im dim

D admet une unique valeur propre réelle 1 et 3 valeurs propres complexes 1, ¢ 3 , e 3 .
Alors D est diagonalisable dans C mais pas dans IR.

Donc d n’est pas diagonalisable.




5.4. Les invariants par d sont les vecteurs z tels que d(z) = z c’est a dire les éléments de Ker(d — id).
Comme 1 est une racine de multiplicité 1 du polyndme caractéristique de D, Ker(D — I3) est un
espace vectoriel de dimension 1.

1 1
Or | 1] est un élément non nul de Ker(D — I3). Donc Ker(D — I3) = Vect(|1]) ou encore
1 1
Ker(d — id) = Vect(e1 + €2 + €3).

Ainsi 'ensemble 2 des vecteurs invariants par d est
ker(d — id) = Vect(e1 + €2 + €3), ¢’est-a-dire que 'ensemble 7
des vecteurs invariants par d est I’ensemble des suites constantes.

5.5. ¢ Soit u un élément dg &.
Alors ||d(u)|® = Zu% Or uz = ug.
n=1

2
2 2
Ja(w)]* = 3 w2 = [l
n=0

| Donc d est une isométrie de &.

© Soit u un élément de &.
Posons w = d(u), a = d(w) = d*(u) et B = d(a) = d*(u).
Alors Vn € IN, wy, = Upy1, €t @ = Wpt1 = Upt2 6 B = Qpg1 = Upys.
Or u est un élément de &. Donc Vn € IN, B, = un,.
Ainsi d®(u) = u.
‘ Finalement d* = Id.

5.6. Soit u un élément de H. Notons w = d(u)

(d(u)|€1+€2+€3) = w0+w1+w3 car€1+€2+€3:(1,1,1,1,~~~)
= Up+uz+us par définition de w
= ug+ui+us caru € &

= (uler +e2+e3)
= 0 caruEDJ‘et€1+€2+€3€D

Or &1 + &3 + £3 engendre 2. Donc d(u) € D' c'est-a-dire d(u) € H.

Ainsi H est stable par d.

5.7. Notons d Pendomorphisme d induit par d & H.
d est aussi une isométrie.

1L
La matrice de d dans une base adaptée a la décomposition Z & H de & est de la forme
1 09
0 Do
ot Dy est une matrice de .#>(IR).

Donc det(d) = det(D2) = det(d). Or det(d) = 1 (opposé du coefficient constant du polynéme
caractéristique). Donc det(d) = 1. d est alors une rotation.

1
La matrice de d dans une base adaptée & la décomposition Z & H de & est de la forme

1 0 0
0 cos(f) —sin(0)
0 sin(f) cos(f)

ou 6 est un réel de [0, 27].
D’aprés la question 52, tr(d) = 0.

1
Or deux matrices semblables ont méme trace. Donc 1+ 2 cos(f) = 0, ou encore cos(f) = —5
2m 4n
Alors § = — ou = —.
ors 3 ou 3



‘ Donc d est une rotation d’axe Vect(e1 + €2 + €3) et d’angle 6.

FExercice 4.

+oo g
) z
1 . Question de cours 1 : Pour tout z dans C, exp(z) = E i
= n!
400 n
Le rayon de convergence de la série entiere g — est infini.
n!
n=0

2 . Question de cours 2 : Soit M et N deux matrices de .#;(IR) semblables. Alors il existe une matrice
Q inversible telle que M = QNQ 1.
Montrons par récurrence sur p que MP = QNPQ L.

o Sip=0,alors M" = I, = QN°Q L.

o Soit p un entier naturel. Supposons que MP = QNPQ 1.
M™M= MPM = QNPQ™'M = QNPQT'QNQ ™' = QNPTIQ .
o Ainsi par le principe de récurrence, Vp € IN, QNPQ~!.

‘ Donc si M et N sont semblables, M? et N? sont semblables.

3 .3.1. Soit z un élément de C.
)N (i2)" NS (i)
exp(iz) = Z p et exp(—iz) = Z .

! n!
n=0 n=0

X (i2)" — (—iz)"
§S ()" = (i)

Par linéarité exp(iz) — exp(—iz) = '
n!

n=0
Or si n est pair c’est-a-dire qu'il existe un entier k tel que n = 2k

(i2)" — (=iz)" = (~1)F — (-1)})=% =0
si n est impair c’est-a-dire qu’il existe un entier k tel que n = 2k + 1
(i2)" — (—iz)" = ((=1)% + (=1)F)iz? T = 2i(—1)kF22FH1
Alors dans la somme de série précédente tous les termes pairs sont nuls, donc

)b, 2k+1
exp(iz) — exp(— Z 22 2k: Yy

“+oo
- (D" o1
Ainsi Vz € C, s(z) = Z L pntl
o (2n+1)!

+
3.2. Comme précédemment par linéarité, exp(iz) + exp(— Z

fzz)

Or si n est pair c’est-a-dire qu’il existe un entier k tel que n = 2k
(i2)" — (=i2)" = ((=1)F + (=1)F)22F = 2(—1)k22FH1
si n est impair c’est-a-dire qu’il existe un entier k tel que n = 2k + 1
(i2)" — (—iz)" = ((-1)* — (=1)F)iz***T =0
Alors dans la somme de série précédente tous les termes impairs sont nuls, donc

k 2k
exp(iz) + exp(—iz) Z 22—



D",
Ainsi Vz € C, ¢(z) = 7;0 @n). 27"
. Pour tout entier n, A" = 'y "Is.
( 1)n 2n+1 _ - (_1)n 2n+1
Donc pour tout entier m, Z mA = ,;) mv Is.
Or i (_i'y%“ admet une limite quand m tend vers +oo et elle vaut s(7).
= (2n + 1)!
(D" o~ (D"
D 1 — AL - 1 I A I P Is.
onc mililmnzo 2n+ 1) mililm; @2n + 1)!7 2 =s(v)12
‘ Ainsi p(A) = s(y)Ia.

. On suppose que A posséde deux valeurs propres distinctes a et f.

5.1. Comme A est une matrice de .#5(IR) et que A admet deux valeurs propres distinctes, alors A est
diagonalisable.

Donc il existe une matrice P € GLy(C) telle que :

B = (‘8‘ 2) — P7lAP.

5.2. ¢ Comme B est diagonale, pour tout entier n, B" = <OE) ﬁon)
(D"
) 2 0
(1" onis Z (2n+1)!
Et pour tout entier m, Z BT = n=0 m n
(2n +1)! 0 Z (-1 g2n+1
o (

m (_
Or n;) 2n+1)!

m

" 2n+1 -1
e etnz(; +)1)

elles valent respectivement s(a) et s(3). Donc ¢(B) existe.

Et lim

m—>+oo

o L’application M — PM P!
finie %2 (B

Ainsi  lim P(

m——+o0

m

Orp(nz:%(znﬂ)!

Donc ml_ig_loo P(; (

Et lim

m——+o0o
n

m

(=n"

2n + 1)!

m lim a?ntl 0
(—1)" Bt _ m—+o0 £ Z “ (2n+ 1)!
— (2n+1)! 0 b S D"
m—+o00 (2n + 1!
0

Ainsi ¢(B) = <S(g‘> )

s(B)

). Donc l'application M — PM P~ est continue.

= (71) 2n+1 1 = (71)7Z
Lot PP
(D" oty po1 N~ (D" ppnp1 g (D"
p¥hp _;WPB P ;mA
2( le)1> BQn-l—l)P— (,D(A)
. (71)’” 2n+1 __
— (2n+ 1)!B T=e(B)

BQnJrl)Pfl .

2n+1

Ainsi p(A) = P (S(O‘)

21 admettent une limite quand m tend vers +o00 et

est une application linéaire sur ’espace vectoriel normé de dimension



6 . On suppose que les valeurs propres de A sont égales: 5 = a.

6.1. o est une valeur propre de A. Donc il existe un vecteur e; de IR? vecteur propre de A. Alors
u(er) = aeq
Notons e un vecteur de IR? tel que (e1, ez) forme une base de R%. (Un tel vecteur existe d’apres le
théoréme de la base incomplete).
Alors il existe deux complexes = et y tels que u(es) = ye; + xes.

Alors A est semblable & une matrice triangulaire supérieure de la forme (g ch) dont les coefficients

diagonaux sont exactement les valeurs propres de A, c’est-a-dire «, donc =z = a.

Ainsi il existe un complexe y et une matrice @) inversible tels que

a y\ -
<0 a>Q1AQ'

n n—1
, o na
6.2. Montrons par récurrence sur n que C"™ = ( " y)

n n—1
o Sin=0,C"=1et <06 ”O‘an y) =1

. . . " oot
© Soit n un entier fixé. Supposons que C" = CE) " on y

n n—1 n+1 n n
ntl _ em_ (@ Y\ (" na"Ty _ [« na"y +a"y
cr =0t = (Oa ) (0 a” ) o ( 0 antt )

. . , . " a" na"ly
¢ Finalement par le principe de récurrence, pour tout entier n, C" = n

0 «
6.3. Par la continuité de M s QMQ™L, p(A) = Q( lim i (*71)”'02”“)@*1.
m——+o0 ot (277, —|— 1)
~ (D" s = (=D 2
m(qyn 2 et i 2 g it De’y
Or Z ( ) CQn-‘,—l _ n=0 n=0 m
— (2n+1)! 0 Z (=" Q2+l
= (2n + 1)!
(=" 2 (D"
Remarquons que Z ————(2n+ 1)a"y = Z ay.
o (2n+1)! o (2n)!
Donc lim ﬂ@n + 1"y = c(a)y.
m——+oo — (2n + 1)'

7 . Soit A une matrice de .#>(C).
A admet alors au moins une valeur propre complexe et au plus deux.
Ainsi soit Sp(A) = {a} soit Sp(A) = {«, }.
Le premier cas vient d’étre traité a la question 77 et le deuxieéme a la question 5.

‘ Ainsi p(A) existe pour toute matrice A de .#5(C). ‘

8 . Supposons qu’il existe une matrice X telle que ¢(X) = (1) 20119).
1 2019

0 1 ) est semblable uniquement a une matrice de la forme

Parmi les expressions obtenues de ¢(A), (

(S((?) y;((sé))

), donc X admet une seule valeur propre « et s(a) = 1. Et il existe un complexe y tel que



2

(5 ferntio) - exp(m>>>2 + (5 feantia) + exp(-ia) )

(exp(2ic) + exp(—2ic) + 2)

|

1
= 7 (exp(2ic) + exp(—2icr) — 2) +
=1

Donc (o) = 0. Alors I'égalité ye(a) = 2019 n’est pas vérifiée.

Ainsi il n’existe pas de matrice X de .#5(C) telle que

H(X) = <(1) 20119>.

10



