e3a 2016 - PC math 1- Corrigé succint

Avertissement :
Il s’agit d’'un corrigé succint, non destiné a étre donné tel quel aux éléves. En particulier les questions de cours ne sont
pas démontrées et certains raisonnements mériteraient une rédaction plus précise.

1

A.
1.

2.

Exercice 1

Il s’agit de 'inégalité de Schwarz .: cf cours.

Cas d’égalité dans I'inégalité de Schwarz(cf cours). [{uy, u2)| = Il uy ||l uz || si et seulement si (1, up) est un sys-
teme lié.

3. Comme B = G(uj,up), a =<uy,u1) =20, d="C(ux,up) 20, b =uy,up) = {uyp,uy) = c et d'apres 'inégalité de

C.
6.

Schwarz (A), b? < || uy ||| u2 1?2 = ad d’ot1 det(B) = ad — bc = 0.

Réciproquement si a = 0,d = 0,det(B) = 0 et b = ¢ . On considere une base orthonormée (e, ;) de E.

Soita =+aetu; =ae;. Ona{uy,u;) =a.

e Sia>0, a>0.0n cherche u, souslaforme uy = xe; + ye,, (x,y) € R2.
?+y*=d { x=2
—

a

B =G(u, up) <= {

_ 2 _ ad-b* _ ad-b
ax=>b yr =T =
Comme det(B) = ad — bc = 0, ce systeme admet des solutions.Par exemple B = G(u;, u») avec u; = ae; et
Up = gel + _de;t(B) €.

e Sia=0,u; =0g
det(B) = —b? =0 donc b=0.0n a alors B = G(0g, Vdey).

Dans tous les cas B vérifie la propriété G.

aP? bP

Si B vérifie la propriété G. Soit p € N* et M = B®P = ( WP P

)carb:c.

Commea=0etd=0,a”=0etdP =0.
D’autre part det(B) = 0 donc ad = b = 0 et par croissance de ¢ — t” sur R*, (ad)? = b* donc det(M) = 0.
On déduit de la question 4 que M vérifie la propriété G.

La réciproque étant claire, on en déduit que B vérifie la propriété G si et seulement si pour tout p € N*, B®?
vérifie la propriété G.

On suppose que C = G(u1, up, us).
@ llul> =1, luzll®> = a et {uy,up)? = 1. D’apres l'inégalité de Schwarz, 1 < a. De méme |uz|> = 1 et
(uy,u3y? = b*> d'our b® < a.
) llurll=llusll =1 et{uy, us) =0donc (u;, uz) est orthonormale.
(¢) (u;,u3) est une base orthonormée de P = Vect(u;, u3) donc v = {uy, up) uy + {us, uz) uz = u; + bus.
(d) Ona{vy,u) = us,us) +blus,up) =1+b%et| v2]|® =1+ b? car (11, u3) est orthonormale.
D’apres'inégalité de Schwarz, (v», )2 < || v2 12 | uz |12 soit (1+b2)% < a(1+b?) d'ou 1+ b% < acar 1+ b? > 0.
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7.

D.

8.

10.

(e) Comme (uy, us) estlibre, si (17, Uy, u3) estlié, uy € Vect(ug, uz) d’'olt up = v, et (uy, v2) est lié.
Réciproquement si (up, v2) est lié, up € Vect(uy, us) et (uy, Uy, us) estlié.
Finalement, (u1, Uz, us) estlié si et seulement si (u», v») estlié ce qui équivaut a (1+ P2 =a(l+b? d’apres
le cas d’égalité dans 'inégalité de Schwarz (A.2)
On en déduit que le systéme est libre si et seulement si @ > 1 + b

On suppose a =1+ b?.

(a) Soit (x,y,2) € R3etu= xe1 + yex + zes.

{ (u,e;)=1 @{ x=1
(u,es)=>b z=b

Lensemble cherché est {e; + ye, + bes , y € R}.

(b) SoityeRetu=e;+ yes+ bes.

1 1 0
G(ej,u,e3)=1 1 1+y2+b2 b
0 b 1

Gley,u,e3) =C<<=a—(1+b?= y2
Comme a = 1+ b2, cette équation admet (au moins) une solution y = vVa—1- b? et C vérifie la propriété
G.

1 1 0
(c) SoitpeN*.C®P =1 a” bP |,duméme type que C.
0 b 1

D’apres ce qui précéde, C®P vérifie la propriété G si et seulement si a” = 1+ b?P.
Or a =1+ b? = 0 donc par croissance de t — t” sur R*, aP =(1+b*)P =1+ b?P
En effet par la formule du bindéme,

P p-1
A+pHP =) (M =1+bP+ Y (P)b** =1+ b?P carpourtout keN, b**=0.
k=0 k=1

Pour tous f et g dans &, t— f(£)g(t)tP~! est continue sur ] 0, +oo | et
f(t)Z . g(t)z t2p72
2 2 )
Par définition de &, les fonctions t— f(£)? et t — g(#)?t?P~2 sont intégrables sur ] 0, +oo|,
f(t)z . g(t)Z t2p—2
2
+o0o
grable sur ] 0, +oo[ (ou encore l'intégrale f f(Hg(t)tP~! dt est absolument convergente).
0

Vte]0,+00[, |f(Dg®)tPH <

donc il en est de méme pour ¢ — et par comparaison, la fonction ¢ — f(£)g(t)tP~! est inté-

(, )p est symétrique par commutativité du produit dans R et linéaire a gauche par propriétés des opérations
dans R et linéarité des intégrales impropres convergentes. C’est donc une forme bilinéaire symétrique.

+00
Pour tout f € & <f,f>p=f f*tP L dr=0carVre]0,+o0l, f(H%tP1=0
0

De plus la fonction ¢ — f (1)2tP~1 est continue, positive sur ] 0, +oo [, donc
(fLN),=0=Vte]0,+ool f(O*P' <= Vie]0,+ool [f(1)=0 f=0g.
On en déduit que , ), est une forme bilinéaire symétrique définie positive donc un produit scalaire sur &.

La fonction £ est continue sur [0, +oo[. Pour tout polyndéme P, la fonction ¢ — h(6)2P(f) = e 2! P(¢) est continue
sur [0, +oo[ et par croissances comparées, e 2'P(f) = o (e*). Comme ¢ — e’ est intégrable sur |0, +oo|,

t—+00

par comparaison sur les fonctions intégrables, t — h(t)?P(t) est intégrable sur ] 0, +oo[, donc h € &.
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11.

12.

B.

+00
Dans I, = f e~ *"tP~1 dt, on effectue le changement de variable € bijectif x = at oll a > 0.
0

Sit—0, x—etsit—+oo, x— +oo.De plusformellement, dx = ads.
On déduit du théoréme de changement de variable pour les intégrales convergentes que I, = Y—’;.
a
Rque : le calcul de'y, n'est pas demandé .1l n'est pas non plus indispensable mais cela aurait pu étre l'objet d'une
question "facile"..

Yp = (hi/2, h1/2>p >0 car hy2 Z0et(, ), est un produit scalaire.

Pour tout i € [[1, n]] soit u; = Lhm Tt Le_""'t.
VTp VTp
D’apres 11, pour tout i € [1,n]], u; € & etpourtousi et j dans [[1, n]],
1 [t 1
(uj,uj) = —f e @irapplqr -~
Pypdo (@i +aj)P

Soit E le sous espace vectoriel de I'espace préhilbertien (&,( , ) p) engendré par uy,...,u,. (E,{,) p) est un es-
pace euclidien et (uy, ..., u,) est une famille de vecteurs de E telle que D®? = G(uy, ..., uy)

Est ce ce vraiment une question raisonnable dans un sujet d’'e3a PC ?

Exercice 2

. F est continue sur ] —o0o,0], sur ]0, +oo| et liII(l) F(x)=0=F(0) = liII(l) F(x): elle est donc continue en 0 et finale-
X— X—

. x>0 x<0
ment continue sur R.

. Fest continue sur R et de classe ¢! sur R*. Vx>0, F'(x)=0etVx<0, F'(x)=2x.

lin}) F(x)=0= lirr(1) F'(x). D’apres le théoreme limite de la dérivée, F est dérivable en 0 de dérivée F'(0) = 0 et
§>0 §<O
F’ est continue en 0. La fonction F est dérivable sur R et sa dérivée F' y est continue.

F'(x)-F'(0 F'(x)—F'(0
lim F-FO =0et lim F-FO =2: F' n'est pas dérivable en 0.
O =

Cette question est mathématiquement élémentaire mais un peu pénible en latex : joker ....

On note R, [X] I'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a 2. On identifie abusivement cet espace a
I'espace des fonctions polyndmiales sur R de degré inférieur a 2.

4.

Ej est un sous ensemble non vide (il contient toutes les fonctions de R, [X]) de € (R).
Pour tous f,ge Eyetpourtout LeR, f+Age ¢1(R,R)

D’autre part comme Ry [X] est un espace vectoriel et que fj—o0,0/ €t glj-c0,0; SONt des fonctions polyndmiales
de degré inférieur a 2, f + Aglj—c0,0( €st une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 2. De méme
f+2glj0,+00[ €st une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a 2 et donc f + Ag € Ey.

Ey est donc un sous espace vectoriel de € (R).

. Rque Au vu de la question A et de la question C, il y a une maladresse dans le texte. 1l semble plus naturel de

considérer que H(x) = P(x) pour x <0 et H(x) = Q(x) pour x > 0.

Je suppose le texte ainsi modifié , afin de simplifier la rédaction
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Comme les fonctions P et Q sont de classe €' sur R, la fonction H est de classe €' sur R si et seulement si
seulement si elle est continue en 0 et si les dérivées a gauche et a droite de H en 0 coincident, ce qui équivaut a

c=f

{ P(0) = Q(0)
b=e '

P'0)=Q'0) ’ ce qui équivaut a {

, _ L . ax’+bx+c six<0

Ey est donc I'ensemble des fonctions H telles qu’il existe (a, b, ¢, d) € R* tel que H(x) = ) ) .
dx“+bx+c six>0
Soit f1, f>, f3, fa les fonctions de R dans R suivantes :
0 six=<O0

f11X'—>1, fg;X'—*x, ngF f42X'—>{ 5 X .
x= six>0
Comme fj et f, sont des fonctions polynomiales sur R de degrés inférieurs a 2, elles sont dans Ej.

On a démontré en A que F est une fonction de classe 6. Ses restrictions a ] —oo,0[ et ] 0, +oo [ sont polynomiales
de degré inférieur a 2 donc F € Ey. De la méme fagon, f; € Ey.

En reprenant les notations précédentes, si H € Ey, 3(a,b,c,d) € R* H=d fa+afs+bf, +cfi. La famille
(f1, f2, f3, f4) est une famille génératrice de Ey. Reste a prouver qu’elle est libre.

Soit (a, b,c,d) eR* telsque H=df;+afs +bfa+cfi =0
Necessairement H(0) = H'(0)=0doncc=b=0.Onaaussi H1)=0doud=0et H(-1)=0d o1 a=0.
La famille (f1, f5, f3, fa) est une base de Ey .On a donc dim(Ey) = 4.

6.
(a) élémentaire
(b) Soit H=dfy+afs+bfo+cfi€ Eg.OnaHO)=c, H(0)=bet H1)=d+b+c.
On en déduit que VYo(H) =0 <= b=c=d =0 <= H e Vect(f3). Ou encore Ker(¥y) = Vect(f3).
(c) D’apres le théoreme du rang, Im W est un sous espace de R3 de dimension :
rg(¥o) = dim(Ep) — dim(Ker(Wy)) = 3 donc Im(¥y) = R3 et ¥, est surjective.
C.
7. Dela méme maniere qu’en B.5, comme les fonctions f et P sont ¢! sur R, H est de classe € sur R si et seule-
[ fla)=P(a)
ment Sl{ =P
2 _
‘ He €' RR) aa“+ba+c=u
Finalement Hatl=w < (2){ 2aa+b=v
- al@+1%+bla+)+c=w
aad’?+ba+c=u a=-u-v+w
X)e=A{ 2aa+b=v < b=2au+QRa+1)v-2aw
a=w-v-—1u c=(1—a2)u—a(1+a)v+a2w

Le systeme linéaire (£) admet une solution unique .

8. Il suffit dans les formules précédentes de poser a = f— 1.

Rque : la résolution du systeme n'étant pas explicitement demandée, on pouvait montrer que la matrice M =
a? a 1
2a 1 0 | estinversible en calculant det(M) puis écrire un programme python résolvant le systeme
(@+1)? (a+1) 1
en utilsant le module numpy.linalg

def prolonge(u,v,w,beta):
al=beta—1
return(—u—v+w,2=alxu+(2=al+1)*v—2=alxw, (1 —al*=2)xu—al=(al+ 1) *v+al=+2xw)
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(a)

(b)

(©

En généralisant le raisonnement effectué en B.5,
Pi(j)=Pj+1())
P}(j) = P}H(j)
(S) est un systeme linéaire a 2n équations d’'inconnues ay, by, o, . .., @n, by, Cn.-
Pi(j)=0P;:1(j) =0
P}(j) = P}H(j)

ajj2+bjj+cj_aj+1j2_bj+lj_cj+1 =0

Heb=vielon=1l { 2a;j+bj—2aj11j—bjs1=0

— Vje[0,n-1]], {

On cherche a résoudre le systeme (Sp) : Vj e [[0,n—1]] {

(Z)Vielll,n-1]] P;(i)=P;i(i-1)=0
Vie[0,n—1] Pg(i) = Pl’.+1(i)
Py(0)=0

P,(n-1)=0

Apres quelques lignes de calculs,

bl' = (l —2i))al~

Ci = (i2 - i)(li
D’autre part, pour tout i € [[0,n—1]], Plf(i) =P

(Sp) =

) =Vie[l,n-1] {

z/'+1(i) —2ia;+b;j=2ia;;1+bis1
Co = 0

bo = b

Vie[[l,n-1]] b;=00-2i)a;

Vie[l,n—-1 c¢i=(i’-ia;
Vielll,n-2lla;=—ajs1an,(n—1)?+by(n—1)+c, =0
an-1=2a,(n-1)+b,

a;i=(-Di"a; Viell,n-1]

bi=01-2)(D1a, Viell,n-1]
ci=(2-i(=D"la; Vie[l,n-1]

<< =0

bo =—-a1

b,=a,-1-2n-1)a,

chn=—m-1Day_1+n- 1)zﬂn

C'est vraiment aussi affreux ou j'ai loupé quelque chose ?

(Sp) =1

(i). élémentaire

(ii). Une fonction H définie par H(x) = a;x*>+ b;x + ¢; sur tout I; pour 0 < i < n est dans Ker¢ si et
seulement si (ay, bg, Co, ..., an, by, cy) est solution du systeme (S;) résolu en 9.b. La dimension de
Ker ¢ est celle des solutions de ce systeme, donc dim(Ker ¢) = 3 puisque les seules inconnues libres
sont ay, a; et ay.

(iii). Le texte précisait n = 2. On ne change rien aux calculs précédents en englobant le cas n = 1 .Je suppose
iciquen=1
e Sin =1, E = Ej qui est de dimension 4 d’apres B.5. Comme dimKer¢ = 3, le théoréeme du rang
donnergy =1etdoncIme =R: ¢ est surjective.
« Supposons que pour un certain n = 1, 'application ¢ soit surjective. On se place dans E = Ej,
espace des fonctions de classe 6! polynomiales de degré inférieur a 2 sur tous les I pour 0 < k <
n+1.
Soit (Bo,..., Bn) € R,
Par hypotheése de récurrence il existe f € E,_1, de classe €' sur R, polynomiale de degré inférieur a
2 surtousles Iy pour0< k<ntelleque Vie[[0,n—1]] f(i)= ;. D’apres la question C.7, il existe
(a, b, c) € R3 tel que la fonction H définie par :

f) sixsn-1
H(x) =< ax?+bx+c six>n—1 soit de classe €' sur R. Cette fonction est bien dans E,, : elle est
H(n) = ﬁn

de classe €' et polynomiale de degré inférieur a 2 sur tous les I; pour 0 < k < n donc aussi sur les I,
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10.

pour 0 < k < n+ 1. De plus elle vérifie H(k) = B4 pour tout k € [[0, n]].On a donc ¢(H) = (By, ..., Brn),
ce qui prouve que ¢ est surjective de E,, sur R"*!,

On en déduit par récurrence sur n = 1 que ¢ est surjective de E,_; sur R” pour tout n € N*.
(iv). On déduit du théoreme du rang que dim(E,,—;) =n+3

def interpo(B):#B est une liste de longueur N=50

N=len(B) #on prendra N=50
P=(0,0,B[0])
#le polynome constant de valeur B[0] convient en 0
L=[P]
for i in range(N-1):
a,b,c=L[i][0], L[i][1], L[il[2] #le dernier polynoéme trouvéest f: x—>ax"2+bx+c et vaut beta_i en i
u=axix*2+bx*i+c#u=f(i)
v=2+axi+b#v=f(i)
w=B[i+1]
L.append(prolonge(u,v,w,i+1))
return L

Exercice 3

A.

+o00

1
1. Vxe]-1,1[ ——= Z x" . Le Rayon de convergence est 1.

2. Sp(M) = { :

Comme2<+v5<3, 0<

I-x ;%%

1+v5 1—\/5}

4 4

<0.

1+v5 1-v5
4 4

-1
<let-1<—<
2

M est une matrice de .#>(R) admettant 2 valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable.

(a)

(b)

. u
Pour tout 7 € N, soit X, :( " )
Un+1

OnapourtoutneN X,,; = MX,. Par récurrence facile, on montrerait que VneN, X, =M"X,.
D’autre part, comme M est diagonalisable, il existe P € GL,(R) telle que M = PDP~! o1 D = Diag(a, f)

u a” 0 4
e (2 ) g )5
En effectuant les produits matriciels, on en déduit I’existence de réels A et B tels que
VvneN u,=Aa"+Bp".
Rque : Il est plus rapide d'utiliser les résultats connus pour une suite récurrente linéaire d'ordre 2 dont
l'équation caractéristique admet 2 racines distinctes a et 3 mais ce nest pas la direction suggérée par le
texte ..
Pourn=0, 4=uy=A+Betpourn=1, 3=u;=Aa+Bp.
On adoncaussi4ff=AB+ Bf etda = Aa + Ba.
En ajoutant: AB+ Ba+Bf+Aax=4(a+p)dou AB+Ba=-1.

—_— —

=3 =1/2
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(c) Comme a et § sont dans I'intervalle ouvert | —1,1[, les séries }_ a” et }_ " sont convergentes et par opéra-
tions sur les séries convergentes Y 1, converge.

+00 A B
De plus Up=—"—+——.
nX::O l-a 1-p
+00
En utilisant les égalités précédentes et les égalités a + = % etaf = _Tl, on obtient Z un =20.
n=0

4. Le module fractions wétant pas un module explicitement au programme, j'ai un peu la flemme d’introduire une
nouvelle relation de récurrence sur la suite a valeurs entieres (4" v,) n=0 je répond a la question en omettant le
"sous forme de nombres rationnels"

def suite(N):
L=[4]
if N==0:
return L
else:
1L=[4,3]
for k in range(1,N):
u=L[-1]/2+L[-2]/4 #u_{k+1}=u_k/2+u_{k—1}/4
L.append(u)
return L

Si on appelle C(N) le nombre d’opérations nécéssaires, on a C(0) =0 et C(N) =3(N —1) si N = 1 puisque pour
tout k € [[1, N — 1]] on effectue 1 addition et 2 divisions.

B.

1. Unjoueur ne peut gagner qu’a partir du 3éme tour donc
P(Ey) =1 PE)=1, P(A)=0, P(A2)=0, P(B1)=0, PB)=0
PA;=P(X;=1)Nn(Xo=1)Nn(X3)=0) = pzq car les (X;) sont indépendantes.
De méme P(B3) = qu.
Comme les joueurs ne peuvent pas gagner avant le 3¢me tour, F3 = A3 U B .
OnaP(E3) =1-P(A3UBs) =1—-P(A3) —P(B3) car A3 et B sontincompatibles d'ou P(E3) =1 — 2p2 qg.
2. L'évenement E,, N (X, = x¢) ne dépend que des variables X; pour 1 <i < n et 'évenement (X; 41 = X5p+1) N...N
(Xn+k = Xn+1) ne dépend que des variables X; pourn+1<i<n+k.
Comme les variables (X i) jen+ sont mutuellement indépendantes, ces deux évenements sont indépendants.
On en déduit que

PE,N(Xp=%0) N (Xpt1 = Xpr ) NN (Xppgk = X)) = PERN (X = X)) P(Xppr1 = Xpr ) NN (Xppgk = Xpgk))-

@ n=PEINX1=0)=PX3=0=q, wni=PEINXi=1))=PX3=D=pcarP(E)=1
De méme v, = g et wy = p.

(b) Exn(Xp=0)=ExN(Xyp-1=0Nn(Xp=0UEpN (Xp-1 =1 N (X, =0).
Comme il s’agit d'une union d’évenements incompatibles,
P(Ep,N (X, =0) =P(Ey,N (Xp-1=0)N (X, =0)) + P(Ep N (X1 =1) N (X =0)).
Si X1 =0 et X, =0 le dernier motif est PFF ou FFF et aucun des joueurs ne gagne au nieme tour, donc
P(EpN(Xp-1=0)N(Xp =0) =P(Ep-1 N (Xp-1=0)N (X =0)) = vp1P(X, =0) = qup— d’apres 6.
Epn(Xp-1=DNXp =0) = (EnN(Xp—2=0)N(Xp-1 = DN (Xp =0)U(ERN Xp-2=1NXp-1 =D N (X, =0)).
E,n(Xp—2 =1)N(X,-1 =1)Nn (X, =0) = @ car le dernier motif est alors PPF et Alice gagne au rang n
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(c)

(d)

(a)

(b)

Si X;_2 =0et (X;-1 =1et (X, =0), le dernier motif est FPF et aucun des joueurs ne peut gagner aux rangs
netn-1.
On en déduit que E, N (Xp—2 =1 N (Xpo1 =) N (Xp=0) = Ep—s N (Xp—2 =1 N (Xp—1 = 1) N (X, =0)
En utilisant de nouveau le résultat de 6,
PE,NXp-1=DN(X,=0) =PEN(Xp—2=DNXp-1=DN (X, =0)) =P(Ep—2n (Xp-2 =D NXy-1 =
DN (X, =0)=vp-2pq
Finalement,
Vnz=3, vp=qUnp-1+pqup-2

Comme X, =1,onak<n-1.

Supposons k< n—2,onaalors k+1<n, k+2<n, X; =0, Xg+1 =1, Xps2 = 1: Benoit gagne au rang
k+2<n,cestabsurdedonc k=n-1.

D’aprés ce qui précede, E, N (X, = 1) = (2, Xk = D)U(En N Xn-1 =0)N (X, = 1))

Comme il s’agit d'une union disjointe,

wp=PE,Nn(X,=1) =P (ﬂzzl(Xk =1)) +P((E,N (X1 =0)N (X, =1)))

Les X; étant mutuellement indépendantes, P (ﬂZZI(Xk =1))=p".

Dautre part E,N (X1 =00N (X =) =Ep-1 N (Xp-1 =0 N (X, =1) et

PE,;-1n(Xpm1=0)Nn (X, =1)) = vy—1 p d’apres 6.

FinalementVn=3, w,=p"+pv,-1.

(i) (T>n)=E,.
(i) d’apres la formule des probabilités totales,
P(T>n)=P(E,)=PE,Nn(Xp=0)+PE,N(Xy=1)=vp+wWy=Vn+p"+pv,-1.

(iii) Les évenements (T > n),>2 forment une suite décroissante , donc par continuité monotone décrois-
+00o

sante, P(T =00) =P([ (T >n)) = lim P(T > n)
n=2 n—+oo
CommeO<p<1, lim p"=0,onadoncP(T=00)= lim v,+pv,-1.
n—~+<l>)o n—+oo
Soit a, = v, + prp— = n—“. Cette suite est convergente de limite P(T = c0), on en déduit que la

suite (v,) est convergente de limite £ = gP(T = oc0).
En passant 2 la limite dans la relation de récurrence vérifiée par (v,,) ona ¢ = (g + pq)¢ soit p>¢ =0
douf=0carp>0

¢
On en déduit que P(T = o0) = E =0.
(iv) Avec une probabilité égale a 1, I'un des joueurs gagne la partie.

Comme ) v, converge et que Y_ p" converge car 0 < p < 1, la série ) P(T > n) converge.
Comme T est a valeurs positives montrer que T est d’espérance finie revient a montrer la convergence de

n
la suite croissante (S,) oupourn=3, S, = Z kP(T = k).

k=3
+00
Rque : le fait que si T est d’espérance finie, alors } P(T = n) converge et E(T) = Z P(T = n) figure au pro-
n=1

gramme PC mais pas la réciproque !

n n-1 n
Sn=) k®P(T>k-1)-P(T>k)=) (k+DP(T>k) - ) kP(T>k)
k=3 k=2 k=3
n-1
Sp=3P(T'>2)+ ) P(T>k)-nP(T>n)
k=3
n-1 +00
On en déduit que S, <3P(T>2)+ ) P(T>k)<3P(T>2)+ ) P(T>k).
k=3 k=3

La suite (S;) est une suite croissante majorée donc convergente et T est d’espérance finie.
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D’apres un résultat de cours, on sait alors que E(T) = Z P(T = n) = P(T>n)=2+ Z (T > n) car
n=1 n=0 n=2
P(T>0=P(T>1)=1.
+00 +00 +00 p2 +00
Onadonc E(T) =2+ ) vp+ ) p"+pY vn1=2+pq+ +(1+P)(Z vn).
n=2 n=2 n=2 I-p n=2

() Sip=qg= %, la suite (v,) vérifie la relation de récurrence de la partie A mais avec les conditions initiales
%, ngéetl}gzg.
Soit pour tout n € N u, = 8v,42, la suite (u,) est la suite étudiée dans la partie A. On en déduit que

S vna= 13w
Un+2 =7 Un=—-.
n=2 8 n=0 2

V1 =

D’ou
E(T) = 13
S 2
5.

(a) SiAlice gagne au nieme lancer (év'nement A;), le dernier motif est PPF. D’autre part comme A, c E,_;,
ona A, cE,1n(X,;-1 =1)n(X,-2) =1). D’'apres la question 7.b, si au cours des n-1 premiers lancers, la
piece était tombée sur Face, on aurait X, =0. Onadonc A, c (X;=1)nNnXo=1)N...( X1 =1)N(X, =0)

(b) Onen déduit par double inclusion que A, = (X; = 1)N(Xe = 1)N...(Xp—1 = 1)N(X,, =0) puisP(A,) = p"‘lq.
Bn = (En—z N (Xn—z =0)n (Xn—l =1)n (Xn =1).

Donc P(B,) = p*P(Ep-2N (Xp-2 =0)) = p*vy—2
+00 +00
6. Notons A= ] Ay, I'événement "Alice gagne" et B = | ] B,, 'évenement "Benoit gagne".
n=3 n=3

Comme P(T =00) =0 (8.a), P(A)+P(B) = 1.
+0oo +0o

D’autre part, les évenements (A,) étant 2 a 2 incompatibles, P(A) = Y P(4,) = ) p"'q=p*
n=3 n=3

Onen déduitP(B)=1- p2

1 3
Si la piéce est équilibrée, P(A) = 1 etP(B) = T (Paradoxe de Penney).

7. Lejeu est équitable si p? = 1 - p?, soit p =

5l
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