E3A 2015 - PC - Mathématiques 1

Exercice 1

1. (a) OnaAgz((l) é)

Son polynéme caractéristique est X2 —1 = (X — 1)(X + 1).

Donc A; admet deux valeurs propres distinctes, alors qu’elle possede également deux colonnes
donc A, est diagonalisable.

Et comme 0 n’est pas valeur propre de As, As est inversible.

0 1 0
(b) OnaAdz=1| 2 0 2
0 1 0

Son polynéme caractéristique est X3 —4X = X (X —2)(X + 2).

Donc Az admet trois valeurs propres distinctes, alors qu’elle possede également trois colonnes
donc Ajz est diagonalisable.

Et comme 0 est valeur propre de Az, Az n’est pas inversible.

3 0 2 0O
2. (a) Les résultats numériques donnent A% = g g (7) (6)
02 0 3

et Q(A) = (A2 — I)(A* — 9I,) = 0 (matrice nulle).
Notons qu’il est n’est pas connu officiellement < qu’il faut remplacer >»les nombres a de @)
par aly dans Q(A). ..

(b) Il semblerait qu’il soit attendu l'usage du théoréme concernant un polynéme annulateur
scindé a racines simples. . .
On va donc faire autrement en calculant le polynéme caractéristique de A.
Pour tout A € R,

Xa(A) =det(Ay — A) = det

On fait un développement par rapport a la premiere ligne :

A -2 0 -3 -2 0
xaA) =Adet [ =2 A =3 | —(=Ddet| 0 X =3 | =X)>-7\)-301)%-3)
0 -1 0 -1

AN =X =102+ 9= DN =D =A=-DA+DA=3)A+3)=Q(N)

XA est scindé a racines simples donc A est diagonalisable.

(¢) Avec x4, nous pouvons affirmer que les valeurs propres de A sont 1,—1,3, —3.
La matrice D recherchée (vérifiant les conditions d’inégalité demandées) est donc D = diag(3,1, —1, —3).
Pour obtenir une matrice A, il suffit de chercher des colonnes propres associées a A et d’étre
attentif & 'ordre d’écriture dans A.
Or les calculs donnent :

1 1 1 1
E5(A) = vect

W W
|
—_
—
|
—_

On peut donc choisir A =

—_w W =
|
—
|
—_
w




(d)

® est bien une application de M4 (R), & valeurs dans My(R).

VY M,N € My(R) et X € R,
O(AM + N) =AM + N)A L = NAMA= + ANA~L = \®(M) + ®(N),
par linéarité du produit matriciel.

Enfin, en notant ¥ : N +— A"!NA, on a pour tout M € My(R),

O(U(M))=AATMAA =M et V(M) =AY (AMA YA =M

Donc @ est un endomorphisme de My (R), bijectif de réciproque .

a b ¢ d
. . e f g h
Soit N = AL

m n o p

3a¢. b —c -—-3d 3a 3b 3c 3d

. 3e f —g -3h . e f g h

ND = DN 3i j -k =3l - —1 - =k =l

3m n —o —3p —-3Im —-3n —-30 —3p

< b=c=d=e=g=h=i=j=l=m=n=0=0
Et donc N commute avec D si et seulement si N est diagonale

M €Cy = MA=AM <= MADA ' = ADA'M <= ®(M)D = D®(M)
Donc d’apres la question précédente, ceci est équivalent au fait que : ®(M) est une matrice
diagonale.
Ainsi, MeCyp — (I)(M) eEDy<— M € (I)il(D4) ou Dy = VeCt(El’l,E2’27E3’3,E414) est
I’espace vectoriel des matrices diagonales d’ordre 4.

C’est un espace vectoriel de dimension 4.
Par conséquent, comme ® est bijective, C4 = ®~1(Dy) est un espace vectoriel de dimension 4.

Nous savons que dim(C4) = 4, et que I, A, A%, A% € Cy.
En effet, toute matrice A? commute avec A : APA = APTL = AAP,
11 suffit donc de montrer que cette famille est libre.
Considérons g, A1, A2, g tels que Mgy + A A + X A2 + X343 = 0.
Notons X;, vecteur propre de A associé & la valeur propre p;, alors (récurrence) : pour p € N,
On a donc en prenant les vecteurs propres (non nuls) associés aux 4 valeurs propres distinctes

de A :

Ao +3X1 9N +27A3 =0 1 3 32 33 Ao 0

Ao A +Aa +A3 =0 1 1 12 13 A1 0
_n < 2 3 | X =

Ao —A1 + g —A3 =0 1 -1 (71) (*1) Ao 0

N —3A 49X —2TA; =0 1 -3 (=3)2 (=3)3 As 0

Or la derniére matrice carrée écrite est une matrice de Vandermonde inversible (de déterminant
B-1DB+1B+3)(1+1)1+3)(-1+3)#0),

donc la matrice colonne est nulle, donc Ag = Ay = As = A3 = 0.
Ainsi la famille (I, A, A%, A%) est une famille libre. Elle est aussi une base de C,

La dérivation et le produit d’un polynéme par un autre est linéaire. Donc ¢ est linéaire.
Soit h € [1,n —1].

(X" = (n— )X+ (1= XHhX 1 = hX" ' 4 (n—1— h) X"

Pour h = 0, la formule reste vraie : p(X°) = (n — 1)X.

Onadonc V¥ h<n—1, o(X") est un polynome de degré h +1 < n — 1 donc de E.
Etpourh=n—-1:pX" H=n-1)X"?+(n—1-(n—1)X"=(n-1)X""?€E.

Ainsi ¢ est un endomorphisme de F




(b)

Pour écrire la matrice B de ¢ dans la base B, il faut regarder I'image d’une base,

or on a vu que p(X7) = j X771 4+ (n —1—j) X+

ce qui signifie que les coefficients de B sont nuls, sauf : bj41 ; =n—1—jet b;_;,; =j5—1.
On retrouve la définition des coefficients de A,,. Donc Mp(p) = A,

Pl=hX-D"YX+1)" 174 (n—1-h)(X - DX +1)" 270
Donc, puisque (1 — X?) = —(X — 1)(X + 1),
oP)=[n—-1DX-h(X+1)—(n—-1-h)(X—-1)]P,=(n—1—2h)P,.
Comme Py, est non nul (pour tout h), alors les valeurs propres de ¢ sont parmi les nombres
{n—=1-=2h,he[0,n—1]}.
Mais comme cet ensemble posséde n — 1 = dim(F) nombres distincts,
les valeurs propres de ¢ sont exactement les nombres de {n — 1 —2h,h € [0,n — 1]}

Ainsi, A, d’ordre n admet n valeurs propres distinctes donc A,, est diagonalisable.

A, est inversible si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de A,,.

Or 0 est valeur propre de A,, si et seulement si il existe h € Ntel quen —1—-2h =0
donc si et seulement si n est impair.

Donc A,, est inversible si et seulement si n est pair

A, est diagonalisable, donc il existe A, telle que A, = A, D, AL,
ou D, =diagln—1,n—-3,n—5,...,—n+1,-n—1)
Notons U,, = A, D, At avec D,, = diag(¥/n — 1, ¢/n—3,...,/—n —1).
Alors U2 = A, D, A A D, AYA, DALY = AL (Dy)3ALY = ALD, ALY = A,
Donc il existe U,, € M,,(R) tel que (U,)* = A,

Exercice 2

1. (a)

us

La fonction ¢ — tant est continue, strictement croissante de | — %, 5[ sur | — oo, +-o00][.

Elle établit donc une bijection et admet ainsi une fonction réciproque, notée Arctan , donc
définie de | — 0o, +-o0[ sur | — 7, 5[ également continue et strictement décroissante.

En exploitant la dérivation de la composition, on a alors :

1
1+ 22

VzeR Arctan’'(z) =

Comme la fonction tan, Arctan est une fonction impaire,
donc si ¢ > 0, Arctan (—z) = —Arctan (x). On va faire I’étude sur R..
Par addition, la fonction @ — f(z) = Arctan (x) — z est de classe C1,

1 —z2

Vﬂf>0, f/(x)szlz1_‘/1;2

<0

f est donc décroissante sur R,V z > 0, f(z) < f(0) = Arctan 0— 0 = 0.
Ainsi, V 2 > 0, |Arctan (z)| = Arctan & < & = |z|, puis en exploitant I'imparité :
YV x € R, |Arctan (z)| < |z|.

Size]—%, 5[, g(x) = Arctan (tan(z)) = z.
Mais si x €]7F, 37“[, alors tanz = tan(z — ), avec x — 7w €] — I,

et dans ce cas, g(x) = Arctan (tan(z)) = Arctan (tan(z — )




-24

(c) v est Paddition de deux fonctions de classe C! sur R, elle est de classe C* sur R¥.
Pour tout réel x > 0,
1 —

14+22 14+ %

V' (x)
Donc 1 est constante sur R

En outre ¢ (1) = 2Arctan (1) = 2%. Donc V z > 0, Arctan (z) + Arctan L = g

(d) Connaissant, le DSE de la fraction rationnelle (limite de la série géométrique), on a :

400
1 n n
Vre -1,1] 1+x2:2(—1) z?

En intégrant sur son domaine de convergence :

+o00
—1)"
Vael—1,1], Arctan (z)= Z Q(n _2 11‘2”“

n=0

2. (a) La fonction Arctan admet un développement en série entiere de rayon 1.

La fonction h : &+ 2222 () gt continue en 0 (en effet : Arctan (z) ?;x)

S~ (D",
On a donc pour tout x €] — 1,1, h(z) = "
b -1l ) =30 5y

En ce qui concerne la continuité en 1 et —1, on utliise la convergence uniforme sur [—1, 1]
d’une série de fonction continue.
Notons pour cela h, : @ — 5= (z?)".

Soit © € [—1, 1], alors
— hn(x) >0,

Pt () 2n
— = z® < 1, donc (hn(x)), est une suite décroissante.

b () 2n+17 (on ()
— Enfin, lim h,(z)=0
n—-+oo

On peut appliquer la majoration pour les séries alternées :

n 400 2n+2 1
B _ Y _ Y < _ 7
Vae ) (b)) = | 30 (o) € hnnlo) = g <5y

La série de fonctions ), (—1)"h, converge donc uniformément vers h sur [—1, 1].
En outre, h,, est continue, donc la somme de sa série est également continue. L’égalité reste
vraie sur [—1,1].

Arctan (x) = (=)
Pour tout z € [-1,1], h(x) = = Z
T o 2n + 1




(b)

De méme, en raisonnant pour les séries entieres et le disque de convergence,
on peut conclure que h est de classe C* sur | — 1, 1]

+oo
etVael—1,1[,VmeN, hm(z)= Z (=1)* T 1()2(];); — 2k—m—1

k:Lmz—l
Pour l'extension sur R, on utilisera le fait simple que x +— % et x — Arctan (z) sont de
classe C* sur R*.
Par réunion : h est de classe C* sur R

La fonction A est continue sur R, puisqu’elle est de classe C*°.

On applique le théoreme fondamental : h admet une primitive qui s’annule en 0 et qui est
de classe C! sur R.

C’est la fonction H, avec H' = h

Par composition, la fonction G est également de classe C! sur R%.
Et pour tout x > 0,

™
1,1, -1 1. —Arctanl Arctan (z)+3 .
G'2) = H'(D) = zh(D)=—3~ = . 2 = n(z) - o = H'@)— -

Et comme G(1) = H(1),on adonc Vx>0, H(z) = G(z) + 5 Inx

La série de fonctions ), - (—1)"h, converge uniformément sur [—1,1],
chaque h,, est continue, donc intégrable sur [0, z], avec « € [—1,1].
On notera que [ hy(t)dt = mgﬁ”“.

On peut donc intégrer la série de fonctions ce qui conduit a H :

- R e
Vaoe[-1,1], H(x)—z(2n+1)2z

n=0

On reconnait une série entiére, on peut diviser par « (H(x) ¥ x), et donc

Vaoel[-1,1], f(x):—i_f(iil)nf:z"
o (2n+1)

Par ailleurs, par division, f est de classe C>® sur R*, sur | — 1,1 et R*.
Par union (recollement), f est de classe C*° sur R

Pour tout z > 0,

f<1>xH (1> =G (z) = xH(z) - gxlnx = 22f(z) — gmm

x T

D’apres la premiere question, pour tout =z € R,

|tx]
S+ 1)

Arctan (tzx)
t(t2 +1)

Orm:t— % est intégrable sur R (continue et m(t) o %I) Donc ¢ est bien définie sur R.
o0

En outre, V x € R, ¢(—z) = —p(z), car Arctan est impaire.

Appliquons un théoreme d’intégrale & parametre. Notons @ : RxRy — R, (z,t) — %

— Soit t € R,. L’application z +— ®(x,t) est de classe C! sur R.

8—90(:13715) =

Et pour tout t e R, x € R,
or

(1421 + (tz)?)



1
(1+ﬁﬂl+( ))

— Soit € R. L’application ¢ >

est continue par morceaux.

— Etpourtoutt e Ry, z € R, | —

1
Or t —» —— est intégrable sur R.
1+ ¢2

Les hypotheses sont donc vérifiées,

e 1
donc ¢ est de classe Ct sur Ret Vz € R, ¢/(z) = /0 7007 (xt)Q)dt
o 1
C—Six:L(p’lz/ ——dt
© W o (1+12)°

Faisons le changement de variable donné par [0, 5[— R, 6 +— tanf = ¢.
On a donc
, m/2 1 ) /2 ) w/2 1 1 1 /2 .
1) = ——————(1+tan“ 0)df = 0do = 1 20)d0 = = |0 + = sin 20 = -
©'(1) /0 (1+tan20)2( +tan” 6) /0 cos /0 2( +cos 26)d 2{ +2s1n L 1

— Pour z # 1, on utilise I’égalité donnée dans I’énoncé (et vérifiée simplement) :

1 T 2 oo x
(z) = dt — / Y
(@) 1—x2/0 1+ 122 ), 1+a28

Pour la seconde intégrale, on fait le changement de variable linéaire u +— % =t (z > 0)

“+oo
z 1 l—zm ™
Arctan (t)]7> — du = 5=
[Arctan (2)], 17332/0 1 4+ 2 YT 129 2(1+x)

! —
W(x)_lfxa

On remarque la continuité en x — 1.
(d) On integre :
o) =90 + [ (o)t =7 (1 +2)
) = o D

(e) A partir de la définition de ¢, faisons le changement ¢ = tan @ (comme en 4.c., x = 1).
On a alors, puisque la dérivée de tan est ¢t — 1 + tan?(¢)(> 0)

™/2 Arctan (x tan )
= ——di=K
o) = [ EEE (@)

Donc K est bien définie sur R et K(z) = gln(l + x).

Et donc en x =1,

/2 A /2
K(l):/o retan (tan@)dez/o 90.0s9d9

tan @ sin 0

Faisons alors une intégration par parties avec u(f) = 6 et v(0) = In(sin @).

0
Ce sont des fonctions de classe C* sur |0, 5[ et v/(0) =1, v'(0) = C?Se
sin
L’intégration par parties est permises, car le crochet [u(@)v(@)]g/2 = 5 In1 -0 converge.

Donc

/2
gln(Q) = K(1) = —/ 1 x In(sin 0)do
0

Exercice 3

1. (a) L(E) est bien un espace vectoriel. L’application id est un élément de S(E), donc non vide.
Soient A\, p € R, u,v € S(E).

VXY €, ((utp)(X),Y) = (u(X) + po(X)),Y) = Mu(X),Y) + plo(X), Y)



= MX,u(Y)) + p(X,0(Y)) = (X, Au(Y) + p, 0(Y)) = (X, (A + po) (V)

Donc S(F) est bien stable par combinaison linéaire. Ainsi S(F) est un sous-espace vectoriel de L(E).
Soit u € S(E) N A(E), alors

VX € B [uX)|* = (uwX),u(X)) = —(uou(X),X) = —(u(X),u(X)) = —[lu(X)|

Donc 2||u(X)||?> = 0, donc u(X) = 0.
Par conséquent, pour tout X € E, u(X) = 0, donc u = 0.
L’inclusion réciproque est vraie (intersection d’espace vectoriel), donc S(F) N A(E) = {0}

Commengons par une remarque :
En prenant X = E; et Y = E;, on a EF AE; = [A]; ;.
DoncsiV X,Y € E, XTAY =0, alors A est nécessairement la matrice nulle.
La réciproque étant trivial, on a : V X, Y € E, XTAY =0 = A =0.
Le calcul matriciel conduit & : V X € E, u(X) = M x X, ou M = Matp(u).
D’apres ’énoncé, on aV X, Y € E|
(w(X),Y)=(MX,Y)=(MX)TY = XTMTY et (X,u(Y)) = XTMY.
Doncu € S(E) <=V X, Y € E, XTMTY = XTMY <V X,Y € E, XT(MT—M)Y =0
D’apres la remarque initiale, on a donc u € S(F) <= MT = M
Etuc AE) &V X,Y € B, XTMTY = - XTMY &V X,Y € B, XT(MT + M)Y =0
On a donc u € A(E) <= MT = -M

Par construction des matrice : Matg(u + @) = Matg(u) + Matg(a) = M + M7T.

Or (M + MT)T = MT 4+ M, donc d’apres la question précédente, u + @ € S(E).

De méme : Mats(u — @) = Matg(u) — Matg(a) = M — M7T.

Or (M-—MTYT = MT—M = —(M—MT), donc d’apres la question précédente, u—u € A(FE).
Ainsi u + 4 € S(E) et u— 14 € A(E)

On a vu que S(E) N A(E) = {0}.

Par ailleurs, si u € L(E), on a avec v = 1(u+4) et w = 3(u—a),
—u=v+tuw

— v eS(E)

— u e A(E)

Donc L(E) = S(E) + A(E).

Par conséquent S(E) et A(FE) sont deux sous-espaces supplémentaires de L(E)

o est un endomorphisme symétrique réel, donc il existe une base orthonormale de E formée
de vecteurs propres de o.

Or dim(F) = 3, donc cette base est constituée de 3 vecteurs.

Notons les : e, e3,e3. On note également Aj, Ao, A3 les valeurs propres respectivement as-
sociées a chacun.

Soit V' € E, puisque (e1, es,€e3) est une base de E, il existe aq, g, a3 tel que V = age; +
g€ + (zes.

On a alors, par linéarité :

o(V) = ayo(er) + ago(es) + azo(es) = ardier + asiaes + azAses
Or la famille (e, ea, e3) étant orthonormale : par projection orthogonale : a;; = (V) ¢;).
Et finalement : V'V € E, o(V) = Ai{e1, V)er + Aalea, V)ea + Ag{es, V)es
Dans ce cas (o symétrique),

— o est une projection (orthogonale) ssi Sp(c) = {1,0} = {A1, A2, A3}
— o est une symétrie (orthogonale) ssi Sp(c) = {1, —1} = {A1, A2, A3}

On applique ce qu’on a dit en question a : recherche de valeurs propres (a 'aide du polynéme
caractéristique) et des vecteurs propres de maniére a obtenir une base orthonormée.
Les calculs conduisent donc & : x, = X3 —3X2 —9X +27 = (X + 3)(X — 3)2.

On a donc A\; = Ay = 3, puis e; = %(1 10)T et ey = %(1 —12)T (par exemple).
et A3 = —3, puis eg = %(1 -1 =17,



3.(a) Soit (X,Y) € Ker @ x Im «. Il existe Z € E tel que Y = u(Z)

(X,Y) = (X, u(2)) = —((u(X), Z) = =(0,2) = 0

Donc les espaces Ker a et Im « sont orthogonaux.

Ces espaces sont donc en somme directe, et en exploitant le théoréeme du rang : la somme
de leur dimension donne celle de FE.

Donc E = Ker a ®Im «

(b) Soit Y € Im . Alors a(Y) € Im «. Donc Im « est stable par .
Notons que « est non nul, par hypothese, donc Im a # {0} (sinon Ker o = E et o = 0).
Soit A une valeur propre réelle de & et x € Im «, un vecteur propre associé.

Mzl = (a(x), 2) = —(z,é(x)) = =All2]?

Et comme z est non nul (vecteur propre), alors A = 0 et donc « € Ker « N Im o = {0}.
On a une contradiction, donc & ne peut admettre de valeur propre réelle.
En particulier, 0 n’est pas valeur propre de &, donc & est inversible.

Mais Mat(&) est antisymétrique, comme celle de Mat(a), donc

det(a) = det(Mat(a) = det(—Mat(@)T) = (=1)3™0m @) det(Mat(a)T) = (—=1)3mIm @) det &

Donc nécessairement, dim(Im «) est pair, or elle n’est pas nulle et appartient a priori & [0, 3].
Par conséquent, dim(Im «) = 2
(¢) Ker « est de dimension 1, on note es un vecteur normée de Ker a.

Soit ey, un vecteur normé, orthogonal a es.
On considére ensuite ey = ma(el).

Par construction es est également un vecteur normé.

Par définition, e5 € Im «a, donc d’apres la question a, ey et es sont orthogonaux.

Enfin (eq,es) = m(el,a(q» = ma(elx—a(el),el) = —{ea,e1).

Et par symétrie du produit scalaire : (e1, es) = —(e1, e2), ce qui implique (ey, e2) = 0.

Par conséquent la famille (e, ez, e3) ainsi construite est orthonormale.
En outre, comme il s’agit d’une base (car famille libre) orthonormée :

VVeE aV)=a(le,V)er + (ea,Viea + (e3, V)es) = (e1, V)a(er)+{ez2, V)a(ez)+(e3, V)a(es)

Or on a vu que a(ez) =0, a(e;) = kes, en notant k = ||a(ey)]|, et
1
(afea),e2) = E<61762> =0 et (aflez),e1) =—(ea,ax(er)) =—k(ea,e2) = —k

car eg est normé.
Donc VV € E, a(V) = Ek({e1,V)es — (€2, V)ey)

(d) On applique l'algorithme défini a la question précédente a partir de la matrice donnée dans

I’énoncé.
On trouve successivement : e3 = %(1 17T,
puis on peut choisir (plus ou moins arbitrairement) : e; = %(1 -10)T
1
et enfin ey = %(1 1 —-2)7.

On trouve alors a(e;) = %(1 1 —2) =+/3es, donc k = /3.
Notons que I’énoncé parle de base orthonormée directe. Cela ne semble plus au programme. . .
La base proposée ici est néanmoins orthonormée directe, on a en effet e; = ez Ae1 (produit vectoriel)

4. Ici, on a les relations matricielles

cos§ 0 O 0 sinf 0
Matp(o) = 0 cos® O Matg(a)=| —sinf 0 O
0 0 1 0 0 0

Pour o, on a A\; = A2 = cosf, A3 = 1 et la base canonique pour (eq, es, €3).
Pour «a, on prend, de nouveau, la base canonique pour (e1,e2,e3) et on a k = sin 6.




Exercice 4

(b)

2. (a)

()

3. (a)

def fib(n):

a,b=0,1

if n==0 :
return(0)

if n==
return(1)

for k in range(n-1):
a,b=b,a+b

return(b)

11 Fn Fn Fn+Fn1 Fn+Fn—1 Fn2
An = AxA™ = X +1 = + — +
(g ) )-( w

Les calculs donnent : Fo =1, F3 =2, Fy =3, F5 =5 et Fg = 8.
6 étant pair, on doit vérifier Fz = 2 x FyF3 + F3.
Et le calcul donne : 2x 1 x2+22=4+4=8= F;.
else :
a=fibb((n-1)//2+1)
b=fibb((n-1)//2)
return (a**2+bxx2)

Posons, pour tout n € N*, P, : « A" = Foir Fa >
Fn anl

— Py est vraie, par définition de A.
— Soit n € N. Supposons que P,, est vraie

1 0 Fn Fn—l
Donc P,,+1 est vraie également.

Fn—i—l Fn

FnJrl Fn
Fn anl

On a démontré le résultat par récurrence : A™ = (

Fn+1

def fibbb(n):
A=[[1,11,[1,0]1]
F=[[1,1],[1,0]]
def prod(B,C)
return([[B[0] [0IC[0] [01+B[0] [1]1+C[1][0],B[0][0]1C[0] [11+B[0] [1]1+C[1][1]1],
[(Br1l[olc[ol [01+B[1][11+C[1][0],B[1]1[0]C[0] [1]1+B[1]1[11+C[11[1111)
if n==0 :
return(0)
if n==
return(1)
for k in range(n-1):
A=prod(A,F)
return(A[0] [1])

Soit n € N*. D’apres la question 2.a), det(A™) = < ;fl r " ) =F, 1 F,_ 1 — F2
n n—1
Mais on a aussi : det(A") = det(A4)™ = (—1)".
Donc pour tout n € N*, F, 1 F,_1 — F? = (=1)".
Par récurrence assez simple, on peut montrer que la suite (Fn) est strictement croissante, a
valeurs entieres et diverge vers +oo.

. L L. - . PN - —n”
On peut donc appliquer le théoréme spécial des séries de signes alternés a la série )~ -, F(+71)F :
= n n

L est positive, croissante, tendant vers 0.
Fn+1Fn

insi. la Séri (="
Ainsi, la série ) -, FoLF, converge.

(_1)n _anl Fn
Fn-l—ani Fn Fn—i—l.

En divisant I’équation de la question précédente par F, 41 F),, on a

)



Donc, par téléscopage :
i <_1)n :ianl_ Fn :@_ FN :_FN
Fopln = F, Iy Bt Fnp Fnia

n=1

V N €N,
+oo (_1)71 ) FN _

S = — = 1 —
Z Foi1 By N—rtoo Fnia

En donc, en prenant la limite (N — +00)

(b) Nous savons également, en ce qui concerne les séries de signes alternés

VNeN f - !
C & FanFa| T FngiFge
On a donc des que w2~ < ¢,
<e
+1F +1F
avec S = —L. Ce qui nous donne le programme suivant
def L_approx(epsilon):
S,a,b,k=-1,1,1,1
c=1/(a*Db)
while c>epsilon :
k=-k
a,b=b,at+b
c=1/(axb)
S=S+cxk
return(-S)
i () T oV —pN 1 1-(9)"
. (a = =—
FN+1 (I)N+1—<pN+1 (I)l— (%)NJrl
1—v5 1-2 5 5—-3
r 2= V5 _ VBt —\[ €] —1,0[ (car v/5 > 1).
d 145 1-5 2
N F 1 2(1-+/5 5—1
Donc lim (f) = Oet finalement L = lim A (1-V5) = V5 =—p
N—4o00 N—4o00 FN+1 P 1-5 2

(b) Soit x € Ry et Fj,z™ > 0.
Pour étudier la convergence de la série entiere En>1 Uy, on peut appliquer le critere de

D’Alembert.
Or fntt L
F, n—o+oo L —
Donc le rayon de convergence de la série entiere est R = —¢p

Puis, pour tout x €]y, —¢|,

400 +oo “+ o0 “+o0 “+o0
(1—2—2%) Z F,x" = Z F,(z ") = Z F,z" — Z F,_i2" — Z F,_ox"
n=1 n=1 n=1 n=2 n=3

+oo

= Fax+ F1I2 — F2I2 + Z(Fn —F,_1
n=3

par définition de la suite (Fn) (premiers termes et récurrence)
Puis par division par 1 — x — 22 (de racines ¢ et ®, donc qui ne s’annule pas sur Jp, —[) :

—F, )" =z

VJTE]()O,—()D[, Zan ].—(E—$2




