CENTRALE Maths 1 PC 2024

Eléments de correction

Q 1. Sia € N, pour tout n > a+1, a,, = 0 et donc la suite (a,2™),, est nulle & partir d'un certain rang,

donc bornée pour tout = € R donc le rayon de convergence R = sup{xz > 0, (a,z™), bornée } = +o0.

Sia¢N, pour tout n €N, a, # 0 et |an 1] _ lae —

|an| n+1 no+ow
Donc d’apres la régle de D’Alembert, appliquée & une série entiére de la forme > a,z™, R = 1.

Q 2. D’apres le cours,

+00
Veel]-R,R[, (14+2)*= Z anx"
n=0

. . P 1 .
Q 3. On applique la question précédente avec o = 5. On a dans ce cas :

1075 /1—2k\  (—1)" (—1)n+? (2n)!
Tl BO ( 2 > ni2n ]BO(% V= e @ DI, @h
(—1)ntt (2n)!
nl2n  (2n —1)27(n!)
(2n)!
220(2n — 1)(n!)?

_ (71)n+1 — (71)n+lbn

Dans le cas a = %, le rayon de convergence R = 1 d’apres Q1, et d’apres Q2 :

+o0 +0
Vee]-1,1[, /1+zxz= Z anx" = Z (—1)"*1b, 2"
n=0 n=0

Q 4. On utilise la formule de Stirling :

Donc )
, (o) Vimn (2)™ 11
S ../ LS ~

~ 22720 = 1)(n1)? noto 22n(2n)2mn (%)2" not® 2/ nk

On a donc b,, = O (%) et la série Z % est convergente donc la série Y| b, est absolument conver-
gente donc la série Z(—q)"“bn est absolu?rfent convergente donc convergente.

Q 5. Notons pour tout z € [—1,1], fno(x) = (=1)""bpa™, | fu(a)| < |bn| = by done | f o, —1,1] < b
et la série Y b, est convergente d’aprés la question précédente donc la série >’ | f,, loo,[=1,1] est convergente
donc la série de fonctions > f,, converge normalement donc uniformément sur [—1, 1].

De plus, pour tout n € N, f,, est continue donc par le théoreme de continuité de la somme d’une série

+a0
de fonctions, S : x — Z (—1)"*1b, 2™ est continue sur [—1, 1], en particulier, elle est continue en 1~ :
n=0
+oo
lim S(z) = S(1) = > (~=1)"*'b,
el n=0
+o0
Or pour tout z €] — 1, 1[, S(z) = Z (=1)"*'b,2™ = /1 + =, par conséquent,
n=0
+00
D=1, = lim S(z) = lim VI+z=v2
o r—1- T—1—
_1
Q 6. La suite (b,,),>1 est décroissante car bz% = Gl = T2 < et nEIEOO b, = 0 (cf Péquivalent

trouvé en Q4) donc la série Z (=1)"*1b,, vérifie le critere spécial des séries alternées, et donc par la

n=1
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majoration des restes :

n 400
1
k+1 k| _ k+1 k -
ﬁ—;0<—1> bpx”| = kz+1(_1) bp”®| < [bn 1] _o(nsﬂ) par Q4
= =n

Q 7. Initialisation : co(a) > 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons ¢, (a) bien défini et ¢, (a) > 0 alors comme a = 0,

= Cn

cn(a) + on(@) en(a) >0

Par conséquent, ¢, +1(a) bien défini et ¢,,11(a) > 0.

Q 8. Soit n €N,
ny1(a)® —a = ! (cn(a)4 + 2ac,(a)? + a2) —a= 1 (cn(a)4 — 2aca(a)? + a2)
4cn(a)2 dcy, (a)2
— 2 N2
4en(a)? (en(@)® ~a)

donc ¢, 11(a)? = a et c,y1(a) > 0 d’oit ¢,41(a) = +/a pour tout n € N et par conséquent,
VneN* c¢,(a) = +a

Q 9. On déduit de la question précédente que (¢p(a))n>1 est décroissante car

1 1
ens1(a) =~ enla) = 3 (“’”“) * ()) " e (@ (@ Fe) SOpourn>1
La suite (¢, (a)) est décroissante et minorée par /a, elle est donc convergente. Notons £ = lim ¢, (a).

n—+0o0

1
Par passage a la limite dans Pégalité c¢,41(a) = 3 (cn(a) + - C(La)>,

1
€=§(€+%> donc 2 —a=0 doule{—+a,a}

Or £ = \/a car ¢,(a) = 4/a dou £ = /a.

1 2 3 1 !
Q 10. Onacy(2) = 3 <00(2) + co(a)> =3 donc ¢1(2)? =2 =1 =8(55) -
1\*
Hérédité : soit n € N*. Supposons ¢, (2)? —2 < 8 <32> . On a alors :
2

271,—1
na(2) —2 = 4cn1<2)2 (e ~2)" < 4cn1(2>2 [8 (312 1

en utilisant ¢, (2)? > 2 (Q8).

1
On en déduit par récurrence que pour tout n € N* cn(2)2 —-2<8 <> et

vl - 202 < 5 () e () )

2n—1 - 1
o ’I’LHO#»OO n3/2 ’
1
1)? 1
La suite [ — converge plus vite que | —= |.
32 n3/2

12. On cherche & calculer ¢, (2) tel que |c,(2) — /2| < 10~ pour avoir 10 décimales correctes.
Q q P
1

271—1
1 1
Q 11. Par croissance comparée lim n3/? (32> = 0 donc <32>

n—+0o0

211—1

D’apres l'inégalité de la question Q10, il suffit d’avoir % (3%)2% < 1071, ou encore, 4 (3%) <
10718,
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n=0

c2 =1

eps = 10%x(—11)

while 4x%(1/32)*%%(2+*n —1) >= eps :

c2 = (c2 + 2/c2)/2
n = n+l
print (c2)

Q 13. Les matrices de O(2) sont les matrices de la forme :
R(O) = (c?s(e) fsin(ﬁ)) ot S(0) = (c?s(ﬁ)
sin(f)  cos(6) sin(6)
Q 14. On a S(0)? = I1 pour tout § € R et R(m)? = I5.
De plus R(0)? = R(20) # I3 si 0 ¢ {kn,k € Z}.
Les racines carrées de Iy dans O(2) sont R(0) = I, R(w) et S(0), 6 € R.

I, possede une infinité de racines carrées.

—cos(f

sin(6) ) bem
) )

Q 15. Une matrice symétrique est positive si et seulement si ses valeurs propres sont positives.

Q 16. M est symétrique réelle donc d’apres le théoréme spectral,

il existe P € O(q) et D = diag(A1,---, ;) tel que M = PDP~! = PDPT,

On pose B = PAPT avec A = diag(v/A1, - ,\/)Tq) (possible car les valeurs propres de M sont
positives : A; = 0).

On a alors B2 = PA?2PT = PDPT = M.

Et la matrice B est symétrique (BT = B) positive car ses valeurs propres (1/);) sont positives.

Q 17 (rédaction 1). Soit C une matrice symétrique positive vérifiant B2 = C? = M. Montrons que
B = C. Pour cela, on va montrer que les applications linéaires f : x — Bz et g : x — Cx sont égales sur
chacun des sous-espaces espaces propres de M, Ker(M — Al,).

Soit A € Sp(M). Notons Ey = Ker(M — \,).

On a BM = B? = M B donc E), est stable par f (on pourrait dire par B).

L’endomorphisme induit par f sur Fy, noté f, est diagonalisable car f est diagonalisable.

On cherche le spectre de f).

Soit 1 € Sp(fa). Alors il existe x € Ey, non nul, tel que f(z) = pzx, c’est-a~dire Bx = pz. Ona pu >0

car B est symétrique positive et
Ao =Mz = B%x = p%z dot A=p? donc p=+\

Par conséquent, Sp(fy) = {v/A} et f\ étant diagonalisable, on en déduit que fy = VA idg, .
On montre de méme que ’'endomorphisme induit par g : z — Cax sur Ey est gy = VX idg, = fi.
Donc pour tout z € Ey, fa(z) = gr(z) = vV Az, soit Bx = Cx.

Or M étant diagonalisable (th. spectral), M,;1(R) = @ Ker(M — AI,);
AESP(M)

on en déduit Bx = Cz pour tout z € My 1(R) d’ou B = C.

Q 17 (rédaction 2). On reprend les notations précédentes. L’idée principale reste identique, on
veut montrer que Bz = Cz pour tout € M, 1(R) et pour cela, il suffit de le vérifier sur chacun des
sous-espaces propres de M, Ker(M — A\;). Le point crucial de la démonstration est d’obtenir que pour
z € Ker(M — \I,), Bx = Cx = \/\z, cest-a-dire, x € Ker(C' — v/AI,) (et z € Ker(B —v/Al,))

On souhaite donc montrer I'inclusion Ker(M — A1) < Ker(C — +/XI,) (il suffit de le faire pour C,
car on en déduira le résultat pour B qui vérifie les mémes hypotheses que C).

Montrons que Ker(M — \1,) = Ker(C —+/A1,) pour tout A € Sp(M).

L’inclusion Ker(C' — /A1) € Ker(M — \1,) est élémentaire.

On va montrer 1’égalité des dimensions pour conclure.

On a C symétrique réelle donc diagonalisable : C = PAP~! d’ott M = C? = PA?2P~1,
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On en déduit que Sp(M) = {u?, € Sp(C)} et comme Sp(C) = R, Sp(C) = {+/\, X € Sp(M)}. Par

conséquent, M et C' étant diagonalisable par le théoreme spectral,

3 dim[Ker(M -A)]=q= Y dim[Ker(C—pI)]= Y dim [Ker (O - fAI,L)]
AeSp(M) nesSp(C) AeSp(M)
Dot :
3 [dim (Ker (M — A1) — dim (Ker (C - fuq))] -0

AeSp(M)

>0 car Ker(C—vVA\I;)cKer(M—XI,)

Une somme nulle de nombres positifs ou nuls implique que tous ces nombres sont nuls et on en déduit

légalité souhaitée pour tout A € Sp(M) :
dim (Ker (M — AI,)) = dim (Ker (C - ﬁfq))

Q 17 (rédaction 3) Supposons C? = M avec C symétrique réelle. Montrons pour tout A € Sp(M),
égalité Ker(M — \1,) = Ker(C — /A1) qui est le point clé de la démonstration.

L’inclusion Ker(C' — /A1) = Ker(M — \1,) est élémentaire.

Montrons I’autre inclusion, Ker(M — A 1I,) < Ker(C' — /A 1,)

ler cas : A = 0. On a C diagonalisable car symétrique réelle, donc C est semblable & une matrice
diagonale A donc rg(C) = rg(A) = rg(A?) = rg(C?) = rg(M) en utilisant que pour une matrice
diagonale rg(A) = rg(A?).

Par le théoréme du rang, on en déduit dim(Ker C) = dim(Ker M) ; mais on a aussi Ker(C) < Ker(M)
d’ou Pégalité Ker(C) = Ker(M).

Deuxiéme cas : A > 0. Soit 2 € Ker(M — A1,). On a en posant y = (C' — VA1) :

(C+ VALY = (C+ VAL (C —VNI)x = (C? = AI))x = (M —\I,)z =0

Donc y € Ker(C ++/A1,) et Ker(C ++/AI, = {0} car —/\ n’est pas valeur propre de C' car C symétrique
positive donc ses valeurs propres sont positives ou nulles.
Donc y = 0 soit 2 € Ker(C' — VAI,).

Q 18. Initialisation : My = I, est bien définie et on a ¢o(A;) = 1 donc :

Pdiag (co(A1),- -+ ,c0(Ag)) PT = PI,PT = I, car P € O(q).

Hérédité : soit n € N. Supposons M,, = Pdiag (¢, (A1), -+, cn(Ag)) PT.

On a d’apres la question Q7, ¢, (A;) > 0 donc det(M,,) = []]_, ¢n(Xi) > 0 et par conséquent M, est

inversible.
Par conséquent, la matrice M,, 1 = % (Mn + MMn_l) est bien définie.
De plus, on a M ! = P diag (cn,él) L Cn(lm) PT d'on :
MM, * = Pdiag (A1, ,\,) PP diag( 1 s L >PT
7 cn(A1) cn(Aq)
—taq
. A1 A )
= Pdia, oo, —2 | pT
¢ (wn ea(ry)
D’ou,

1 1 ) . A
M, = 5 (Mn + MM;I) = §P [dlag (en(A1), -+ yen(Ag)) + diag (c (;\1), ,

_ Pdiag (; <cn(A1) + Cn?;l)) % (cn()\q) + cﬂ?;q) ) pr

= Pdiag (ch+1(A1),- - 7Cn+1()‘q)) pT

Q 19. On a pour tout i € [1, 4], hrf cn(Ai) = A/ A d’aprés Q9. Donc par la caractérisation de la
n—+0oo

rédaction 3 : on montre
légalité Ker(M — X 1Iq)

= Ker(C — V/\I;) par
double inclusion, en utili-
sant 'égalité (M — \1y) =
(C+ VAI)(C —VAI)



limite d’une suite de matrices, par la limite des suites coordonnées :

lim diag(cn(A1),- - ,cn(Ag)) = diag (\/E, e ,\/)Tq)

n—-+0o0

Et application ¢ : M +— PMPT est linéaire sur M, (R) qui est de dimension finie donc ¢ est continue

d’ou :

lim (Pdiag(ch(A), - ,cn(Ag)) PT)

n—+00

Jlim_ o (ding (e, (M) . e0(A)))

o | Jim, ding e () a0 |

= Pdiag (v, /) P = VM

Q 20. f a au plus un point d’annulation sur /. En effet, si f posséde deux points d’annulation ¢; et
ey €I, avec ¢; < cg. On a f(e1) = f(cz2) = 0. f étant continue sur [c1, c2] et dérivable sur |eq, co[ alors

d’apres le théoreme de Rolle , il existe c3 €]cy, ea[, f/(c3) = 0 absurde car f’ ne s’annule pas sur 1.

Q 21. f est de classe C? sur I donc f” est continue sur le segment J, donc f” est bornée sur J, (et

ses bornes sont atteintes) donc sup |f”| est bien défini (et c’est un max).

De méme f’ est continue sur le segment J,., donc |f’| aussi (par composée de fonctions continues) et

donc | f’| est bornée, et elle atteint ses bornes : i, = i?f lf'| = H}in |f'| est bien défini (et I'inf est atteint).

De plus, f’ ne s’annule pas sur I, donc ne s’annule pas sur J, donc i, = n}in |f'| > 0.

Q 22. I est un intervalle ouvert non vide et ¢ € I donc il existe ro > 0 tel que J,, < 1.

De plus, on a pour tout r €]0,7¢], J < J, donc s, < s, €t 4, = 4., et par conséquent, K, < K.
Si Ky, =0, alors r = rg vérifie K, = 0 donc 0 < rK, < 1.

Si K, > 0, alors on considere r € ]0, %m[ On a alors 0 < 7K, <rK,, < 1.

Autre rédaction : on a pour tout r €]0,r¢[, 0 < rK, < rK,, donc par le théoréme des gendarmes,

lim+ rK, = 0 donc il existe r > 0 tel que 7K, < 1.
r—0

Q 23. [ est de classe C* sur J. et |f”| < s,. Donc on peut appliquer Iinégalité de Taylor-Lagrange
a lordre 2 :
ST
fle) —flen) = flen)(c—en)| < E‘C —cnl?
~——
=0

Par conséquent, en utilisant |f'(c,)| > iy,

f/(cn)cn - f(cn) - f/(Cn)C < Sr

|cn+1 - C| =
On a ¢, € J, donc |¢, — | < r d’ou

leni1 — ¢ < Kplep — > < K2 = (P K r <7

~——
<1
Par conséquent, ¢, 11 € [c—r,c+ 1] = J,.
Q 24. On procede par récurrence sur 7.
Initialisation : 'inégalité est une égalité pour n = 0.
K, leo — )
Hérédité : soit n € N. Supposons |c, — ¢| < M et ¢, € J,.

K
On a alors par la question précédente, ¢, 1 € J, et

2n+1

ny 2
(Krleo —e)® |~ _ (Kileo )
K, K,

leni1 — ¢ < Kplen — cf* < K, (

Ce qui acheve le raisonnement par récurrence.

la continuité de M +—
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teintes



De plus, ¢ € J,- donc |cg — ¢| < r d’ott pour tout n € N,

(Brleo —e)* _ (rK,)”

0<|cn —c| < X < K

Or 0 < rK, <1 d’apres Q22, lirf (TK,,)zn = 0 donc par le théoreme des gendarmes,
n——+0o0
lim e, —¢c =0 dou lim ¢, =c
n—+0w n— -+

Q 25.

def newton(cO0,f,df) :
cn = c0
for n in range(51) :
if abs(f(cn)) < 10%x%(—10) :
return cn

cn = cn — (f(en)/df(cn))

Q 26. Soit p une racine complexe de P’. Alors p n’est pas racine de P car P est scindé a racines

simples. Par conséquent , p n’est pas valeur propre de M donc M — ul, est inversible.

s s’

On décompose P’ = H(X — ;)™ On a alors P'(M) = H(M — pidy)"
i=1 i=1
D’apres ce qui précede, pour tout i € [1, ], M — p;1, est inversible, donc P'(M) est un produit de
matrices inversibles, donc P’(M) est inversible.

S

Q 27.On a xyp = H(X — i)Y avec a; < ¢ car deg(xn) = q.
i=1
Par conséquent,

S S

Po= ] =207 = [T = 2™ (=207 = xar | J (X =27

i=1 i=1 =

eC[X] car ¢=a;

Donc xjs divise P9, il existe Q € C[X] tel que P? = x Q.
On en déduit P(M)? = xp(M)Q(M) = 0 d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton (xa (M) = 0).
Donc P(M) est nilpotente.

Q 28. On utilise 'existence de B, € C[M] telle que P(M,) = (P(M))*" B,.

Soit n € N tel que 2" > ¢. On a alors P(M)Qn = 0 d’apres la question précédente donc, P(M,) =0

et par conséquent, M, 1 = M,. Ce qui montre que la suite (M, )nen est stationnaire.

Q 29. Montrons par récurrence que M et M,, commutent.

Init : pour n =0, M,, = My = M donc le résultat est clair.

Hérédité : soit n € N. On suppose que M et M, commutent.

On a P(M,) = P(M)*"B,, avec B, € C[M] donc P(M,) € C[M] donc MP(M,) = P(M,)M.

On a P(M,) € C[M] donc P'(M,) € C[M] donc MP'(M,) = P'(M,)M et par conséquent,
MP'(M,)~' = P'(M,)"'M. On peut alors écrire :

MM,y = MM, — MP(M,) P'(M,)"" = M,M — P(M,) MP'(M,)™" = (M, — P(M,)P'(M,)"") M
M~ Y—— —
=M,M  —pP(M,)M =P/ (M,)"'M

= n+1M

Q 30. En reprenant le raisonnement de la question 28, pour tout n tel que 2" > ¢, P(M,) = 0 et

cours : M — ply inversible
ssi p € Sp(M)

caractérisation de A dia-
gonalisable par existence
d’un polynéme annulateur

scindé simple



M, = A. D’ou P(A) = 0 : P est un polynéme annulateur de A , scindé a racines simples donc A est

diagonalisable.

Q 31. D’apres Q29, M et M,, commutent pour tout n € N et comme il existe ng € N tel que A = M,
M et A commutent. Par conséquent, AN = A(M — A) = AM — A2 = MA— A? = (M — A)A = NA.

0

Soit ng tel que M,,,+1 = A. On a alors

S

0

N=M-A=My— M1 =Y (My— M)

= Y PP (M)

n=0
= P(M) Y P(M)*~'B,P'(M,)"" = P(M)C
n=0
-z

P(M) et C commute car B,, € C[M] et P'(M,,) € C[M] donc
N?=PM)ICT=0 car P(M)? =0 (Q27)

Q 32. On écrit le développement limité en 0 de /1 + = a 'ordre ¢ — 1, en reprenant les notations

dela question 3 :

x—0

q—1 g—1
Vitz = Z (=1)" 1 b,2™ + o(z7h) = Ry(x) + o(x7) avec R, (x) = Z (=1)" b, 2"
n=0 n=0

Alors par produit de DL :

ltz=vita =, Ry(z)* +o(x?1) donc 1+z— Ry(z)? =, o(z?71)
Par conséquent, le mondéme de plus petit degré dans le polynéme 1+ X — R, (X)? est a,, X™ avec n > gq,
autrement dit :
2q—2 q—2
1+ X = Ry(X)? = ) apX¥ = X9 ap g X5 = X9Q(X)  avec Q € R[X]
k=q k=0

Donc X7 divise 1 + X — Ry(X)2.

Q 33. Soit NV une matrice nilpotente de M, (C). Alors N? = 0. Rappelons rapidement pourquoi :

il existe un entier k tel que N* = 0. Alors X* est un polynéme annulateur de N et les valeurs propres
de N appartiennent donc & Iensemble des racines de X%, qui est réduit & {0}. Donc Sp(N) = {0} (le
spectre n’est pas vide dans C car le polynéme caractéristique posséde au moins une racine dans C).

Donc le polynéme caractéristique de N est xyny = X? et donc par le théoreme de Cayley-Hamilton,
N7 =0.

En reprenant le polynéme R, de la question précédente, on a :
I,+ N —RyN)>=NIQ(N)=0 donc R, (N)?=1I1,+N

Donc Ry(N) est une racine carrée de I, + N.

Q 34. On montre par récurrence que pour tout n € N, M, est a coefficients réels :

My =M e M;[R).

Soit n € N. Supposons M,, € M,(R). Les valeurs propres de M sont réelles car M est trigonalisable
dans M,(R); par conséquent, P = [[_, (X — ;) € R[X].

Donc P(M,,) € My(R) et P'(M,) € M,(R) et par conséquent, P'(M,)~1 € M,(R).



Dot M, 41 = M,, — P(M,,)P'(M,)"" € M,(R). Ce qui termine la récurrence.

La suite (M,,) étant stationnaire; constante égale & A & partir d’un certain rang, A € M,(R).
Puis N = M — Ae M,(R).

En reprenant la démonstration de la question Q30, on a P(A) = 0, et P est un polyndéme scindé a

racines simples dans R (les valeurs propres de M) donc A est diagonalisable dans M (R).

Q 35. On a P(A) = 0 donc toute valeur propre de A est racine de P :
Sp(A) c {racines de P} = Sp(M) < R%. Donc Sp(A) < R¥.

Q 36. Les valeurs propres de A, notées A/, - - ,)\;, étant strictement positives, on peut reprendre la
méthode vue en I1.C, pour obtenir une racine carrée de A, a partir de A = P diag ()\’1, e ,)\f]) Pt

en posant A’ = Pdiag (\/)71, . ,\/)T:]) P~t ona (A)? = A.

Onaalors M = A+ N = A(l, + A~'N).

Les matrices A et N commutent donc A~ et N commutent donc (A71N)? = (A71)IN? = 0.

A7IN est donc nilpotente donc en utilisant la question Q33, (Rq(A_lN))2 =I;+A"IN.

Les matrices A’ et Ry(A™'N) commutent (cf ci-dessous) donc
(AR (AT'N))? = (A)? (Ry(A'N))* = A(I, + A7'N) = M

Donc A'R,(A7'N) est une racine carrée de M.

Précisons pourquoi A’ et Ry(A™'N) commutent.
En notant A}, ---,\, les valeurs propres deux & deux distinctes de A.
Alors en utilisant les polynémes interpolateurs de Lagrange par exemple, il existe un polynoéme
Q € R[X] tel que
vie[Ls], /X =Q\)

On a alors A’ = Pdiag (y/A], ,4/)\;) P71 =...=Q(A) donc A’ € C[A].

Or A™'N commute avec A car A et N commutent donc A’ et Ry(A™'N) commutent.



