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Remarque : Soient m et n dans N.
Vu que e est linéaire, une formule de quadrature I,,(f) est exacte sur R,,[ X ] si, et seulement si pour tout k € [0, m], e(Xk) =0.

La formule de quadrature I,,(f) est donc d’ordre m si et seulement si pour tout k € [0,m], e(X*) =0 et e(X™*") % 0.

Q1. Silo(f)=f(0), alors e(f) = folf(t)dt—f(()). On calcule e(1) =0 et e(X) = % # 0 donc

‘ L’ordre de la formule de quadrature Io(f) = f(0) est égal a 0.

ef) = Are (3s) - Ase (22)

Q 2. Silo(f)=[(1/2), alors e(f) = folf(t) dt — f(1/2). On calcule e(1) = e(X) =0 et e(X?) =1/3-1/4 # 0 donc

‘ L’ordre de la formule de quadrature Io(f) = f(1/2) est égal a 1. ‘

Q 3. Soit (Ao, A1, X2) € R®.
La formule de quadrature I2(f) = Ao f(0) + A1 f(1/2) + A2 f(1) est exacte sur Ro[ X ] si et seulement si
A +A1+A = fol dt=1
foltdt= 1/2 e oy A1, A2) = (1/6,2/3,1/6).

12
f £2dt=1/3
0

1 1
e(X3):/ dt-\/8-Aa=1/4-1/12-1/6=0 et e(X4):f 1 dt - \1/16 - Ao = 1/5 - 1/24 - 1/6 = ~1/120 + 0.
0 0

e(l)=e(X) = e(X2) =0 c’est-a-dire A1/2+ X2

)\1/4+)\2

Pour ce choix de (Ao, A1, A2), on calcule :

La formule de quadrature I>(f) = éf(()) + ;f(l/Q) + %f(l) est d’ordre 3.
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Q.

Q 8.

D’apres I'énoncé, 'application ¢ est linéaire.

Soit P € Ker(p) : P admet n + 1 racines distinctes zo, z1,...,zn et P est de degré au plus n donc P est le polyndéme nul.

L’application ¢ est donc injective.

De plus les espaces de départ R,,[X] et d’arrivée R™*" ont la méme dimension ( & savoir n+1) donc ¢ est un isomorphisme.
) il ] ) ) 0 sii+j o

Notons (g0,¢€1,...,&n) la base canonique de R""". Pour i et j dans N, on pose aussi d; ; = . Soit i € [0,n].

0 sii=j
Soit P € R,[X]. On a les équivalences :

(Vielo,nl, P(z;) =di;) < @(P)=e; < P=¢ ()

1l existe un unique L; € R,[X] tel que Vj € [0,n], P(x;)=6;, : il s'agit de L; = o (&;).

n+1

L’image de la base canonique de R par I'isomorphisme ap_l est une base de R,[X] donc

‘ (Lo, L1,...,Ly) est une base de R,,[X]. ‘

Pour tout k € [0,n], Lrw est une combinaison linéaire de fonctions de la forme z — xzw(at) donc est intégrable sur I et
e(Ly) = fILk(x)w(m) dz— 3 AjLi(x;) = fILk(ac)w(x)dx “ e
3=0

e Sila formule I, (f) = > A; f(z;) est exacte sur R,[X], alors pour tout k € [0,n], e(Lx) =0 i.e. Ap = ka(x)w(x) dz.
J=0 I
e Réciproquement, si pour tout k € [0,n], A\x = ka(oc)w(:L‘) dz, alors e(Lo) =e(L1) =...,e(Ln) =0.
I
Or e est linéaire et (Lo,...,Lyn) est une base de R,[X], donc e est nulle sur R,[X].

Autrement dit, la formule de quadrature I,,(f) = > A; f(z;) est exacte sur R,[X].
=0

La formule I,(f) = > \; f(z;) est exacte sur R,[X] si, et seulement si V& € [0,n], \x = _[Lk(w)w(:c) dz.
I

Jj=0

On prend (zo,z1,22) = (0,1/2,1).

(X —21)(X —x2)
(wo = x1) (w0 — x2)
Py eRa[X] et Po(xo) =1, Po(x1) = Po(x2) = 0. Donc d’aprés Q5. Py = Lo. On obtient de méme L et Lo :

Considérons Py (X) =

S (X-1)(2X -1).

\ Lo(X) = (X -1)(2X - 1), L1(X) =4X(1 - X) et Lo(X) = X(2X - 1). \

On calcule ensuite

AO:folLo(t)dt:f01(2t2—3t+1)dt:1/6
>\1:/OlLl(t)dt:4/01(t—t2)dt:2/3
>\2:fong(t)dt:fol(ztz—t)dt:1/6

et on retrouve bien les coefficients de la formule de quadrature I>(f) de Q3.
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Qo.

Q 10.

Q 11.

Soit z € [a,b]. La fonction f étant de classe C"™*" sur [a,b], la formule de Taylor avec reste intégral fournit :

_ & (z-a)*
f(x) =Tm(z) + Rm(z) en posant T, (x) = 1;) BT

F®(a) et Run(z) = / @ﬂm“)(t)dt.
a m!
Vu que pour tout ¢ € [z,b], pm(z,t) =0, on a

@) = = [ om0 7 (1) .

On a donc, en libérant x :

Vz € [a,b], f(z)=Tn(z)+ Rm(xz) avec Run(z)= % /:] O (, 1) £ (1) dt.

De plus T,, est polynomiale de degré au plus m donc par hypothése e(T3,) = 0. On conclut en utilisant la linéarité de e :

e(f) = e(Rm) en posant Ry, (x) = i' fbgom(x,t)f(m”)(t) dt.

m

On suppose que m € N*.

n b
e(Rm) = %/ab(/abme(:c,t)f(MH)(t)dt)w(x) dz—;))\ji [l <pm(x7t)f(m+1)(t) dt.

Avec la linéarité de l'intégrale :

) = o [ om0 @) ar) a5 [75 0 pn w05 D0 dt

z—t+z—t\" .
— ) etquiest

de toute fagon admis par ’énoncé ). De plus, les fonctions f(mH)et w sont continues sur [a,b] par hypothése, donc la

La fonction ¢,, est continue sur R* car m > 1 ( ce qui est clair en observant que @, (z,t) = (

fonction (x,t) — <pm(m7t)f(m+l)(t)w(x) est continue sur [a, b]27 ce qui permet d’utiliser le résultat admis par I’énoncé :

e(Rom) = %fab(/abcpm(ac,t)w(x)dx)f(m“)(t)dt—%fab;)\japm(m,t)ﬂm”)(t)dt.

Dot le résultat en regroupant les deux intégrales :

b
e(Rm) = % fa Ko (1) £ () dt en posant K = e(z = om(,1)).

Lei, e(9)=/olg(t)dt—w.

Fixons t dans [0,1]. Observons que Vz € [0,1], ¢1(x,t) = max(z - t,0).

K1(t)=foltm(x,t)dx—w=W+ftl(x—t)dx—M+2maX(l_t’0).

(-1 1-t t(t-1)
2 ]_T_i'

D’ou Ki(t) = [7 5

t

Vie[0,1], Ki(t) = @

1
Daprés Q10. e(g) = fo K1(t)g" (t) dt.

La fonction g” est continue sur le segment [0,1] donc sup |g”(x)| existe et
xz€[0,1]
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el < [ [Ka0g" (1) at < s [9(@)] [ —dt—ﬁzfup 9" (@)|

Q 12. Pour n =3, T5(f) est la somme des aires des trapézes hachurés.

J .

Q 13. Soit f:[a,b] - R de classe C*>. Commencons par transformer I'expression de e, (f) :

en(f) = fabf(ac)da:— b;“ T f(ai) + f(ain)

i=0 2
b n-l1 a4 ; .
- [Mr@yan -y [ e e
a i=0 Jai
n—-1 ay n-1 a;y . .
= Z ' f(z)dx - Z ' M dx avec la relation de Chasles
i=0 Jai i=0 Jai 2
n-1 a;q . .
= ' f(z) - CORSICEY dx avec la linéarité de I'intégrale
i=0 Jai 2

b—
Pour i € [0,n - 1], le changement de variable affine : |z = taj+1 + (1 —t)a; = —at + a; | fournit :
n

L (- L2 Cdy e (s 1y - L)) gy

n

9:(0) + (1)

5:(0) = S+ (1= Dan) et e(g) = [ gi(0)ar- 2422

Avec ces notations, on obtient bien :

en posant

)

=0

en(f) =

Q 14. En utilisant I'inégalité triangulaire, puis la question Q11., il vient :

[u

b—a "l ba”’i

Slelo < 1T 5

len ()] < sup |9 ;)]

1
Soit 7 € [0,n —1].

(b- a)

Vte[0,1], g7 (t) = (ais1 — ai)’ " (tai + (1 = t)ai) = ~~—2— " (tais1 + (1 - t)a;)

et lorsque ¢ décrit le segment [0,1], ta;+1 + (1 —t)a; décrit le segment [a;, ai+1], donc

(b- a)

(b-a)y “) ()] <

Ze[az ‘11+1

vte[0,1], |gi'(t)] < supb]|f"(:c)’.

En particulier,

vie -1l sup of(0)] < w17
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Finalement,

33
w17~ O

n2

en(f) < 2205 L—a)

no 12 07 aeqap)

sup |f"(x)|
z€e[a,b]

Q 15. Soient f et g dans E.
e La fonction fgw est continue sur 1.
1
e Pour tous réels a et b, (Ja| - [b])* > 0 donc en développant on obtient |ab| < 5((12 +b%).

Il s’ensuit que Vte I, |f(t)g(t)| < %(|f(t)|2 +|g(t)[*), d’ot, en multipliant par w(t) > 0 :
Viel, |f(t)g(t)w(t)] < %(|f(t)|2w(t) +lg(0)]* w(t))

1
La fonction ¢ — 5(|f(t)|2 w(t) +|g(t)]> w(t)) est intégrable sur I (comme combinaison linéaire de fonctions intégrables

sur I) et on conclut grace au théoréme de comparaison sur les fonctions intégrables.

Pour tout (f,g) € E?, la fonction fgw est intégrable sur I.

Q 16. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de 1'espace C’O([O, 1],R).
e [ est contenu dans CO([O, 1],R), et la fonction nulle appartient clairement a E.
e Soient (f,g) € E* et (A, p) € R%.
La fonction (A\f + ug)Qw = XN fPw+ 22 ufgw + i’ g” est intégrable sur I comme combinaison linéaire de trois fonctions
intégrables sur I ( d’aprés Q15.).

Donc Af + ug appartient a E.

‘ FE est un R-espace vectoriel

Q 17. e (f,g9)~ (f,g) est une application de E? a valeurs dans R d’aprés Q15.
e (.,.) est bilinéaire par linéarité de D'intégrale et on a évidemment V(f,g) € E*, (f,g) = (g, f).
e Soit f € E non nulle. La fonction f2w est continue,intégrable, positive et non identiquement nulle (car w est

a valeurs strictement positives) sur I, donc son intégrale sur I qui vaut (f, f) est strictement positive.

L’application définie par (f, g) = ff(m)g(x)w(:r) dx est un produit scalaire sur E.
I

Les remarques suivantes seront utilisées dans les questions Q18. & Q20. :

Remarque 1 : pour tout n € N, la famille (po,p1,...,pn) est une famille orthogonale de n + 1 polynémes non nuls de R,,[X];

(po,p1,--.,pn) est donc une base orthogonale de R, [X] pour le produit scalaire (.,.).

Remarque 2 : pour tout n € N, p,.1 est donc orthogonal & tout polynoéme de Vect(po, p1,...,pn) = R, [X].

Q 18. Soit n e N™.

NB : L’énoncé suppose que pn, a au moins une racine dans l'intérieur de I, ce qui n’est pas évident.
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e Supposons que p, n’ait pas de racine dans l'intérieur de I, alors par continuité p, garde un signe constant sur l'intérieur
de I et donc sur I.
La fonction x + p,(x)w(z) est continue, intégrable sur I, garde un signe constant et n’est pas identiquement nulle sur

I donc fpn(a:)w(m) dz # 0 c’est-a-dire (pn, 1) # 0. Cela contredit le fait que p,, est orthogonal a po.
I

e Donc p, a au moins une racine dans l'intérieur de I et on peut reprendre les notations de 1’énoncé.

Avec ces notations, il existe un polynéme R, sans racine dans l'intérieur de I, tel que :

pn(X) =[(X —2:)™ R(X) etdonc pn(X)g(X)= g(w—xi)m”“R(ﬂf)-

i=1

Or les m; + €; sont des entiers pairs et par continuité R garde un signe constant sur ’intérieur de I et donc sur I.

Par conséquent, la fonction x — p,(x)g(x)w(z) est continue, intégrable sur I, garde un signe constant sur I et n’est
pas identiquement nulle sur I (sans quoi le polyndome p,q qui est de degré n + k aurait une infinité de racines donc
serait nul).

Il s’ensuit que [Ipn(m)q(m)w(x) dz # 0 c’est-a-dire (pn,q) # 0.

Mais avec la remarque 2, p, est orthogonal a tout polynéme de R,_1[X], donc ¢ est de degré supérieur ou égal a n.
Or par construction le degré de ¢ est au plus égal a k, donc k > n.

La polynéme p,, admet donc au moins n racines distinctes x1,...,z, dans I'intérieur de 1.

Vu que p,, est de degré n, on a donc établi que :

‘ pr. admet exactement n racines distinctes (et simples ) dans l'intérieur de I.

Q 19. Soit neN. Posons 7, (X) = [J(X - ).
=0
II,, n’est pas le polynéme nul donc

/Iﬂn(a:)Qw(x) dz = (7, ™) >0

n
Pourtant I,,(72) = > Ao (x;) = 0. Ainsi e(72) # 0 donc le degré de II2 qui vaut 2n + 2 est strictement supérieur a m.
=0

‘ m < 2n + 2 c’est-a-dire m < 2n+1

Q 20. e Supposons que m =2n+ 1.

Posons mn(X) = [[(X - @i). Soit P € R,[X]. Le degré du polynome 7, P est au plus égal & 2n + 1 donc
i=0

0=e(Pra) = [ Ple)m(e)u(e) da - W ~(Pm)

Donc 7, est orthogonal & R, [ X].

n+1l
. . . Tn 7
Avec la remarque 1, il existe des réels ap, a1 ...,ans1 tels que m, = Z a;p; et pour tout ¢ € [[O,n]], = % =0,
i=0 i, Di

donc 7, = Qn+1Pn+1, C€ qui prouve que les z; sont les racines de pp1.

e Réciproquement, supposons que les x; soient les racines de pp1.
Soit P € Rap+1[X]. Faisons la division euclidienne de P par ppq1 :
il existe Q et R dans R[X] tels que P =p,+1Q + R et deg(R) < n.

Vu que e est linéaire :

e(P) = e(pnn Q) +e(R)
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Q 21.

Q 22.

Or, en utilisant le fait que les x; sont racines de pn+1, puis que pn+1 est orthogonal & R,[X] (remarque 2) :

e(Pr+1Q) = (Pn+1,Q W= 0

De plus, la formule I,,(f) est d’ordre m > n et deg(R) < n, donc e(R) = 0.

Finalement e(P) = 0 et ce pour tout P € Rap41[X] : autrement dit, la formule I,,(f) est exacte sur Rapn41[X ], donc

m 2 2n+1. Dot m=2n+1 avec Q 19.

‘ La formule I,(f) est d’ordre maximal (égal & 2n + 1) si, et seulement si zo,1,...,Zn sont les racines de pn+1

Pour alléger, nous assimilerons pour tout n € N, le polynéme X™ & la fonction polynomiale z ~ z™.
Commencons par observer que :
5 o 1o 0 si ¢+ j est impair
V(i,j) € N7, (X',XJ):f 9 dt = 9
-1

t+7+1

si ¢+ est pair

La famille obtenue en orthogonalisant la base (X" )nen de R[X] avec le procédé de Gram-Schmidt vérifie les proprités
(a),(b) et (c) du préambule de 1I-B, donc est égale a la famille (pp)nen.

Orthogonalisons donc la famille (1, X, X2 XB) avec le procédé de Gram-Schmidt :

o po=1

e p1 =X —Apo ou A est tel que (p1,po) =0, donc A =0. D’ou p1 = X.

e po= X% - A1p1 — Aopo ol A1 et A\g vérifient < ) Aipnpr) e g: A {propr) . Dot pa = 2_1
< 0) Xo (po, po) §=2)\0 3
(X2, p2) = X2 (p2,p2) 0= X2 (p2,p2)
e p3= X%~ Xopa — Aip1 — Xopo ol A et Ao vérifient <X3,p1> i {p1,p1) G-e % = ,\1§ Dot ps = X° - gpl
(X?,p0) = Ao (po, po) 0= Ao (po, po)

1 3 3
po=1, p1 = X, pQ:X2—§etp3:X3—gX:X(X2—g)

NB : on vérifie avec soulagement que les racines de ces polynémes sont dans | — 1,1 ( ¢f question Q18)

Les racines de ps sont xg = f\/g, xr1=0et xg = \/g

Déterminons la base de Lagrange de Ro[ X ] associée aux points zo, z1, 22 :

S

Li=1--X? et L2:§X X+q/2
3 6

(X —21)(X —a2) x(x-

(zo — 21) (0 — 22) - \/%(‘2

0=

e %‘

De méme

D’aprés Q20. une formule de quadrature d’ordre 5 est :

I(f) = Ao f(@o) + A f(z1) + A2 f(z2) on, pour je{0,1,2}, A; = [11 Lj(z)dx.

On calcule donc :
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Q 23.

Q 24.

Q 25.

Q 26.

15 3 15 2 5 /1( 5 2) 8 /1 5 \/g fl 5 5 5
= = - = = = = = = 1-— = = = = + = = - = —F
Ao [1 t(t \/7) dt /:1 t°dt , A1 B t°) dt et Ao 9 tlt de 9 tdt n

définitive :
5 3 8 5 3
Une formule de quadrature d’ordre 5 est : I2(f) = §f (—\/;) + gf(O) + §f (\/;)

. 1
NB : apres tous ces calculs, on est heureux de vérifier que In(X) = In(X?) = In(X®) = 0 et que I»(1) = 2 = / dt,
-1

2 1 2 1
L(X?) = 3° / t2dt et que Io(X*) = . / t*dt, donc que notre formule est bien ezacte sur Rs[X].
-1 -1

Soit k € N.
k

x
V1-x2

) au voisinage de 1 donc fj; est intégrable au voisinage de 1.

La fonction fr :x —

1
De méme fi(x) = O(

est continue sur | -1,1][.

1
Vi+ax

) au voisinage de —1 donc fi est intégrable au voisinage de —1.

k
Pour tout k € N, la fonction z — S —— intégrable sur ] —1,1J.

V1-22

Pour tout z € [-1,1], Qo(z) =1 et Q1(z) =x.
Soit n € N. Pour tout réel 0,

cos((n +2)0) + cos(nh) = 2cos(0) cos((n +1)0)

Soit x € [-1,1]. En prenant 6 = arccos(z), il vient :

| Qne2(2) = 20Quin (2) - Qn (). |

Montrons par récurrence sur n € N la propriété

Pr : « Qp est une fonction polynomiale de degré n et de coefficient dominant 1 si n =0 et 2" lsin > 1»

e Py et P1 sont vraies.

e Soit n > 0 tel que P, et P41 soient vraies :
La relation de Q24. montre que pour tout z € [-1,1], Qnsa(x) = 22(2"2""" + Ry (z)) - Qn(z) ot R, est une fonction
polynomiale de degré < n. Donc Q12 est une fonction polynomiale de degré n + 2 et de coefficient dominant 2" La

propriété P2 est donc prouvée et le résultat suit par récurrence :

Pour tout n € N, Q,, est une fonction polynomiale de degré n et de coefficient dominant 1 si n =0 et 2" lsin>1

Posons qo = Qo et pour n € N', g, = ———— et montrons que la suite (gn )nen vérifie les propriétés a), b) et ¢) de II-B, ce

2n71 Qn

qui donnera le résultat voulu par unicité de la suite de polynémes orthogonaux associés a w.
a) pour tout n € N, le polynéme ¢, est unitaire d’aprés Q 25.
b) pour tout n € N, le polynéme g, est de degré n d’aprés Q 25.

c¢) soient i et j dans N tels que i # j.

Qi@ 4
<qlaqj> 4n- An-1 (QHQ] 4n- An-1 / \/—_t2
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Q 27.

Q 28.

L’application x — cos(z) est une bijection C' strictement décroissante de ]0,7[ sur ] - 1,1[ donc le changement de

variable x = cos(t) fournit :

PR 4y - [ o cos(aNO. (cos(ay) @
[, s e [ Quleos(@)Qs(eos(o)) —

Or z ~ sin(z) est positive sur [0,7] et Va € [0, 7], arccos(cos(x)) = x donc Q;(cos(z)) = cos(iz), d’ou :

En linéarisant puis en observant que i + j et i — j sont des entiers non nuls, on obtient finalement :

donc la famille (g )nen est orthogonale pour le produit scalaire (., .).

On a prouvé :

. 1
po = Qo et VnEN,pTL:FQn

Les points z;, 0 < j < n de I tels que la formule I,(f) = > A; f(x;) soit d’ordre maximal sont d’aprés Q20. les racines

7=0
de pn+1, donc de Qn+1. Posons pour k € [0, n],
(2(n -k)+1 )
Ty =cos| —————1 ).
2n+2

Vu que z — cos(x) est strictement décroissante sur [0,7], on a ©o < 1 < -+ < Tp, €t

2(n-k)+1
Qn+1(zr) = Cos((n+ 1)(2?174_)2#) = cos(g +(n- k)ﬂ') =0,
‘ Zo,...,%n sont les racines de pn+1. ‘

Par hypothése R >0 donc on peut considérer un réel r €]0, RJ.
La série Z a,r™ est convergente, donc la suite (a,r") tend vers 0, donc elle est bornée.

Il existe un réel M que l'on peut prendre supérieur ou égal a 1, tel que

vneN, |a,r"| < M.

Vu que l'on a pris M > 1, ona M < M" pour tout n € N* et donc

n

. M n M
V¥neN”, |an| < — =¢" en posant g = —
T

rno

Or ap =1 donc 'inégalité ci-dessus est encore vraie pour n = 0. Finalement :

Il existe un réel ¢ > 0 tel que Vn e N, |a,| < q". ‘
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1 +o0 n
Q 29. Il existe r €]0, B[ tel que pour tout z € C tel que |z| < R, 53 = Bnz".
K n=0

Pour tout z € C tel que |z| < R, on a donc, en faisant un produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes :

+ o0 + 00 +o00 +oo n
1=S8(2) ). Bnz" = (Z anz”) (Z ,an”) = > Bromiz".
n=0 n=0 n=0 n=0 k=0
+o0 n
En particulier, pour tout réel z €] —r,7[, > > Bran-rz” = 1.
n=0 k=0

L’unicité du développement en série entiére fournit alors :

aofo=1 et VneN", ZBkan_k:O

k=0

c’est-a-dire

n-1
/BO =1let VTLEN*, ﬁn == Z an—kﬁk
k=0

Montrons par récurrence forte sur n € N la propriété

P «|Bn] < (2¢)" »

e Py est vraie car By = 1.

e Soit n € N tel que Py, ..., Pn_1 soient vraies. Avec I'inégalité triangulaire :
n—1 n—1 i & n—-1 &
1Bnl < D lom—iBrl € D" (29)" =q" D, 2" =¢"(2" - 1) < (2¢)
k=0 k=0 k=0

d’ou P, et le résultat voulu par récurrence.

Q 30. Soit (Bn)nen la suite définie par o =1 et YneN*, 3, = —Ean_kﬁk.
k=0
On vient de voir que pour tout n € N, |8,| < (2¢)™.
Soit r € R, tel que r < 2iq La suite (8,7") est donc bornée, par conséquent le rayon de convergence de la série entiére
> Bnz" qui est par définition sup {r > 0| la suite (3,7") est bornée } est supérieur ou égal a 2—1(]
Prenons z € C tel que |z| < min(R, 1/(2q)).

Par produit de Cauchy de séries absolument convergentes, il vient comme en Q29 . :

+oo n

S S B = 5 Brani” - 1.
n=0

n=0 k=0

o1 . . ..
Donc la fonction 3 est développable en série entiére au voisinage de 0.

z

- iz%0
si z
Q 31. Pour tout z € C, posons S(z) =
1 siz=0
+oo Zn +oo n
Pour tout z € C,e” = Z - donc pour tout z € C*, S(z) = Z ( O Cette égalité est encore vérifiée pour z = 0 donc :
=on! = (n+1)!
+o0o 1
VzeC,S(2)= > anz" en posant, pour tout neN, a, = ——.
(2) 7;) n p p O ST

1
D’apres Q30. la fonction 5 est développable en série entiére au voisinage de 0 : il existe r > 0 une suite (B )nen de
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nombres complexes tels que pour tout z € C vérifiant |z| <7,

S(z) Z’Bn

n=0

n

En particulier pour tout complexe z tel que 0 < |z] < 7, Z —n
=n!
. . = bn n = Cn n
Supposons qu’une suite (¢p) vérifie : Z —2" = Z — 2" pour tout z € C tel que 0 < |z < 7.
= nl! o n!
+oo +o0o
Cette égalité est encore vraie pour z = 0. On a en particulier pour tout réel ¢ e Z —n
n=0 ’I’L n=0 1
du développement en série entiére : Vn e N, ¢, = by,.

en posant b, = n!S3, pour n € N.

c o
=y —7:75" donc par unicité

+o0
11 existe r > 0 et une unique suite (b, )nen de complexes tels que pour tout z€ C, 0< |z| <7 = Ll = b—T; "
e? — noo M!
Q 32. D’aprés Q29. , la suite (by) ainsi définie vérifie by = 1 et
1 bk -1 Hn+1
VneN*, e = = by
e ! ZO‘ ’“kl Z(n k1) k (n+1)!]§)( k )’“
Il vient
" 1 n 1
Vn e N, (n+1)bn+z nr b=, " o = 0.
o\ Kk
D’oit le résultat voulu :
n—1 n
bo =1 et pour tout entier n > 2, b =0.
A
bo + 2b1 =0
b0+3b1+3b2 =0
Q 33. En utilisant le triangle de Pascal, on obtient : d’ott 'on tire successivement, :
b0+4b1 +6b2+4b3 =0
b() + 5b1 + 10b2 + 10b3 + 5b4 =0
1 1
b1=-=,b —fb =0et by=-——
A T
T +% sizeR* re vl si z e R”
Q 34. Considérons la fonction f définie par f(z) =4 €* -1 2 ={ 2ev-1
1 siz=0 1 siz=0

Vu que bp =1 et by =-1/2, on a
= bn n
Veel-rrf, fz)=1+), —
n=2 n

Or pour tout z e R*, f(z )7Ee ii—%

En particulier :

oo +o00o
Vo e]-rr[ Z—?n:1+2(71)nb—n
n=2 n=2

On conclut avec 'unicité du développement en série entiére :

VYn 2 2, by = (=1)"by, c’est-a-dire Vp e N*, byps1 = 0.

On déduit facilement de cette derniére expression que f est paire.
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Q 35. Par définition, Bo =1, By = bp X + b1, B2 = b0X2 + 201 X +bo et B3 =bg X~ +3b1. X" +3b2X + b3

Les valeurs de b1, b2, b3 et by trouvées en Q33. fournissent alors immédiatement
3.0 1

- X+ X=XX-1)(X-=

DX+ LX = X(X-1)(X - )

1 1
Bo=1 BlzX—f,BQ:XQ—X+6etB3:X‘5

m m—1
Q 36. Soit m > 2. Avec Q32., By (1) =Y, ( ) ( )bk +bm =bm
k=0 k=0
D’autre part, soit m ¢ N*.
k:O
Or pour tout k € [0,m —1], (m - k) =(m-k) o= m-1 mm_1 donc
P m-k) " "\m-k-1 k
m—1 m 1k
m b X™ =mBm-1
o\ Kk
Vm > 2, By (1) = by et Ym e N7, B, = mBm-1
Q 37. Soit n e N". Soit ke [0,n - 1]
Les fonctions g et  — By (z — k) étant de classe C' sur le segment [k, k + 1], on peut intégrer par parties

[ B lehd@de= [T Bk @) de = Bua-Re@)E - [ Bl Rg(a)de

(B gken) 4,

donc
2

1
Or 312)(—57
[ Bia-lal)g @) de = By(Wg(k+ 1) - Bi(©O)g(k) - [ g(a)d

En sommant ces égalités pour k variant entre 0 et n — 1, on obtient ’identité voulue avec la relation de Chasles

[ at@rae- 5 AOIEED - [ o a0 0

Q 38. Soit m > 2 fixé.
=1? rn B ®
fo By(z - |z])g™" (z) da.

Pour p e N*, on pose I, = '
p!
Soit p e N". En utilisant la relation de Chasles, puis la relation B,,; = (p + 1) B, on obtient

"Zl [ Bpaa -k @) do

(-1)? = /-k+1 Bp(:r—k)g(p)(x) da:— +1)'

=
i
Soit k € [0,n - 1]. Les fonctions  ~ Bys1(z—k) et ¢ sont de classe C' sur le segment [k, k+1], ce qui permet d’intégrer

f By (z - k)g"*V () da.

par parties :
[ e k) @) do = [Bya(e - g )],

2, donc Bp+1(1) = Bp+1(0) = bps1 puis

Orp+1>
[ Bpa@ -0 @)z = by (674 ) -gP 1) - [T Bpaa(a - Le)g” ™ @) do

Denis Jourdan
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En ajoutant ces égalités pour k variant entre 0 et n — 1, on obtient :

Z [ Bpaa -k @) de = by z (67 + D) =gP W) = [ Bra(a-la)g" (@) dz

= b (87 () =gV ) = [ Buaa(a -2y (@) da.

Il s’ensuit que :

VpeN', I = (-1 f’;;), (97 (n) - g™ (0)) + Iy

Mais avec la question Q37.,

[ a5 SO EED g S gy

Or avec la relation précédente,

’:gu L) - z< Y 25 (60 -6 ) - g(-np*%(g@*“(n)—g@*”m))

D’ou la relation souhaitée :

>2 [at)an= 5 SEIED B B (00 () g0 0) + COE [T B o™ )

Q 39. Soit m € N*.Posons ‘ g(z) = f(a+xh) ‘

g est de classe C™ sur [0,n], g(0) = f(a), g(n) = f(b) et pour tout j € N, g (2) =1 f9(a+zh).

Appliquons ce qui précéde a la fonction g et & I’entier 2m > 2 et tenons compte du fait que baps1 = 0 pour tout p e N*

J oan- 3 e i T (000 =0 O) s o [ Banan g s )

On exprime les différents termes de () en fonction de f :

(i) Le changement de variable affine ¢ = a + xh fournit :

/Ong(:r)dx:fo f(a+l‘h)dx—7/‘ £(t)dt.

Z * (k) +9(k+ 1) "Zl flar) + flawn) _ %Tn(f).

k=0 2

m

bap 2p-1 2p-1 bap 2p-1( p(2p-1 2p-1 (b-a)*bay, a)*bap [ (2p-1 ppot
Z < (2p)! ( p=D () — g )(0)) Z (Qp)'h (f( ) (b) - £ )(a)) I)Z::l e (f( b - ¢ )(a))

[)n Bom(z - |z])g®™ (z) dw = B*™ fon Bom (2 - |2]) f*™ (a + zh) dz

et avec le changement de variable affine t = a + zh,

/O”Bzm(x_ l2])g®™ () dz = %hszabB?m(t;La ~ lt haJ)f(zm)(t)dt
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—-a

On multiplie I’égalité () par h = b et on remplace :

b < Y2p
J @O =Ta(5) = 2 T+ pam(n)

n2p

On a la majoration :

(b-a)®™ b

(b-a)®™
(2m)! n2m

|p2m (n)] = (2m)! n2m

Ban (t_T“ - {“T‘IJ)N’“)@)‘ dt <

b
sup [Bam ()| [ |£O ()] at
z€[0,1] a

D’ou la majoration

(b—a)®" sup]\Bgm(x)\[ab‘f(Qm)(t)’dt

2m
— en posant Com = W S

oo ()] < =

—FIN—
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