Centrale PC 2020 Math 2 - Corrigé

Fonction caractéristique d’'une variable aléatoire réelle

I. Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle

I.A - Premiéres propriétés

1. Soit t e R.
Comme z — ¢ est définie sur R, donc sur X (), et comme X (Q) est fini, d’aprés le théoréme de transfert (cas fini),

¢"X a une espérance et
T T
ox(t) = E(e”’X) = Z e P(X =ay) = Z a,etr.
k=1 k=1
2. Soit t € R. _ _
Comme z + €'* est définie sur R, donc sur X (), d’aprés le théoréme de transfert (cas dénombrable), e admet
une espérance si et seulement si Y e""“» P(X = x,,) converge absolument.
n>0
Or, pour tout n € N, [e"*"P(X = z,)| = P(X = z,), donc Y [e"*"P(X = z,)| = > P(X = z,) converge (et sa
n>0 n>0
somme vaut 1), donc Z e P(X = x,) converge absolument, donc, d’aprés le théoréme de transfert, e’** admet une

n>0
espérance et

i oo +00 .
ox(t) = E(e™™) = Y " P(X =2,) = Y ape™™n.
n=0

n=0
3. e Cas fini, avec les notations de la question 1

I

ox it Z are’™* est continue comme somme finie de fonctions continues.
k=1

e Cas infini, avec les notations de la question 2

Posons, pour tout n €N, f, : t » a,e’™. Alors :
— Pour tout n e N, f,, est continue sur R.
— Pour tout n € N, pour tout ¢ € R,

|fn(t)] = |eimnan| = |an|,

donc | fnle = lan| = P(X = zy).

Par suite, comme Y |fylleo = >, P(X = x,) converge (et sa somme vaut 1), > f, converge normalement, donc
n>0 n20 n20

uniformément, sur R.

+o00

D’ou, d’aprés le théoréme de continuité sous le signe somme, ¢x = Z fn est continue sur R.
n=0

4. Soit a et b deux réels et Y = aX +0.
Pour tout t e R,
exp(itY’) = exp(it(aX + b)) = exp(itaX ) exp(ith).

Or exp(itb) € C, donc, par linéarité de l'espérance,
oy (t) = E(exp(itY)) = E(exp(ith) exp(itaX)) = exp(itb) E(exp(itaX)) = exp(itd)dx (at).

5. Pour tout t € R, —t € R, donc ¢x (-t) existe et

ox(~t) = E(e7"Y) = B (%) = E(eX) = gx (1)
Comme ¢x est définie sur R, pour tout x € Dy, , —v € Dy, , donc

¢x paire < VteR, ¢x(-t)=0ox(t)

S VteR, o¢x(t)=ox(t)
< VteR, ox(t)eR
< ¢x(R) cR.



I.B - Trois exemples
6. Si X = B(n,p), alors X () = [[0,n]] est fini et, pour tout k € [[0,n]], P(X =k) = (k) F¢" % donc, d’aprés la question
L,

i eFp(X = k::go ()k"k
>

0( )(e”p)’“ ok

k=
= (peit + q)n (d’apres le binome de Newton).

VtGR, ¢X(t

7. Si X < G(p), alors X(2) = N* est infini et, pour tout n € N*, P(X =n) = p¢"" ', donc, d’aprés la question 2,

+o0o . +o0o i i
VieR, ox(t)= Z e"P(X =n) = Z pe't (gt

n=1 n=1
1 , ,
= pe”m (série géométrique de raison ge’ ot |ge™| = ¢ < 1)
 pett
C 1-geit’

-A\n
8. Si X - P(A), alors X(£2) = N est infini et, pour tout n e N, P(X =n) = 67', donc, d’apreés la question 2,
n!

+00 itn _)\ )\ezt)n
VieR, ¢x(t)=) e"P(X =n) Z
n=0 n!

= e Mexp(Ae™)  (série exponentielle)

= exp(A(e" - 1))

I.C - Image de ¢x
9. Pour tout t € R,

ox(®l=| > e"P(X=x)
zeX ()
< Y |e"P(X =2)| (inégalité triangulaire généralisée)
zeX ()
- Y P(X=1)=1,
zeX ()

ou toutes les sommes sont soit finies, soit convergentes.

2 2
10. S’il existe a € R et tg € R* tels que X(Q) ca+ t—WZ, alors pour tout x € X (), il existe k € Z tel que x = a + t—wk, donc
0 0

2
exp(itox) = exp (ito (a + t—ﬂk)) = exp(itpa + 2imk) = exp(itga) exp(2iTk) = exp(itpa),
0

donc

¢x(to) = ), exp(itor)P(X =z)= ) exp(itoa)P(X =x)
zeX () zeX ()

=exp(itoa) Y, P(X =z)=exp(itoa),
zeX ()

donc |¢x (to)| = 1.
11. Comme |¢x (to)| = 1, il existe 0 € R tel que ¢x (to) = ™.
Posons alors a = g 0 = aty (possible car g # 0).

0
On a alors

+o00
ox(to) = Z an e = exp(itpa),
n=0

donc

exp(—itoa)dx (to) = f an exp(i(tox, —toa)) = 1.
n=0



+o00
12. Comme Y a,= ». P(X=z,)=1,0na
n=0 T, X ()

+o00 too
Z an, exp(i(tox, —toa)) = Z Qs
n=0 n=0

soit, en regroupant tout le monde du méme coté,
+ 00
Z an (1 —exp(i(tox, —toa))) =0,
n=0

donc, en passant & la partie réelle, on a bien

+00o

> an(1 = cos(toxy, - toa)) =0.
n=0

13. Pour tout n €N, a, >0 et 1 - cos(tox, —toa) >0, donc a, (1 - cos(tox, — toa)) > 0.

. . 2T
S’il existe ng € N tel que a,, #0 et x,, fa+ t—Z, alors
0

toXne —toa ¢ 27Z, donc  cos(toxs, —toa) < 1,

donc an, (1 - cos(toxy, —toa)) > 0.
On aurait alors

+ 00 +o00
Z an (1 = cos(toxy —toa)) = any (1 — cos(toxn, — toa)) + Z an (1 - cos(toxy, —tpa)) >0,
"0 >0 nn:f?o >0
ce qui est exclu d’apreés la question précédente.
D’oui, par ’absurde, pour tout n €N, a,, =0 ou x,, € a + t—ﬂZ.
0
14. On a donc
2 +o00
P(X¢a+—7TZ) - Y P(X=u,)
to neN
$n¢a+f—gZ
+ 0o +00o
= Z ap = 2 0 = 07
neN neN
wnfa-*—%—gz xn¢a+%—gZ

donc P(Xea+i—7TZ):1—P(X¢a+2t—7TZ):1.
0 0

II. Fonction caractéristique et loi d’une variable aléatoire

IT.A - Premiére méthode

Remarquons déja que, pour tout m € R et tout T' € R}, V,,(T) existe comme intégrale d’une fonction continue sur un
segment.

II.A.1.
15. Pour tout T € R},

1 rir . .
Vm(T) = ﬁ .[T (Z akezmk)e_zmtdt

T . .
— f e”“e_’mtdt) (par linéarité de l'intégrale)

= i (ak /Te“(“"mdt).
2T J_

Or, pour tout a € R,

1 T .
— f e dt =
2T J-1 1

=" 2T 1020 _ Gne(Ta),

/ 1dt sia=0 1 sia=0

donc

Vi (T) = Z (“’c [Z e”(l’“_m)dt) = ];aksinc(T(azk -m)).



borné
—

sinx
0.
r—>+o00

T
e Sime X(Q), alors il existe i € [[1,7]] tel que m = z; et, pour tout k # i, x) # x;, donc xy # m.
On a alors, pour tout 7" > 0,

16. e Pour tout x # 0, sinc(x) =

Vi (T') = ’é agsinc(T(zy —m))

#0
—_——

= a;sinc(0) + Y agsinc (T (z, —m)) o G+ 0=ai= P(X =x;)=P(X =m).
— R , 1 —>+o0
i#% —>+o00
N —
-0

e Sim¢ X(Q), alors P(X =m) =0 et, pour tout k € [[1,7]], xx = m.
On a alors, pour tout 7" > 0,

) 0
Vin(T) = > agsine (T (z, —m)) — 0=P(X =m).
k=1 ——— Totee
—>+00
—_—

-0

e Dans tous les cas, on a bien V,,,(T) T P(X =m).
—+00

II.A.2.
17. Pour tout T € R},

Vi (T) = i/.T Jioa elten | emimi gy = Lv[TJi}:o(a eit(x"’m))dt
"o e\ & " 2T Jor N '

Posons, pour tout n €N, h, :t e [-T,T] ~ anet @)  Alors
— Pour tout n € N, h,, est continue sur [-7T,7T].
— Pour tout n € N, pour tout ¢ € [-T,T], _
hn (8)] = €7 | = |anl,
done [hy |55 = |ay| = P(X = 2,,).

Par suite, comme Z thH[;T,T] - Z P(X = x,) converge (et sa somme vaut 1), Z h,, converge normalement,
n>0 n>0 n20
donc uniformément, sur [-7,7].

D’ou, d’aprés le théoréme d’interversion E / f en cas de convergence uniforme sur un segment,
1 T +oo i N
VTsz E anet T ) dt
m(T) 2T —Tn=0(n )

= % S (fTane”(x”_m)) dt
n=0 -T

oo T
= +Z: ai a}neit(xn -m) dt
02T J-T

+00
> apsine(T(x, —m)) (meéme calcul quen question 15)
n=0

Salh)

n=0

18. e Pour tout n €N, g,, est continue sur R} = D, par opérations sur les fonctions usuelles.

Tp—m
e Si x,, = m, alors, pour tout h >0, g,(h) = ansinc( n ) = a,sinc(0) = a, o G donc g, est prolongeable par
continuité en 0 en posant §,(0) = a,,.

Tn —

e Si z,, # m, alors, pour tout & >0, g,(h) = ansinc( ) e 0, donc g, est prolongeable par continuité en 0 en

—_—

—+00
posant g,(0) = 0.
e Dans tous les cas, la fonction g,, se prolonge bien en une fonction §, définie et continue sur R,.

19. — Pour tout n € N, g, est continue sur R,.



— Pour tout n € N, pour tout t e R, sit>0,

|§n(t)| =

< P(X =z,),

sinc(xnizm)P(X =)

et, pour t = 0, I'inégalité reste valable vu le prolongement fait & la question 18.
On a donc |ga [l < P(X = zp).

Or z P(X = x,) converge (et vaut 1), donc, par comparaison des séries & termes positifs, Z I9n H]}f;* converge,
n>0 n>0
donc Z Jn, converge normalement, donc uniformément, sur R,.

n>0
+o00o
D’ou, d’aprés le théoréme de continuité sous le signe somme, G = Z Jn, est définie et continue sur R,.

n=0

20. Pour tout T > 0,
Vie(T) = > gn ) (d’apres la question 17)

(2
+o0o 1
= Gn (f) (car g, et g, coincident sur R})

n=0
=G (% (par définition de G)
2 G(0) (par continuité de G sur R,, donc en 0)
—+00
+o00
n=0

Or G (0) = 0 sim# x,

] (d’apreés la question 18), donc,
a, Ssim=x,

— Sime X(Q), alors il existe i € N tel que m = x; et, pour tout n # i, z, # x;, donc x,, # m.
On a alors

+o00
Tl_lgloo Vin(T) = 7; gn(0)
+o00
=3i(0) + Y- gn(0)
et o

:ai:P(X:xi):P(X:m).

— Sim ¢ X(9Q), alors P(X =m) =0 et, pour tout n €N, z,, # m.
On a alors

+00o
Tl—1>IPoo Vin(T) = 7;)9”(0) =0=P(X =m).
=0
Dans tous les cas, on a bien V,,,(T') i P(X =m).
—+00

I1.A.3. Application

1 T .
21. Notons, pour tout m € R, pour tout T > 0, W,,,(T) = o7 [ by (t)e "™ at.
-T

Alors, d’aprés ce qui précéde (appliqué a la variable Y, qu’elle soit finie (question 16) ou infinie (question 20)), on a
lim W,,(T) = P(Y =m).
T—+oco

Or, ¢x = ¢y, donc, pour tout T > 0,

_ i T —imt _ i T —imt _ _
Win(T) = 5 [T oy (e dt = o [T b ()e ™t = m) = Vi (T),

donc
lim W,,(T) = lim V,,(T)=P(X =m)
T—+o0 T—+00
(que X soit finie ou infinie d’aprés les questions 16 et 20).
D’ou, par unicité de la limite, on a P(X =m) = P(Y =m).
Ceci étant valable pour tout m € R, X et Y ont la méme loi.



II.B - Deuxiéme méthode

22. Pour tout z € C, €* = Z , donc, pour tout ¢t € R*, comme ita € C et ithe C, on a :
n=0 1

+00 (th)n B +o00 (Zta)"

it ita Z Z

e’ —e = n! = n!
Kas(t) = 2it B 2t
Z (ztb)" 1 f (ita)™
n=1 n!
- 2it
(zat)"

f (itb)"
21t
K (ith)" ~ (iat)” X b(ib)" ! — a(ia)™!

» -5 o
= nl(26t) = 2 x n!
B J'z":" b(ib)™ - a(ia)™ ,,
= 2x(n+1)!
et cette égalité est encora valable pour ¢ =0 car
J'z":" b(ib)™ - a(ia)™ o = b(ib)° - a(ia)® b-a ~ Ko y(0).

= 2x(n+1)! - 2x1! 2 ’

+oo pipyP _ - \n
On a donc, pour tout ¢t € R, K, ,(t) = ). b(ib)" - alia)"

t", donc K, est développable en séries entiéres sur R, donc
= 2x(n+1)!

elle est de classe C* sur R.
23. @ Si N =0, Fx:z+~ 0, donc F)(z) =0=0xsinc(0z), donc 'égalité est vérifice.
e Soit & présent N € N* et posons f: (z,t) e Rx [-N,N] ~ K, ,(t).
— Pour tout x € R, t — f(x,t) = K, ,(t) est continue sur le segment [-N, N| (d’aprés la question précédente), donc
intégrable sur [-N, N].
ite _ ita
— Pour tout ¢t € [-N, N~ {0}, z = f(x,t) = K, .(t) = % est de classe C* sur R et, pour tout = € R, (pour
i
tout t € [-N, N~ {0})

itx

af e
%(I,t)—

Pour t =0, z ~ f(x,0) = K, ,(0) = T~ 9 est de classe C! sur R et, pour tout x € R,

af 1

—(z,0) = —.

ox (,0) 2
On a donc, pour tout x € R,

of "2 sit#0
t—» — 7t = ,
o (&0 {1/2 sit=0

et cette fonction est continue par morceaux sur [-N, N| (car tlir(r)1+ e /2 et tlir(l){ e /2 sont finies (et valent 1/2).

en fait, on a méme la continuité, mais ce n’est pas utile ici.
— Pour tout z € R, pour tout t € [-N, N|,

1
g(m,t)‘ =—=¢(t) (valable aussi pour t =0),
ox 2

ol ¢ est intégrable sur [-N, N] (car constante sur un intervalle borné).

N
D’ou, d’aprés le théoréme de dérivation des intégrales & paramétres, Fiy : x — / f(x,t)dt est de classe C! sur R et,
-N

pour tout z € R,

etz 1V . sin(Nz) )
Fi(z) = [ (a: t)dt = [m]N strs0_ N Nz siz=0 = Nsinc(Nx).
N siz=0 [(/Vsinc(0) siz=0

24. K, 4 est la fonction nulle, donc Fj,(a) = 0.
Par suite, comme F}; est continue sur [a,b], on a

L]VV Kap(t)dt = Fy(b) = Fy(b) - Fu(a) = /abF;(x)dx - fab Nsine(Nz)da.



Posons alors le changement de variable s = Nx. ce changement de variable est de classe C' sur [-N,N] et on a

dx = lds, donc
N
N b Nb
/ Ko p(t)dt = / Nsinc(Nz)dzx = f sinc(s)ds.
-N a Na

1
25. e La fonction sinc est continue sur [0,1], donc f sinc(s)ds existe.
0

e Posons u'(s) = sin(s), u(s) = —cos(s), v(s) = %, v'(s) = _si?'

u et v sont de classe C' sur [1,+ool.

borné
——

cos(s)

u(s)v(s) = - o e 0.

+oo +oo
D’ou, par intégration par partie, [ sinc(s)ds = f u'(s)v(s)ds est de méme nature que f
1 1 1

[+°° cos(s) ds
1 52 '

Or, pour tout s > 1,

+

mu(s)v'(s)ds =

cos(s) O(1) 0 1
2 82 _s—>+°°(372
cos(s)

52

1
), et, comme s ~ — est intégrable sur [1,+oo[ (Riemann et 2 > 1),
s

+ cos(s)
52

par comparaison, s est aussi intégrable sur [1,+oo[, donc, en particulier, f ds converge, donc
1

+0oo
[ sinc(s)ds converge.
1

+00
e On a donc bien établi la convergence de f sinc(s)ds.
0

26. e la fonction sinc est paire, donc on a, par parité,

0 T +o00
/ sinc(s)ds = 5 et [ sinc(s)ds = .

Pour tout (a,b) e R* avec a <b, on a :

N Nb Nb Na
fN K, p(t)dt = f sinc(s)ds = / sinc(s)ds — f sinc(s)ds.
- 0 0

Na Chasles
Or, si ¢>0,
Nc +o0 T
[ sinc(s)ds v f sinc(s)ds = 5 (par définition d’une intégrale convergente),
0 —+oo JO
sic=0,
Nc 0
sinc(s)ds = sinc(s)ds =0 0
[ sinc(s)ds = [ sine(s)ds=0 - 0,
et, si c<0,

Nc . i —oo d T
[0 sinc(s)ds — [0 sinc(s) s=-3

N —+o00

donc, en distinguant les différents cas possibles (on a b>a), on a

0 sia>0et b>0

N Nb Na 0 sia<0Oetb<0

/ Ko p(t)dt = f sinc(s)ds — f sinc(s)ds - {7/2 sia=0etb>0.
-N 0 0 N —+o0

w2 sia<0etb=0

T sia<0etb>0

27. Reprenons les notations de la question 1.
Pour tout N € N*,

% []JVV ox (—t)Kap(t)dt = % [:; (i a 'e_itzk)Ka,b(t)dt

k=1

e

M-
Q

1 N
k ( f etk Kayb(t)dt) (par linéarité de I'intégrale)
T J-

k=1 N
T 1 N
= Z ay ( fN Ko up b (t)dt) (par définition de K)
k=1 mJ-



ITI.

Ora-xp+0etb—xp#0, donc, d’aprés la question précédente,

)

lfNK b (D {1 sia-xzp,<0etb-—zp,>0<a<z,<b
rJon a—Tk,b—Tp

N-+oo [0 sinon

donc

1 N ro(1 [N
z [ ox () Kqap(t)dt = ay, ( f Ko—up bz, (t)dt) (par définition de K)
m J-N = T J-N

T 1 N 7 1 N
- > ak(ﬂ_ f NK”,C,bIk(t)dt)+ T ak(7T f N K”Mbmk(t)dt)
#la,b[

m &
—_

zrela,b[ zr¢]a,b
T T
- > apxl+ Y apx0 (combinaison linéaire (finie) de limites finies)
N —>+o0 k=1 k=1
zp€la,bl zr¢la,bl

M=

P(X =xx)=Pla< X <D).
k

L5
S =

Régularité de ¢x

ITI. A -

28.

29.

30.

e Soit 7 un entier tel que 1 <j <k.

— Si|z| <1, alors [z} <1<1+]zf*.

— Si |z > 1, alors |z < |z|F <1+ |z~

On a donc bien, pour tout z € R, |z} <1+ |z|*

e Pour tout n e N, 27 P(X = x,)| = |,/ P(X = x,) < P(X = 2,) + |z,|"P(X = 2,,).

Or ) P(X = ,) converge (et vaut 1) et > |z, [*P(X = 2,,) converge d’aprés le théoréme de transfert (car X

n>0 n>0
a un moment d’ordre k), donc Y P(X = x,) + |zn|*P(X = x,) converge (comme somme de séries convergentes),
n>0
et, finalement, d’aprés le théoréme de comparaison des séries & termes positifs, Z |z P(X = z,)| converge, donc

n>0

> 23 P(X = x,) converge absolument, donc, d’aprés le théoréme de transfert (cas infini), X’ a une espérance, donc
n=0
X a un moment d’ordre j.

D’apreés la question 2, pour tout t € R,

ox(t)= 3 ¢ P(X = ).
n=0

Posons & nouveau, pour tout n € N, f, :t € R » e P(X = z,,).
— Pour tout n e N, f, est de classe C* sur R par opérations sur les fonctions usuelles et

VieN, VteR, fU(t) = (izy)e™ P(X =z,).

— Z fn converge simplement (car uniformément d’aprés la question 3) sur R.
n>0

— Pour tout j € [[1,k]], pour tout n € N, pour tout ¢ € R,
D0 = lizal e | P(X = 23) = |eal P(X = 20),

done |5, = P P(X = 2,). |
Dot Y [f e = > Jxul P(X = 2,) converge (d’aprés la question précédente), done Y f{) converge normale-

n>0 n>0 n>0
ment, donc uniformément, sur R.

D’ou, d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme, ¢x est de classe C* sur R et, pour tout ¢ € R, pour tout
Jje[[1, k],

o(1) = i;fé”(w - 2<ixn>ﬂ'emP<X = ).

Par suite,

+o0 . +oo
E(0) = 3 (i) e P(X = 2,) = i* Y 2k P(X = 2,) = i E(X"),
n=0

n=0

done E(X*) =i7%¢{(0) = (=i)*¢(0).



II1.B -
31. Comme ¢x est de classe C* sur R, donc en 0, elle admet un développement limité & ’ordre 2 en 0 sous la forme :

2
t "

6x(t) = 8x(0) + 1’ (0) + 7 8% (0) + o(t?).

Par suite, comme h — 0, on a, pour tout h > 0,
2

f(h) = — (2¢X(0) (¢x(0) =20 (0) + 2 % (0) + o(hz)) - (¢x(0) - 2h¢/x (0) + %%’((0) + O(hz)))

4h2( -4h*¢%(0) + o(h?))
= -¢%(0) +o(1) = >~ (0).
32. A l’aide de la définition de ¢x, on a, pour tout A > 0,
+ 00 .
f(h) = el (2 Z ane® Z a,eXhen _ Z an621hxn)
n=0 n=0

4h2 Z an(2 2zhzn _G—Qihxn)

iha, —ihx, \2
- nZQ 4h2 ( -€ )

zhwn —e —thx, 2
Z 21

n= O
2 sin? (hmn)
"L

33. e Pour tout n e N,
sin?(ha,,) (hxp)? +o(h?)

_ _ 2 2
n—5 =a, 2 =apz; +0(1) g Gn

e Pour tout NV e N,

N s . X sin®(hxy)

Z anT, =li Z an——p5

n=0 h=0,20 h
comme somme finie de limites ﬁnie2s.

sin“(hx

Or, comme pour tout n € N, CLHM >0,0na

h2

sin? (hxn) X sin (hxn)

Zn $ X o

donc, en passant & la limite quand h — 0 dans cette inégalité (les deux limites existent), on a :

Zan —llmZan

= f(h),

sin (’”") < lim /(1) = 6% (0).

N

e La suite des sommes partielles (Z anx%) est donc majorée. De plus, elle est croissante (car anx > 0 pour tout
neN

n € N), donc elle converge.

Par suite, Z anxi converge, donc converge absolument (série & termes positifs), donc, d’aprés le théoréme de transfert,
n>0

2 admet une espérance, donc X admet un moment d’ordre 2.

IT1.C -

+o00
34. Sia =0, alors on a B(X?") = > z2*P(X = 2,) = 0, donc, comme une somme de terme positifs est nul si et seulement
n=0
si chaque terme est nul, on a :

VneN,z2?*P(X =2,)=0< VneN,z, =0 ou P(X =z,) =0.

+o00
Or ) P(X =w,) =1, donc il existe ng € N tel que P(X =ng) # 0, donc on a z,, = 0.

n=0
Comme les x,, sont deux & deux distincts, on a alors z,, # 0 pour tout n # ng, donc P(X =z, ) = 0 pour tout n # ny.

+0oo

En ré-utilisant ) P(X =z,) =1, on obtient alors P(X = zy,) = 1.
n=0

La variable X est donc une variable quasi certaine égale & x,, = 0.

Et, par suite, dans ce cas, X admet des moments de tout ordre, et ils sont tous nuls.



e Une telle variable Y existe car, pour tout ne N, P(Y =z,) >0 et

1= 1
Z P(Y =z,)= Z = Z aE(X%) =1 (par le théoréme de transfert).
n=0 n=0

e Pour tout t € R,

anxik ) (_1 k +oo ) (_ )

+oo +oo
¢Y N Z eztan(Y _ :L,n) _ Z eztxn Z(ixn)mcezt:cnan _ (2k) (t)
n=0 n=0 n=0

[0

ot la derniére égalité est justifiée par la question 30, dont les hypothéses sont vérifées.
1
On a donc ¢y ( ) (Qk).

e Or ¢x est supposée de classe C2**2, donc gbg?k) est de classe C% sur R, donc ¢y est de classe C* sur R.
36. Comme ¢y est de classe C? sur R, Y admet un moment d’ordre 2 (d’aprés la question 33).
D’ou, d’aprés le théoréme de transfert, la série Z xiP(Y =Xy) = — Z anasff+2 converge absolument, donc, toujours

n>0 n>0
d’apres le théoréme de transfert, X2¥*? a une espérance, donc X a un moment d’ordre 2k + 2.

37. Montrons le résultat par récurrence sur k, en notant H Ry la propriété & démontrer.
Initialisation : Pour k =1, si ¢x est de classe C2, alors X a un moment d’ordre 2 d’apreés la question 33.
On a donc bien HR;.
Hérédité : Soit k € N* et supposons H Ry, vérifiée.
Supposons alors ¢x de classe 22,
Comme ¢y est de classe C2*, X admet un moment d’ordre 2k d’aprés HRy,.
On a donc ¢x de classe C***2 et X admet un moment d’ordre 2k, donc, d’aprés les question 34 et 36 (cas a=0 et
a #0), X admet un moment d’ordre 2k + 2. On a bien HRj,1.
Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout k € N*, si ¢ x est de classe C?* sur R, alors X admet un mement d’ordre
2k.

I'V. Développement en série entiére de ¢x

IV.A -

(Zta’)n A (Za’) n ite
=y t" est développable en série entiére sur R. Par suite, ¢x : ¢ Z apetr

nmo ! k=1

est développable en série entlere sur R comme combinaison linéaire de fonctions développables en série entiére et, pour

tout t € R,

38. Pour tout a € R, t — e’ Z

(ZSX(t) — ZT: akeitmk

0 k=1 n!
+o00 'Lt n r
=2 (( ? > akl‘k)
n=0\ " 21
+o0 (si\M
_ Z (it B(X™)
n=0 n!

IV.B -

39. La fonction ¢ : t — e est de classe C*° sur R et
VkeN, VieR,p®(t) = ke

D’ou, d’aprés le théoréme de Taylor-reste intégral appliqué & v entre 0 et y, on a :

. (k)
e = 77[J(y) _ Z (U (0) k fo (y t) ’(/J(n+1)(t)dt

k:o k..

i y(y—t)n (n+1)
+f0 Moy @t
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On a donc, pour tout y > 0,

Z k

fy (y_'t)7lw(n'+l)(t)dt‘
0 n:

Y
o
0
_ Y (y_t)n (n+1) _ v (y_t)n (n+1) -n+1 zt _
= [P e @ar= [T (car [t (1) = e < 1)

~ (y _ t)n+1 ]y yn+1 |y|n+1
(n+1)! (n+1)‘ (n+1)!

(y_t)n (n+1)
n! v

(t)‘ dt (inégalité triangulaire généralisée avec y > 0)

0
et, pour tout y < 0,

n

Z Zy)k

_ /(; (y t) w(n+1)(t)dt‘

0
y
Y
_ fo (t—?'J)"W(nH)(mdt: /0 (t—?)ndt (car ‘1/)(n+1)(t)| | n+1 zt| 1)
Y n: y n!

_ [(t—y)”“]o G
L (D) | (n+ ) (n+ 1)U

—_)n
(yl)w(”“)(t)‘ dt (inégalité triangulaire généralisée avec y < 0)
n!

On a donc bien, dans tous les cas, I'inégalité souhaitée.

40. Pour tout t € [—E E] pour tout K €N,

e’ e
K +00 k +oco
(it ; t
< t Z ) E Xk _ aneztmn (7’ anx
n
= n=0 n=0
+o0 ) t k
_ Zaneztxn_z Z(Z) ok
n=0 = k=0
B (o5 )
n=0 k=0
+00 K (: k
< Z ay, et - Z (ztxr)
i K
Z |tmn|K+1
o o (K +1)!
K+1 +o0
ou cette série, qui vaut e > an|zn|K*t converge (car X a un moment d’ordre K + 1), et cette convergence
* n=0
justifie a posteriori la convergence de la série de la ligne précédente.
On a donc
(Zt) . ItantK+1
t E(X")
|t|K+1 +00 il
T (K +1)! 2, anlenl ™
* n=0
|t|K+1
= WE(|X|K+1) (d’apreés le théoréme de transfert)

( RK+1 (K+1)K+1

(K1) RE ) (par hypothése sur E(|X|") et t)

(K + 1)K+1

=0 (formule de Stirling)

1
:O(\/Qﬂ(K+1))K::°°O

donc, d’aprés le théoréme des gendarmes,

dim o (1) - Z (”) BN =0,
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donc lim Z (Zt) E(Xk) ¢x(t), donc > (Zt) E(Xk) converge et
TH k=0 k=0

i k
z”) B(X*) = ox (1),
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