CENTRALE-SUPELEC MATH 2 PC 2019
PROPOSITION de CORRIGE

I. Introduction d’une fonction auxiliaire

LA

Q1.
[z
Q 2.

- Dérivées successives

En organisant les calculs de fagon a préparer la question suivante, on obtient, pour x € I,

_1—|—sinx sin?z + 2 sinz + 1

)= (@) = , f9@) =

La fonction f est clairement de classe C* sur I. La propriété a démontrer (existence d’un
polynéme P,) est vraie au rang 0 avec Py = X + 1 et, si elle est vraie & un certain rang
n € IN, alors

sin®z 4+ 4 sin?z + 5 sinx + 2

(cosx)*

(cosx)? ’ (cos )3

£ () = (1 —sin®z) P! (sinz) 4 (n 4 1) sin(z) P, (sinz) _ Ppi1(sinz)
(cos x)n+2 (cosx)nt2 ’
ott P, est le polynéme P41 = (n+1)X P, + (1 - X?) P..
Onaalors Bp=P,=X+1, Po=X?4+2X+1et Py =X>+4X?+5X +2.

Notons que I'unicité du polynéme P,, est immédiate par I’argument classique: un polynéme
ayant une infinité de racines est le polynome nul.

. La propriété & démontrer est vraie pour n = 1 (initialisation) et, si elle est vraie & un rang

n
n € IN* donné, on peut écrire P, = Zaka avec a, = 1 et a € IN pour tout k € [0, n].

k=0
Par la relation de récurrence obtenue en Q 2., on calcule alors
n n n
Popr = Y (n+1D)apX* 43 kap X = kap XEH
k=0 k=1 k=1
n+1 n—1 n+1
= Y 4+ Dara X+ (k+ Daga X5 =D (k= Dag_y X*
k=1 k=0 k=1
n—1
= X" 420, 1 X"+ ) ((n —k+2)ap_1 + (k+ 1)ak+1> Xk pa.
k=1

Le polynome P, ;1 ainsi écrit est bien unitaire de degré n+ 1, a coefficients entiers naturels,
ce qui acheve la récurrence.

Remarque. 1l en résulte que P, (t) est positif pour ¢ € R4, cela sera utile en Q 6.

Q4.Pourxel,ona

cos?x+ 142 sinz +sin’z - 24 2sinx

1 z)? =
+ f(z) cos? x cos? x

=2 f(x).

Q 5. On constate ag = a3 = 1 donc 207 = a(z) + 1 et, pour n € IN*, par la formule de Leibniz,

(n+1) _ N(n) — (£2 (n) — (£2y(n) — ~(n (k) £(n—Fk)

2100 = (2 /) = (72 + ) = (70 =3 () 95070
k=0

En évaluant en 0, cela donne 2an+1:2 (n

k> a0y, pour n € IN*.
k=0

1.B - Développement en série entiére

Q 6. Comme o, = f (0), par la formule de Taylor avec reste intégral, pour N € IN et
T

T e 0,5 ,on a



T (o p\N p(N+1)
f(w)—Z%w”Z/o S t)]\{! ® 4 .

PN 1(sint)
Or, fN+D () = LN+

n ®) (cost)N+2
faite & la fin de Q 3. L’intégrande étant positif sur [0, z] avec z > 0, le reste intégral est
positif, d’ou I'inégalité

YNeN Vie [og[ Z%x"<f(a:).

™
est positif car sint > 0 pour ¢ € [0, 5 [ et d’apres la remarque

T - «@ PPN -
Q 7. Pour z € [0, 5 {, la série E —7::10" est une série a termes positifs dont les sommes
n!
n>0

partielles sont majorées d’apres Q 6., elle est donc convergente. La série entiere considérée

T T
étant convergente pour tout z € [07 3 [, son rayon de convergence R est au moins égal a 5"

Q 8. Pour x € I, on écrit, en faisant le “carré de Cauchy” d’une série entiere dans son intervalle
de convergence,

+o0 2
On p

n=0
+o0o n a a
_ 7]6 n—k n
ey (T )
n=0 \ k=0
+o0 1 n n
= 1+Z <n' Z(k>0¢kan—k> T
n=0 k=0
= 2 1
n+ n ) p
= 1+a8+z o d’apres Q 5.
n=1
+oo o, 1 +oo o, 1
ot ”;(n—l)' 2 )
= 24 (x).
Q 9. Pour z € I, posons ¢(z) = Arctan (f(z)) et ¥(z) = Arctan (g(z)). Les fonctions ¢ et ¥
/ !

t de classe C' sur [ r= ety = L ti 4. et Q 8. montrent
sont de classe 1 sur I avec ¢ 1172 ety T+ es questions Q 4. et Q 8. montren
que ¢’ = = 2 donc ¢ =1+ C sur I, ot C' est une constante. Comme ¢(0) = ¢(0) = g,
la constante est nulle et ¢ = 1. Comme f(z) = tan (¢(z)) et g(z) = tan (¢ (z)), on déduit
f=gsurl.

Remarque. De ce calcul, on déduit aussi que p(z) = E—&-E, et donc qu’'une autre expression

2 4
r
de f sur I est f(z) = tan (5 + Z)’ ce qui n’est pas forcément intéressant...



Q 10. On observe que li(rn) g(z) = 11(m) f(z) = +o0. Si on avait R > g, la fonction g,
z—(5)~ -

somme de la série entiére, serait prolongeable en une fonction continue sur | — R, R[, ce qui

[
™~ m
contredirait la présence d’une limite infinie en (5) . Avec Q 7., on conclut R = 5"
1.C - Partie paire et partie impaire du développement en série entiere
Q 11. Par analyse-synthese (I'intervalle I est symétrique par rapport a 0):

Analyse: si p et i existent, alors pour tout x, on a h(z) = p(x)+i(x) et h(—z) = p(x)—i(x),
ha) +h(=0) o hla) = h(=o)

on en déduit que, nécessairement, p(z) = 5 5

, d’olt
I'unicité de p et 4 ;

Synthese: les fonctions p et ¢ dont les expressions ont été obtenues dans la partie analyse
sont respectivement paire et impaire, et leur somme est h, d’ou I'existence de p et 1.

Q 12. On décompose f en sa partie paire et sa partie impaire:

fla) = @ + tan(z) .

On fait de méme pour g:

+0oo o +oo a
o 2n omn 2n+1 2n+1
g(x) = g patt + g S ¥ .
— (2n)! — (2n+1)!
La question Q 11. permet d’identifier les parties paires et impaires, d’ou les égalités

demandées.

Q 13. Par le cours sur les séries entieres, on a, pour tout k entier naturel,
tCR0) =0 et tPFD(0) = agpyr -

Q 14.0Ona Vz eI (tan)(z) =1+ tan®z, soit ¢ =1+ 2.

Q 15. Pour z € I, on a donc

NI S
o (2n)! = (2n+1)!
+00 a 2
- 1 2 2n+1 2\n
e (nz_%mﬂ)! (%)

+oo n

Q2K 41 Q2(n—k)+1 o0\n

= 1+2? < )(at )

7; ;0(2k+1)! (2(n — k) +1)!
par un produit de Cauchy

1 "o+ 2 n
<(2n+2)' Z <2k + 1) 2kt a2"2k+1>x2( "
(( Z <2k n 1) a2k aQ”_%_l)xQn

1 < om n
= 1+ <(2 ) Z(2k_1>azk—1 042n—2k+1>$2
1 n): k=1

n

I
[t
+

¢ LMe 10Me




(en terminant le calcul par un décalage d’indice dans la somme extérieure, puis un dans
la somme intérieure). Par unicité du développement en série entiére, on peut identifier les
coefficients, ce qui donne, pour n € IN¥, la relation

n

2n
241 = E <2k ~1 Q2k—1 O2n—2k+1 -
k=1

II. Equivalent de as,i1

I1.A - La fonction zéta

Q 16. Posons u,(s) = % pour s €]1,4o00[ et n € IN*. Chaque fonction u,, est continue et, si
S = [a,b] est un segment inclus dans |1, +o0], on a

VneIN* VseS [un(s)] = un(s) < un(a) .

Comme la série majorante E un(a) est convergente (série de Riemann avec a > 1), on
n>1
a prouvé la convergence normale sur S (donc sur tout segment inclus dans |1, +oo[) de la

série de fonctions E Uy, La fonction somme ¢ est alors continue sur |1, +o0].
n>1

1
Q 17. Si on fixe s €]1, +o0], la fonction ¢ +— - est continue et décroissante sur IR}, donc

n+1 n
> 2 / @gi</ e
n [ ns nflts

En sommant ces inégalités pour n de 2 a l'infini (les séries et les intégrales étant toutes
convergentes), par la relation de Chasles, on obtient

1 _/+°°dt X +°°dt
25 1(s—1) J, ¢ 1'

En ajoutant le premier terme 1, on a I’encadrement

1 1
1 14 ——— < <14+ —-.
Vs €]1, 00| +25*1(s—1) <(¢(s) < to 7

. 1 ) 1 .
Commesginoo <1+25’_1(5—1)>s££?oo <1+s—1> , par encadrement, on a SBI}}OO ¢(s)=1.
Q 18. En séparant les termes d’indices pairs et impairs, on a, pour s>1,

+oo

= 1 1

Ainsi, ; T - C(s) ¢(s), avee C(s) =1— o

I1.B - Une formule pour la fonction cosinus

Q 19. Pour n € [2,+oo[ et € IR, une intégration par parties donne



2z I,(x) =

2

/0’2’ (2z cos(2xt)) (cost)™ dt

5 2
‘4n / sin(2xt) sin(t) (cost)" * dt .
0

[}

[ sin(2zt) (cos t)”}

Le terme entre crochets étant nul, une deuxieme intégration par parties donne

™

42 I (z) = n /05 (2z sin(2zt)) (sin(t) (cost)" ') dt

NIE]

(=)

n ([ — cos(2xt) sin(t) (cos t)"*l}

+ /3 cos(2xt) ((cost)™ — (n— 1) (sint)? (cost)"?) dt) :

0
, on a ainsl la relation

Le terme entre crochets étant de nouveau nul, avec sin? = 1 — cos
42* I, (z) = n I, (z) — n(n — 1) (In_2(z) — L,(z)) ,

que lon peut rééerire (n? — 42?) I,,(x) = n(n — 1) I,,_s(x), ou encore

(1 - 4&2) In(z) = ”; L @)

n2

-1 I,(0 Lo .
n = ©) . En réinjectant, on obtient
I,-2(0)

)

Evaluée pour = = 0, cette relation donne

22\ I, (x) n—a(x
( - %2) ﬁn(O) - frnz(o) '

Q 20. En considérant (convention standard) qu'un produit de zéro facteur vaut 1, la relation a

démontrer est vraie pour tout n entier naturel.
sin(mx us
(rz) pour z # 0 et Iy(0) = 5 donc

En effet, elle est vraie pour n = 0 puisque Iy(z)

Io(x) .
T = sin(7x).

15(0)
De la deuxieme relation prouvée en Q 19., on déduit par ailleurs que le second membre
de I’égalité a démontrer en Q 20. ne dépend pas de I'entier naturel n. Cette égalité étant

vraie pour n = 0, elle est alors vraie pour tout n.

1
Q 21. Le facteur = dans l’égalité a démontrer est une erreur d’énoncé.

Pour n € IN* et  €]0, 1[, on peut écrire
2n
T4 (2 422
2 Tin(20) (1-5)
sin(27x) 1 14n(0) k=1 k
cos(mz) = ——% = — — ,
2 sin(7x) 2 . I () H (1 42 )
g 2 _
Inn(0) % (2k)?



soit, en examinant ce qu’il reste apres simplification des deux produits,

 14,(22) L, (0) 1 4a?
= 144n(0) I;(x) I1(- 2= 1)2) :

cos(mx)
p=1

I1.C - Un autre développement de tangente

Q 22. La fonction t — étant décroissante sur [1,+oo[, on a, comme en Q 17.,

1
2t —1)°

= oo gt 1
2 (2k—1 Z /k L @t—1)s /n (2t—1)° 2(s—1)(2n—1)>1

k=n-+1

+oo 92p+1,.2p—1
Q 23. Fixons un entier n € IN*. Pour p € IN* et 2 € J, posons up(z) =

—_1)2p °
k=n+1 (Qk 1) P
+oo
1
Notons que w,(z) = 22PH1g2=1 Z W, donc wu,(x) est, & un facteur pres, le
k=n+1

reste d’ordre n d’une série convergente (car 2p > 1), et u,(x) existe bien. La majoration de
Q 22., suivie d’'une majoration assez brutale mais ici suffisante, donne ensuite

22p m2p—1
@p—1) a1 =

0 < uy(z) < < 2% 2P~ — 9 (2p)%P7 1

qui est le terme général d’une série géométrique de raison (2z)? = 422, avec ici [42?| < 1.
Par comparaison de séries a termes positifs, la série E up(x) converge, ce qui garantit la

p>1
bonne définition de la fonction .S,, sur J.

Q 24. En reprenant de fagon un peu plus fine les majorations, on a en fait, pour z € J \ {0},

0 < uy(z) < 22p p2p—1 < ( 2z )21’—1 _2n—1 ( 422 )P
="\ = oy Ty en— 121 = " \an 1 T \@n-12/)
41’2 4x
2n—1 (2n—1)2 om—1
done 0 < S Zup - x 4172 - 4IE2 n~>_+>oo 0.

- 1 ———
(2n —1)2 (2n —1)2
Par encadrement, lirJIrl Sp(z) = 0, le résultat étant trivial pour z = 0.
n—-+0oo

Q 25. Les facteurs de Q 21. étant tous strictement positifs, on a, pour n € IN* et x € J,
22
In (cos(mz)) = In (I4n(22)) — In (L2, (x)) + Zln ( — 1y ) + Ky,

out K,, = In (I3,,(0)) — In (14,(0)) est une constante. En dérivant, on obtient, pour n € IN*
et x € J, 8z

21, (2z) I, () (2k — 1)2
141(23:) * Io, () * Z 422
(2k —1)2

m tan(mx) = —
k=1 1 —



Remarque. Les fonctions Iy, sont dérivables sur J (et méme sur IR, on le retrouvera en
b

Q 28.) par exemple puisque Ip(z) = —sinc(mx) ol sinc est la fonction sinus cardinal, et

ensuite la relation obtenue en Q 19. permet de le prouver par récurrence sur n.

Q 26. On reconnait, dans le dernier terme de la somme précédente, une somme géométrique:
pour n € IN*, z € J\ {0}, on a

8x 422
N2k 2, RE—1)2 2N 4 NP R 2]
422z 42? 7xz Z((21<;—1)2> ’Z<Z (2k—1)2p)’
k=1 1 - ——— k=1 1 — ——— k=1 “p=1 p=1 k=1
(2k — 1) (2k — 1)2

Iinterversion des sommations étant permise puisque l'une des deux sommes est finie. En
ajoutant S, (z) aux deux membres de la relation de Q 25., on obtient alors

20,00 Do) (3 (X2t
™ tan(me) £ 5u(2) = =700t ) +2<;)2)

2 13,(27) IQn 2
- _ 9 p+1 2p 1
Tw(22) + Z Z 2k — 1)
21}, (2z) IQn x) 9 1
_ 7 9 p+1 2p 1 (1 _ ) 2
I4n(2$) IQn .’I} + Z 22p C( p)

d’aprés Q 18. Finalement, pour n € IN* et x € J, cela donne

H

R

2714 (2 I
7 tan(wz) + Sp(r) = — 14471((2;)") [jn + ZQ (22 — 2p) 221 .

Q 27. L’étude de la fonction ¢ — sin(t) — ¢ cos(t) est laissée au vaillant lecteur.
Q 28. En appliquant le théoreme de dérivation des intégrales a parametre, on montre que, pour
3
tout n, la fonction I,, est de classe C' sur R avec I/ (z) = —/ 2t sin(2at) (cost)™dt.
0
En effet, en posant v(z,t) = cos(2zt) (cost)”, 'application partielle x — v(zx,t) est de
<2t

classe C* sur IR avec a—v(x, t) = —2t sin(2xt) (cost)", et donc la domination a—v(x, t)
T T

avec t — 2t intégrable sur [0, g} Avec I'inégalité de Q 27., on obtient, pour z € [0, 1]
(cette condition garantit que le facteur sin(2xt) reste positif),

™

0<—1I/(2) = /2 2 (t cost) sin(2xt) (cost)" tdt < /2 2 sin(t) sin(2xt) (cost)" " tdt = J, () ,
0 0

puis une intégration par parties donne

Jn(z) = : 2 sin(t) (cost)™ ') ( sin(2xt)) dt
[ ) (sinczr)



= ™
2

[— % (cost)" sin(2xt)} + dr /02 cos(2xt) (cost)™ dt

0 n
4z
= Y@,
I 4 I/
et on a bien la majoration demandée. Donc M < ot lim n(®) =0
1, (3;‘) n n—+oo [, (.1‘)

Q 29. Soit € J. En faisant tendre n vers I'infini dans Q 26., grace a Q 24. et Q 28., il vient

7 tan(mwx) 22 (227 — 1) ¢(2p) 2?1 .

II.D - Un équivalent de asg;,41
Q 30. Par un changement de variable linéaire (remplacer 7z par ), et par imparité on déduit
que la fonction tangente est développable en série entiere sur 'intervalle I = ] 39 [ avec

-1 X9 (22042 _ 1) ¢(2n + 2
zm ) (2)7 = 3 2B e

n=0
L’unicité du developpement en série entiere permet d’identifier avec celui obtenu en Q 12.,
d’ou I'égalité
2 (222 — 1) (2n +1)!

—nt2 ¢(2n+2).

Vn € IN Qopt1 =

2 2n+2
Q 31. Comme lim ((z) =1,ona agpt1 ~ 2X <7) x (2n 4+ 1)! On peut remplacer
Tr—+00 n—-+oo e

la factorielle par un équivalent avec la formule de Stirling, mais je ne pense pas que cela
présente d’intéreét.

III. Permutations alternantes

ITI1.A - Dénombrement des permutations alternantes

Q 32. Pour n = 2, il y a une seule permutation alternante montante (PAM) qui est (1,2) = Id.
Pour n = 3, il y en a deux qui sont (1,3,2) et (2,3,1).
Pour n =4, il y en a cinqg qui sont (1,3,2,4), (1,4,2,3), (2,3,1,4), (2,4,1,3) et (3,4,1,2).
Ainsi, B2 =1, B3 =2 et By = 5.

Q 33. L’application (a1,---,ay,) — (n+1— a1, ---,n+ 1 — a,) réalise une bijection entre les
PAM de [1,n] et les PAD (permutations alternantes descendantes).

Q 34. Notons A = {mq,---,my} avec m; < mg < --- < myg, autrement dit cette écriture est
Iénumération strictement croissante de la partie A (la numérotation commencgant & 1). Alors
Papplication (aq,---,ax) — (May, -, Ma, ), conservant l'ordre des k-uplets, réalise une
bijection entre 'ensemble des PAM de l'intervalle [1, k] et Pensemble des listes alternantes
montantes d’éléments de A. Le nombre de telles listes est alors (.

Q 35. Il y a autant de PAD que de PAM de [1,n+ 1], donc le nombre de permutations alter-

nantes est 28,41. On a donc 28,41 = Z’ynﬂ en notant 'yn+1 le nombre de permutations
k=0



alternantes de [[1,n + 1] dans lesquelles 1’élément n + 1 se trouve en k + 1-éme position.
Notons qu'une telle permutation s'écrit (o(1),---,0(k),n + 1,0(k + 2),---,0(n + 1)) et,
comme o(k) <n+1> o(k+2), elle est nécessairement montante si k est impair et descen-
dante si k est pair. Pour construire une telle permutation alternante, une fois choisi ’entier k,

il reste & choisir une partie A de cardinal k de ’ensemble [1,n] -il y a pour cela (Z) choiz

possibles-, puis & choisir une liste alternante des éléments de A, notée (o(1),---,0(k)), qui
soit montante si k est impair et descendante si k est pair -dans les deux cas, il y a By possi-
bilités- et enfin une liste alternante (nécessairement montante) notée (o(k+2),---,o(n+1))

des éléments de [1,n]\ A -il y a Bn_k choiz possibles. Au final, %(1?1 = (Z) B Bk, puis

Vn € IN* 25n+1=Z<Z> Bk Brn—r -

k=0
Q 36. Les suites (ay,) et (8,) vérifient la méme initialisation (rangs 0 et 1) et la méme relation
de récurrence forte d’apres Q 5., donc 3, = a,, pour tout n.

III.B - Permutations aléatoires

/Bn 677.
37. S —)
Q Ona p Card(Q2,,) n!

. - - Qp
un rayon de convergence strictement plus grand que 1, la série numérique E — est donc
n!

« . - - o
= —T On sait (Q 7.) que la série entiere E —Tsc" a
n! n!

convergente, donc son terme général tend vers 0, ainsi lirf pn = 0.
n—-+0oo

.  Qopgr 2 (222 1) 2\ 2n+2
De Q 30., on tire pa,11 = Gnt 1) = ¢(2n+2) W 2 X (;) .
Q 38. L'événement {M,, > i} est constitué des permutations o € Q,, telles que laliste (o(1),---,0(i))

soit alternante montante. Dénombrons ces permutations: on doit choisir 1’ensemble
{U(l)7 = ~,0(i)} -il y a pour cela (7) choiz possibles- , puis choisir une liste alternante

montante des éléments de cet ensemble -il y a B; possibilités- et enfin choisir une permu-
tation quelconque des n — i autres éléments de ’ensemble [1,n] -il y en a (n — ¢)!. Ainsi,

Card ({M,, > i}) = (7;) Bi (n — i)! Enfin,

. Card {Mn > ’L} n (n — )l Bz
PMy > i) = Cird(Qn) ):<i)ﬁi n!)zﬁz
Q 39.0On a
n+1 n+1
E(M,) = Y kP(M,=k) = Y k(P(M,>k—1)—P(M, > k))
k=2 k=2

n

= Z(k-ﬁ-l)pk—kak = 2101-1—2219;C = Zp’f'
k=0

k=1 k=2 k=2

Done B(M) =3 % 3%y 2 gy = S+
1 = —_— —_— = = - —_—
" =kl nodee L= g cos(1)



