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[.LEtude de nouveaux espaces fonctionnels

1.A.1)
2

a) @ est définie sur R, paire, et continue sur R\ {~1,1}. De plus lim ¢+ = 0= ¢(0) et lim - 2
x—1"1—-X

—oo donc par composition lir? @(x) = 0. ¢ est donc continue en 1 et par parité ¢ est continue
xXx—1"

en —1. @ est donc décroissante sur [0,1] de 1 a 0, et constante nulle sur [1,+co[. De méme ¢
est constante sur | — oo, —1] et croissante sur —1,0] de 0 a 1.

b)
c) @ est dérivable en tout point de R\ {-1,1} et :
Vel 119/ () = gzl Y €] —oo,TUIL ool () = 0
Ona @’(x) ~_1- e( =2 exp( -1 )) Enposantu = —L;,ona lim u = —coetlim,_,_ue™ =
d 2(1_x )2 1-—x2 1-x2 xo1- Uu—>—00
0. Donc par composition des limites, on obtient linll ¢’(x) = 0. De plus, linll f’(x) = 0. Comme
x—1" x—1*

f est continue en 1, on obtient que f est dérivable en 1 et f’(1) = 0. Par parité ¢’ est dérivable
en-1et@’(-1)=0.

Montrons par récurrence que ¢ est dérivable a tout ordre n sur |—1,1[ et qu’il existe un poly-
nome P, tel que: Vxe|-1,1 [,(p(”>x = (lli’if))z,, @(x) C’est vrai a l'ordre 0 avec Py = 1. Soit n € IN.
Supposons la propriété vraie a l'ordre n. Alors, d’apres les théoremes usuels, ¢ est dérivable a
l'ordre n+ 1 sur |—1,1] et

((4n —2) — 4nx?)xP,(x) + (1 — x*)?P)(x)

vxel-1,1[p" (x) = o))

P(x)



Si l'on pose P, (x) = [(4n - 2) — 4nx?)xP,(x) + (1 — x?)?P}(x), alors P, est un polyndéme,ce qui
termine la récurrence.

@ est donc de classe C® sur |—1,1[. De méme ¢ est de classe C*® sur | —oo,—1[ et |1,+o0[ et
ses dérivées successives sont nulles sur ces intervalles.

On pose alors u = 1‘}(2 etona lim u = -ocoetlim,_,_ u"e™ =0, ce qui prouve que
- x—1-

lim ¢ (x)=0= lim ¢@"(x).
x—1- x——1*

On a évidemment
lim o™ (x)=0= lim ¢"(x),

x—1* x—-1-
et donc , en appliquant successivement le théoréme de la limite de la dérivée , aux dérivées
successives de ¢, on voit que ¢ est dérivable a tout ordre nen -1 et 1, que :

VneNe™(1) =™ (-1)=0,

et que @) est continue en 1 et -1. Donc ¢ est de classe C*® sur R.

d) D est inclus dans I'espace vectoriel A(R,R) des applications de R dans IR. Il contient la fonc-
tion nulle. De plus, si ¢; et ¢, sont des éléments de D et A € R, alors, il existe des réels a,b,c,d
(aveca < betc<d)tels que ¢, est nulle en dehors de [a, b] et ¢, est nulle en dehors de [¢,d]. On
en déduit alors que A + ¢, est nulle en de hors de [min(a, c), max(b,d)]. De plus Ap; + ¢, est
de classe C®. Donc A@; + ¢, € D. Par conséquent, D est un sous-espace-vectoriel de A(R,R),
et donc c’est un IR espace vectoriel. Cet espace vectoriel est non réduit a {0} puisqu’il contient
la fonction ¢ précédente.

I.LA.2) Si f € D, alors , f est de classe C* et il existe deux réels a et b avec a < b telle que f est
nulle en de hors de [a,b]. On en déduit que f” est de classe C* et nulle en dehors de [4,b] donc
f'eD.

L.A.3)

a) _[IR e(t)dt = Lll @(t)dt. @ est continue, positive et non identiquement nulle sur [-1,1], donc

1
J P(t)dt >0

1

b) Comme @ est intégrable sur R, 6 est intégrable sur R et le 0= %R—z = 1. L'application u + nu
R

est une bijection de classe C! sur R sur lui-méme, donc en posant x = nu, dx = ndu, on obtient
IIR O(x)dx=1= IJR nO(nu)du et la deuxieme intégrale converge. On obtient donc bien :

Vne IN“‘_[ pn(x)dx =1
R

I.A.4) p, est nulle en dehors de l'intervalle [—%, %], donc pour x € R, t — f(t)p,(x —t) est définie,
continue par morceaux, et nulle pour x—t > % oux—t< —%, soit ¢ > x+% out<x— %, donc nulle
en dehors de 'intervalle [x— %,x+ %] Donc t — f(t)p,(x—t) est intégrable sur R et f *p,(x) est
donc bien défini pour tout x réel.

Pour t € R fixé, la fonction x — f(t)p,(x —t) est de classe C* et :

O (f(Hpu(x ~ 1)

VkelN
dxk

(x,1) = f(B)p (x - 1),

. k ) N . ,
De plus, la fonction p,g ), nulle en dehors d’un segment ou elle est continue, est bornée sur

RR. Soit M = sulelp,(f)l. Si x € [a,b], alors tp;k)(x —t) est nulle en dehors de [a — %,b + %]

2



Or f, continue par morceaux, est bornée sur [a — %,b + %] En conclusion, la fonction ¢t —

I*(f (H)pu(x—t)) , . . 12 N
a—x,’j(x, t) est nulle en dehors d’un certain intervalle indépendant de x € [a,b], ou elle

est bornée indépendamment de x. On a donc a la fois I'intégrabilité de cette fonction et une
condition de domination sur tout segment [a,b]. f * p, est donc dérivable a tout ordre (donc
de classe C*™ et

VEeN, (f+p,)* = £+ ().

1.A.5

1 1 1
X) = f_l Pn(x—t)dt = I_l nO(n(x —t))dt = Wj‘l ne(n(x—t))dt On pose u =n(x—t), du =
R
—ndt et
n(x+1)
J @(u)du
IIR D
En particulier, pour tout x réel, on a I,( I]R t)dt = LR f(t)pn(x+t)dt. On pose
alors u = g(t) = —t et 'on obtient I,,( JIR pn x—u)du = IIR u)py(u —x)du = I(x).
(Compte—tenu de la parité de f et de pn)
Six+ 1oux—— 1, c’est a dire x > 1+ ou x < 1——alorsI( ) = 0. D’autre part I, est

de classe C*®.0Ona donc bien I,, € D. Pour tout x réel, I, (x) = W(qo(n(x +1))—p(n(x—-1))
R

d’apres l'expression trouvée en a). (Intégrale fonction des ses bornes.) Il faut donc étudier les
signe de (@(n(x+1))—@(n(x—1)) = u(x). (Puisque @ est paire. Cette expression est impaire en
x, 1l suffit donc d’étudier le signe sur [0, +oo[. Pour x > 0, on a n(x+1) > 1 donc ¢(n(x+1))=0.
Donc u(x) = —p(n(x—1)) = —@(n(1 -x)). Six€[0,1 -1 ++], alors n(1-x) > 1 donc gn(1-x) =0.Si
x€]l- %,1 + %], alors n(1— %) €]-1,1[, donc u(x) < 0. Enfln six>1+ —, alors n(x—1) > 1 donc
u(x)=0.

En conclusion pour n > 1, la fonction I,(x) est constante sur [0,1 — %] (égale a I,,(0) =1 et
[1- %, +oo[ (égale a 0 puisque I,, € D) et décroissante strictement sur [1 — %,1 + %]
Compte-tenu de la parité de I, on obtient alors les variations sur R.

On a pour tout x réel :I,(x) J (pl 5 J ((x+1)) @(u)du On sait que @ est continue et intégrable

sur R. Il y a donc plusieurs cas possibles :

1. Six>1:limn(x-1)= hm n(x +1) = +c0. Donc lim,,_,, I,,(x) = 0.

n—o0
+00

2. Six =1, alors lim,,_, I,,(x) = J‘P na o (p(u)du:%

3. Sixe[0,1], alors lim n(x—1) = —co et lim n(x+ 1) = +c0 . Donc lim I,(x) = 1.
n—o00 n— o0 n—oo
4. Comme I,(x) est paire, on a donc finalement :

Vxe]l-1,1[lim, . [,(x)=1
Vx €] — 0o, —1[U]1, +oo[lim,, o, [,,(x) =

limy, o0 1(1) = 1limy, o [ (=1) = %

J et I sont donc égales sauf en 1 ou -1. (Remarque : en tout point réel x, J(x) vaut la demi-
somme des limités a droite et a gauche de I. On dit que ] est la régularisée de I.)

e) Les fonctions I,, sont continues sur R alors que la limite n’est pas continue. La convergence

n’est donc pas uniforme sur R.

I.B-Fonctions C*™ a décroissance rapide Remarque : S est I’espace de Schwartz, mathématicien

francais « inventeur »des distributions. Il a formalisé un procédé utilisé auparavant en phy-
sique sans justification théorique solide.

I.B.1) S est inclus dans l'ensemble des applications de IR dans lui-méme qui est un R-espace

vectoriel.



L'application nulle appartient a S donc S est non vide.
Soient (f,g) € S?> et A € R. Alors Af + g est de classe C® et Yn € IN (Af + )" = Af™ + ¢ On
a donc:
2 : m g(n) : m (n) — 0= 1; (n)
V(n,m)eN /\xl_lglmx Y (x) +xl_1)r$100x g (x)=0= xl_l}rg()(Af +2)"(x)

On a un résultat analogue en —co, donc (Af +g) € S.
S est donc un sous-espace vectoriel de A(IR,R). C’est un espace vectoriel.

1.B.2) Pour toute fonction f de classe C™ et tout entier naturel p, fP) est de classe C* et pour
tout entier naturel n, (f(P))" = f("+P) Les conditions aux limites sont donc encore réalisées
pour fP), etdoncVfeS, VpeN fP eS.

I.B.3) On sait que toute fonction polynome est de classe C*, et ses dérivées sont des fonctions
polynomes. D’autre part, par linéarité de la limite, on , pour toute fonction polynome P et
tout feS:

VneN lim P(x)f™(x)= lim P(x)f"™(x)=0

X—>—00 X—+00

n
D’apres la formule de Leibniz :Vn € N (Pf)") = Z(
k=0

n

k)P(k)f(”_k) On a alors

Y (m,n) € N?,Vk € [|0, 7] lim PO (x) FR) (x)(x) = lim x" PR (x)F "R (x) = 0
X—+00

X——00

puisque x"P%)(x) est une fonction polynome.
Donc Pf € S.

IT Espace des distributions sur D

II.A.1) Il existe des réels c et d (c < d) tels que ¢ soit nulle a I’extérieur du segment [c,d]. f@ esta

. eouz . . d
support compact et continue par morceaux, donc l'intégrale existe bien et vaut fc f(x)p(x)dx.
Par linéarité de l'intégrale (on considere ici l'intégrale initiale de —co a +oo, Ty est linéaire.
Enfin, si (¢,,) est une suite de fonctions de D qui converge sur D vers ¢, alors il existe un réel
a
atel que:Vx € R |x[>a=VYneNg,(x)=00naalors:Yne N, Ts(¢p,) = J_af(x)(pn(x)dx. Or
f est bornée sur [—a,a]. Donc

Vx € [-a,alf (x)@n(x) = f (%) (x)] <If llcol@n(x) = (O] < M| flloollPn = Pllco-

(IIf lleo étant prise sur [—a,a].) Donc, toujours sur [—a,a] :

Et donc:
VneN |T(p,)—T(p)| < 2allflloolleyn — @lloo-

Par conséquent, d’apres I’hypothese de convergence uniforme de ¢, vers ¢ :

lim T(¢p,) = T(¢p).

n—oo

Ceci prouve que T est une distribution.

II.A.2) 1l s’agit probablement de Ty;. Il suffit de montrer que U est continue par morceaux sur R.
Or U est continue sur R\ {0} et a une limite a droite (1) et a gauche (0) en 0. Donc U est bien
continue par morceaux sur tout segment donc continue par morceaux sur R. Donc Tj; est une
distribution (appelée distribution de Heaviside.)



II.A.3) a)Si (¢,) est une suite de fonctions de D convergeant dans D vers ¢, alors elle converge
uniformément, donc simplement vers la fonction ¢ et donc

Jlim @y, (a) = p(a)
Donc 9, est une distribution.
b)On a ¥Vt € R, (t) = @(n(t —a)). Donc ¢,, est de classe C* sur R et a support compact. De
plus, Vn € N*¢,(a) = 1. S’il existe une fonction f continue par morceaux sur R continue par
morceaux telle que Ty = 0, alors en particulier :

Vne INI]Rf(t)qon(t)dt =1.

On a donc
a+l

VneN* | " f(e(n(t—a)dt=1
ol
Or ¢ est bornée sur R et [|¢||o = 1. De plus, f est bornée sur [a —1,a+ 1] et [a— %,a + %] c

[a—1,a+ 1] Donc
a+l

f()p(n(t —a))dt

a—-

2”ﬁ[—u,a]”oo
n

<

et donc

n—-oo

lim fl" F(B)p(n(t—a))dt = 0.

On obtient donc une contradiction et o, n’est pas une distribution réguliere.
II.B Dérivation des distributions sur D
II.B.1) Si @ €D, alors ¢’ € D donc T’ est bien définie.

V(@1 @2) € D*YA € RT (A1 + ;) = ~T(A@y + ¢2) = —AT(1) = T(@2) = AT (1) + T (¢2)

.. . . )21 D
Donc T’ est linéaire. Soit une suite (¢,) d’éléments de D telle que : ¢, — ¢. On a alors,
e e D . . .
d’apres la définition : (¢,)" — ¢’.. En effet, si une fonction dérivable est nulle en dehors de
[-a,a), il en est de méme de sa dérivée, et pour tout k € IN, la suite de fonctions ((¢,)’)%

converge uniformément vers (¢’)¥) puisque ((¢,))*) = (p,&kﬂ). On a donc T(p;) — T(¢’) et
donc T'(¢,)) = T’(¢). T’ est bien une distribution sur D.

II.B.2) On fait une intégration par parties : Soit ¢ € D. Il existe a > 0 telle que ¢ est nulle en
dehors de [—a,a]. ¢’ est alors nulle en de hors de [-4,a]. On a alors :

a

i) =~Trl9") = - | 9 dx= [ttty

a —a

a a

() (x)dx = f P()f (x)dx = Tp ().

—a
On a donc bien
(T¢) =Tp

. Ceci reste vrai si I’on a une fonction f continue C! par morceaux, la dérivée de f étant alors
prise au sens usuel aux points ou f est dérivable, et arbitraire aux autres points, puisque
I'intégration par parties est encore possible comme le savent les 3. (Et les autres n’ont pas a
connaitre ce qu’est une fonction de classe C! par morceaux).

ILB.3) Yo e DT/ (¢(x)) =-Ty(¢’) = —foﬂx’ @' (x)dx = —[@(x)]{* = ¢(0). Donc | T}, = .




I1.B.4) a) Ona ¢ =Ty, ou f est la fonction définie par :

sit<—1,ft):0
site[-1,0],f(t)=
sit>0f(t)=1

f est bien continue par morceaux, car elle a un seul point de discontinuité, en -1, ou elle a une
limite a droite (0), et une limite a gauche (-1) ﬁnies Donc T est une distribution réguliere.

/ ’ 0
b) Vo € DT () = ~T(¢") = [* t@' (Nt + [ @' (1)t = ~[t(0)], — [, @(t)dt + (0) = p(~1).
Donc | T’ =T, +0_; |ou g est la dérivée generahsee de f, egale a sa dérivée ordinaire sur R\

{-1,0} et quelconque ailleurs.
II.B.5) La dérivée est ici la dérivée généralisée, qui prend la Valeur de la dérivée usuelle aux
points ou f est dérivable. a) Vo € DTf’((p) =-Ts(p j f(t)@’(t)dt On considere un réel

strictement positif a tel que: Vx e R [x| > a = ¢(x) = 0 On suppose de plus, ce qui est possible

que —a<aj <---<a, <a.On obtient alors :

J £(t) dt—f £(t) dt—j £(t) dt+ZJ:Hf(t)(p'(t)dtdt+Laf(t)(p ()dt

(Pour p =1, on convient que la somme du milieu est nulle). La fonction f se prolonge de facon
C! a chaque intervalle | - o0,a1],[ay,a,], -+, [a,, +oo[ Appelons fy, fi,--, f, respectivement ces

prolongements.

On obtient alors :

[ rmgnar= [ oo =Laopors f i) f(uI)qo(al)—J- F
De méme :Jai”l f(H)e'(t)dt = j:’“ fi(H)@’(t)dt = [f;(t) i jﬂ”l fi(t

= flag, @) = flal)pla) - [ f/(Dep(t)dt

Et enfin, par le méme procédé :Ju f(t) ’(t)dt = f fot)e (t)dt = [f,(He(t)]s — Ja fr(t)ep(t)dt
= f f’(t)@(t)dt. Par addition, et changement de signe, on obtlent

_£+mf(t dt_f (¢ dt+Z(f(a?)—f(aZ))<p(ai).

On obtient donc bien : )
T/ =Tp+ ) o(a;)s
i=1

b) La fonction Ty, est de classe C! par morceaux, avec un point de discontinuité : a; = 0 et un
saut en a; de 1. On a donc T}, = Ty 0 (0)dg = dy.. (Car U’ est constante par intervalle donc sa
dérivée généralisée est nulle). D’ou le résultat de la question I1.B.3.

De méme, la fonction f de I1.B.4) est de classe C! par morceaux, on a un saut de 1 en 0 et la
dérivée généralisée vaut 0 sauf sur |- 1,0[ ou elle vaut 1. On retrouve donc bien le résultat de
I1.B.4).

II.C-Suites de distributions sur D a) Pour toute fonction ¢ € D et tout n € IN*:

Ty, (¢) = L U(t)p(n)dt +ﬁ p(t)dt

1 1
< —||U]lsoll®@lloo € =ll@llco

L" U(t)p(t)dt




Donc

lim | U(t)g(t)dt = 0.

n—+oo Jo

L’intégrale d’une fonction continue est continue par rapport a ses bornes finies, et que lim — =
n—+oo N

0, on obtient :

+00

lim p(t)dt = f%o (t)dt
0

n—oo 1

Et donc, on a bien :
Yo eD lim Ty (@)= Ty(p)

n—+co

b)La fonction U, est continue et de de classe C! par morceaux. D’apreés la question I1.B.2, on

a:
1

Vo DT, () = Ty, () = L n(t)dt

puisque la dérivée généralisée de U, vaut 0 a I'extérieur de l'intervalle [0,% et n a 'intérieur
de cet intervalle.

¢) On a comme dit précédemment TL’]n = Ty, (La valeur de U,, étant arbitraire en 0 et 1.

d) V,, est une fonction en escalier.

e)On a: Vo e DT'(p) = -T(¢’). Or, si une suite (¢,,) converge vers ¢ dans D, la suite (¢,,)
converge vers ¢, dans D d’apres les conditions de convergence données, encore valables pour
¢’. Donc :

lim T(¢p,) = T(¢’),

n—-oo

et par conséquent :
lim T'(¢,) = T(¢)-

n—00
f)Ona
lim TU = Tu,
n—oo n
donc

lim T{] = TUI = 60.
n—-oo n
II C2) a)Les trois fonctions données sont continues sur R, sauf en un nombre fini de points ou
elles ont une limite finie a droite et a gauche.
b)




axe v
I A

gz |
8 \ L 2 e x
\\
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J

c) i)Limite de (Ty,) Il faut étudier la limite quand n tend vers +co de I,, = fj;o TP
@ € D. On effectue le changement de variable u = nx,du = ndx d’ou :

+nfty u du
I":J:w (P(Z)1+u2

z)l
n) 1+u?

intégrable sur R et f;o gu(t)dt = I,,. On a, pour tout u € R lim,;, 0 €,(14)

1
1+u?

(x)dx ou

. g, est définie continue et

_ (0
T 14u?”

On définit la fonction g, sur R par Yu € Rg,(u) = (p(

De plus ¢
est bornée sur R et donc Vn e IN*,Vu e R g,,(u) < % Orumr
on a donc une condition de domination. On a donc :

+00 0 d
J (ﬁ(+)u2u - g(P(O)'

est intégrable sur R et

lim Tf,(p) =

n—+co oo

Par conséquent :
. .
Mim Ty, = 5%
ii)Limite de T
1
Vo eD Ty (@)= J nx"@(x)dx
0

. Pour n € IN¥, on fait le changement de variable u = x" et 'on obtient :

1
T, (9) :J;) u%qo(url?)du

<

Pour tout u €]0,1] lim ui =1, et limrHOOO% = 0. De plus :Yn e N*,Vu € [0,1] u%(p(u%)
n—-o00

llplleo, et 1a fonction constante u - ||@||,, est intégrable sur [0,1]. On a donc :

1
tim il = [ (1) = (1)
°° 0
La suite de distributions T, converge donc vers 0;.

8



n
n

. n2@(x)sin(nx)dx = j_nn n(p(%)sin(u)du (On
” = sin(u), f (u) =

iii)Limite de (T, ) Soit ¢ € D. Ona Ty, (¢) = [

a posé u = nx. On effectue alors une intégration par parties avec f’(u)
—cos(u),g(u) = n(p(%),g’(u) = (p’(%). On obtient alors :

Ty, (p) = [—n cos(u)(p(%)]: + J

TC

(p’(%)cos(u)du

Le premier terme vaut n((p(%) - go(%

loppement limité en O (h) = ¢@(0) + he’(0) + 0¢(h). Donc
(o2} ol )= 2nvioaf 1),

lim n((p(z)—(p(i)) - 2129 (0).

n—+oo n n

)) Comme ¢ est de classe C!, elle admet un déve-

Et donc

Quant a I'intégrale, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée :
D’une part, par continuité de ¢’ : :

Yu €[0,1], lim (p'(%)cos(u) = ¢@’(0)cos(u).

n—+00

D’autre part, comme ¢’ € D, elle est bornée et :

VneN*Vu € [-n, ] ‘qo’(%)cos(u)

< llelleo-

En utilisant le théoréeme de convergence dominée, on obtient donc :

T u T
lim (p'(—)cos(u)du = J cos(u)du = 0.
n—+oo 7 n -7
Et donc:
nl_1}rpoo Ty, () = 21’ (0).
Soit

limn_mx, Thn = —27‘(66.




