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I Préliminaires

I.A  Quelques propriétés de g,

Q 1. Pour tout o > 0, la fonction g, est définie continue positive sur R.

Par croissance comparée, lim 22 g,(z) =0= lim 2°g,(z) donc g,(x) = Ofoo(Z) = O_so ().
—+00 T——00 T z

x

—1 “+o0
x
Comme / — et / — sont des intégrales de Riemann convergentes, par théoreme de comparaison,
_ X 1 X
+oo oo +oo
/ lgo(x)] da = / go(x) dz converge. conclusion : ‘ go est intégrable sur R ‘
—00 — o0

Q 2. On considere le changement de variable ¢ = qui est licite car réalise une bijection de classe €' de R

dans R.
On obtient : /

— 00

_r
V2o

+oo

— 00

1 +oo +oo
go(z) do = 7= / exp(—t?) dt =1 conclusion : / go(z) de =1}
™ — 00

Q 3. La fonction g, est de classe 2 sur R comme composée de fonctions de classe €2.

T 1 x? R
Vo € R, ghln) =~ 23 000 et g50) = g (<145 ) 0a0) = T gl
—)
o/ 2me

On obtient le tableau de variations suivant (avec g,(—0c) = g,(0) =

T —00 —0 0 o +00
g (x) + 0 - - 0 +

0/>0\0

\<0/’O

9(0)
o )
/ \

go(z) | 0 0

La dérivée seconde s’annule en exactement deux points : —o et 0. On obtient la courbe représentative suivante :

1.B

Q 4. V¢ € R,, la fonction x — f(x) exp(—i 2w€x) est définie continue sur R et Vo € R, |f(x) exp(—i2néx)| = | f(z)].

Comme f est intégrable sur R, on en déduit que ‘ x +— f(x)exp(—i2n€x) est intégrable sur R ‘

Q 5.

o Vr € R, & f(x)exp(—i2n€x) est continue sur R,

o V¢ e R,z — f(x)exp(—i2n€x) est continue (par morceaux) sur R,



o V¢ R, Vz €R, [f(z)exp(—i2nx)| < |f(2)]
e f est intégrable sur R

+o0
D’apres le théoreme de continuité des intégrales & parametre, la fonction Z(f) : € — / f(x) exp(—i2méx) dx est
—00

définie continue sur R. conclusion : ‘ F(f) est continue sur R ‘

I.C

x —+oo x
Q 6. f est intégrable sur R donc lim / f(t) dt = / J'(t) dt existe. Or, / () dt = f(z) — f(0) donc
0 0 0

r—+00
li = ( existe.
Jm f(x) existe

+oo
Sil # 0, |f(z)] ~too | / |¢| dt diverge et = — |€| de signe constant alors, par théoreme de comparaison,
0

+oo
lintégrale / |f(¥)| dt est divergente.
0

Par contraposition, f intégrale sur R alors lim f(x) =0. De méme, on a lim f(z)=0.
r——+00 Tr——00

conclusion : | lim flx)=0= Tlim f(z)

Q 7. Comme Ill)rfoo fx)y=0= zgr_noof(m), on a aussi wkr-&r-loof(x) exp(—i2néx) =0 = mkr_noo f(z) exp(—i2mwx).

On peut effectuer une intégration par parties en considérant les fonctions u et v de classe €' sur R ci-dessous :

{u(m) = f(x) u'(z) = f'(x)

v(x) = exp(—i2ntx) et lim u(z)v(z)=0= lim u(z)v(z)

(z) = —2im€ exp(—i2nx) z—+00 z—3+00

+o00 +00 +o0
FENO = [ 1) expliznen) do = [f(o) exp(-izngn)] - [ o) (~Djiné exp(-i2ngz) do = 2im F(1)(O).

s —_—— —o0 — 0o

0 +

=0

conclusion : | 7 (')(¢) = 2i € F(f)(€) |

I.D

Q 8. L’application x +— 2P exp(—x?) est définie continue positive sur R.

2 2

P exp(—2?) = 0 = lim z

Par croissance comparée, lim =«
r—+o0 T——00

2% exp(—2?) donc 2% exp(—2?) = O+oo(%) =

—1 —+o00
X . . , s .
O,Oo(w%). Comme / — et / — sont des intégrales de Riemann convergentes, par théoreme de comparaison,
x x
— 00 1

+o0 +oo
/ 2P exp(—2?) dz = / 2P exp(—2?) dz converge

— 00 — 00

conclusion : ‘Vp €N, z+— 2% exp(—2?) est intégrable sur R ‘

x2p+1 / 2
u(z) = u'(x) = z*P
Q 9. Effectuons une intégration par parties en considérant : (@) 2p+1 (z)
2 2
v(z)=e" v(x) =—2xe ™

Cette intégration par parties est licite puisque les fonctions u et v sont de classe €™ sur [0, +00o| et que hr—s{l u(z)v(z) =
T—r1+00

xgr—&r-loo u(z)v(z) =0.

— 00

“+o0 2p+1 00 +oco .2p+1 )
M, =/ 2 ¢ dp = [x e*”ﬂ —/ ’ (—2z) e do = My
oo N 2p+1 —0 2p+1 2p+1
) 4

=0

2p+1
2

conclusion : |Vp €N, M, = M,

V7 (2p)!

Soit I'hypothese de récurrence : H, : M, = 5200
p!



Foo 20)!
LﬂMo:/ ‘iﬂQfo:iﬁ( O,

. 2200
V7 (2p)! 2p+1 V7 (2p)! Va(2p+1)! 7w (2p+2)!
2 _ _ _ _
H,=Hp, 7" Hy= M, = 22rp] = My = B) 22pp] = 22p+1 )] = 220+2(p 4 1)] = Hp1
2p)!
conclusion : |(Ho et Vp €N, H, = Hpyq1) =>VpeN, M, = \/27?25)5)
S , e = (P,
Q 10. La fonction cosinus est développable en série entiere sur R et Vy € R, cos(y) = )] y“P.
D)!
p=0
+oo
(=1)" Jop_2p2p 2
Pour y = 27€x, on trouve Vz € R, cos(2néz) = Z @) 2°PePLEP 2P
p=0 '
= 22072
conclusion : |Vx € R, exp(—2?) cos(2réx) = Zcp(g) exp(—2?) 2% avec c,(¢) = (—1)? )]
D)!
p=0
+oo —+oo —+oo
Q 11. V¢ e R, / exp(—x?) exp(—i2méz) dx = / exp(—z?) cos(2néx) dx —i / exp(—x?)sin(2néx) dx

—+oo
La fonction x + exp(—x?) sin(27éz) est impaire intégrable sur R donc / exp(—x?) sin(27éz) dx = 0.

+o0 100

Zcp(f) exp(—2?) 2% dz.
p=0

—+oo
D’ou, d’apres la question Q 10, V€ € R, /

— 00

exp(—x?) exp(—i2réz) dx = /

— 00

On pose f, : x = ¢, (€) exp(—x?) 2%,

Vp € N, f, est définie continue sur R et intégrable sur R (d’apres la question 8).

oo 22p2p pﬁ(2p)! (m2€2)p
| @l do =6 a1, = 2 e YR m (T

(r26%)P
p!
terme et permuter somme et intégrale.

+o0 too +o0 too
VE € R, / exp(—2?) exp(—i2néx) dr = Zcp(«f) / exp(—2?) 2% dx = Zcp(«f) M,
p=0

Comme est le terme général d’une série convergente, on peut appliquer le théoreme d’intégration terme a

—oo p=0 —o0
+00 too (w2€2)P
= V¢ eR, / exp(—2?) exp(—i2néx) dr = Z(fl)p NZs —— = V7 exp(—n2€?)
—00 p:
p=0
—+oo
conclusion : | V¢ € R, / exp(—2?) exp(—i2néx) dx = ﬁexp(—w2£2) A
Q 12. On effectue le changement de variable u = fiQ qui est licite car réalise une bijection de classe €' de R dans R.
o
+oo 1 .’172
Ve ER, F(go)(6) = / exp <—2) exp(—i2n€ x) da
—o ONV2T 20
L[ e (e NN
= exp (—u”) exp(—i27w& V20u) V20 du
_ oum | e ) iz Vo
Y=

% V7 exp(—m* (V20€)*) = exp <2 51 ) =0’ V21 go(§)

{II

Q11 (27o)? —u
. / 1 ar !/ 1
conclusion : [Pour ¢/ = — ona Iu € R/ .F(g9,) = pgo (avec p = o'v/21 = )|
2o oV 2

II Equation de diffusion avec une condition initiale gaussienne

1 a?
13. Not t,x) = = T 2(02 4 2t)
Q otons ¢(t, ) g\/a2+2t(x) Nz TN exp ( 2(c2 + 2t)>



Oy 1 x? 22— 0% -2t

ot (t,x) = T i p(t,z) + 2 +20° p(t,z) = (2

En reprenant le calcul effectué a la question Q 3, on trouve :

9% 2?2 — (02 + 2t) Do e
@(t, .T) = W QO(t,I) = E(t,‘ﬁ) = @ vérifie i
1 2
Ve e R, (., z):t— g\/zi(m) = ————— exp (f z ) est définie continue sur RY.
o242t /0.2 + 2t /27_r 2((7 +2t)
On a donc lim ¢(t,x) = (0, ) _ e p( z ! exp (— L5 go(x) = @ vérifie iii
= = X — = X — = V
) Y ) 20-2) ( 20-2) (e
t—0+ Vo2 2r vg>0 2o

conclusion : | La fonction ¢ : (¢, ) — g\/m(x) vérifie 1 et iii

II.A

Q 14. Soit ¢t > 0, soit T' = 2t. La fonction f vérifie la condition ii, on peut choisir une fonction ¢ continue intégrable

sur R telle que Vt €10, T[, Vz € R, |f(t,z)| < D7 (2).
Ve eR, Ve € R, |f(t,x)exp(—2in&x)| = |f(t,z)] < Pr(z)

Par théoréme de comparaison, l'intégrabilité de 7 sur R entraine l'intégrabilité de x — f(t,x) exp(—2i w€x) sur R

conclusion : ‘Vt > 0, V€ € R, la fonction x — f(t,x) exp(—2i m€x) est intégrable sur R ‘

Q 15. remarque : La notation g, (£) n'est pas cohérente et doit étre interprétée comme F(g)(€) ce qui a di géner
les étudiants les plus rigoureux.

Soit (£, )nen une suite de réels strictement positifs qui converge vers zéro.

Soit fp, 1 x> f(tn, ) exp(—i2méx).

La suite (t,,)nen est convergente donc bornée. Soit T > 0 tel que Vn € N, ¢, €]0,T1.

La fonction f vérifie la condition ii, on peut choisir une fonction @ continue intégrable sur R telle que

YVt €]0,T[, Yz € R, |f(t, )| < Op(x).
Vn €N, tn €]0,T[=Vz €R, |fu(z)] = [f(tn, 2)| < Or(z)

La fonction f vérifie la condition iii donc la suite de fonctions (f,)nen converge simplement vers la fonction
x> go(x) exp(—i2n€x) sur R.

Toutes les conditions d’application du théoreme de convergence dominée sont satisfaites, donc :

+o0o
e La suite (/ fn(2) dx) converge,
—o0 neN

+oo +oo +oo
o dim [ p@de= [t @ de= [ (o) expl-i2nge) do = ()€ = (0

n—-+oo — oo — oo n—+oo — oo
=f(tn:6)
On a donc pour tout suite (£, )nen de réels strictement positifs qui converge vers zéro, la suite (f(tn,€))nen converge

vers g, (€).

conclusion : | Par caractérisation séquentielle des limites, on a lim+ f(t,6) =Z(9) () =35(6) |
t—0

Q 16. Soit £ € R. Soit T > 0, soit ¢t €]0,T7.



La fonction f vérifiant la condition ii, on choisit W7 continue intégrable sur R telle que

OF 1.2

vt €]0,T], V R
€10, T[, Vx € R, 52

< VUr(x)

Posons ¢ : (t,x) — f(t,x) exp(—i2n&x)

e Pour tout réel ¢ €]0,T7, la fonction ¢(t,.) :  — f(t,z) exp(—i2n&x) est continue, intégrable sur R d’apres la

question Q 14.

e Pour tout réel x € R, la fonction (., ) : t — f(t, ) exp(—i2wéx) est de classe € sur |0, 77,

o ¥Vt €10,T], Vx € R, 8('O(t,as)’ = ‘w(t,x) exp(—i2néx)| = )g{(t,x)’ = %(t,x) < Ur(z)

ot ot

e Up intégrable sur R
A +OO
D’apres le théoréme de dérivation des intégrales & parametre, Papplication f(.,z) : ¢t — / f(t,x) exp(—i2n€x) dx
— 00

+oo
est de classe ¢! sur |0, T[ de dérivée t — / %(t, x) exp(—i2n€x) dx.

La résultat étant valable pour tout T strictement positif, on peut conclure.

: of T of .
conclusion : |Vt > 0, V¢ € R, a(t,f) = a(t,x)exp(—z 2réx) dx |
teoof ) of
Q 17. On remarque que a(t, x)exp(—i2néx) doe = F E(t, ) €)
La fonction f vérifiant la cz)ﬁdition i, on en déduit :
vt >0, V¢ € R, E(t,f) = a(t,x)exp(—z 2wéx) dx

- 7 (%e)) e = 7 i‘é(tv') (©)
(% %

condition i

< 27 (L) O S 2im? F (7169 (© = -4 0.9

of

o7 (16 = —4r*Ef(1,€) |

conclusion : |Vt > 0, V¢ € R,

11.B

Q 18. D’aprés la question Q 17, pour & fixé, application ¢ — f (t,€) est solution de I’équation différentielle linéaire
d’ordre 1 & coefficients constant y’ + 47262y = 0. Elle est donc de la forme t — Cste exp(4m2£2t), la constante Cste

étant fonction de &, a priori complexe.

&8 = 9,(£), on en déduit Cste € R.
Q15 g

conclusion : |V§ € R, IK({) e R/Vt e RY, F(t,€) = K(€) exp(—4m2€2t) |

Comme Cste = lim Cste exp(4n2¢*t) = lim
t—0+ t—07t

Q 19. D'aprés la question Q 15, V& € R, lim F(t,€) = g5(¢).
t—0
Et d’apres la question Q 18, V€ € R, 1iI(I)l+ f(t,6) = lirél+ K (&) exp(—4n2€%t) = K(¢). conclusion | K(§) = 9, (§) |
t— t—

I1.C

—~ 1
Q 20. D’apres la question Q 12, % (g)(&) = g, (£) est de la forme p gy (€) avec 0/ = —— et p =

1
2mo oV2r



— 1 2
On a donc g,(§) = pgo (§) = o exp (—;‘/) = puV2r o exp(—2n20° 1?)
= [(t,€) = K(&) exp(—4m°€*t) = 35 (€) exp(—4m°€%t) = V2 o exp(—2m°0°¢?) exp(—4n2E%1)
= f(t,€) = K(§) exp(—4r2¢*t) = pV2r o exp(—27% (07 + 2t)€?)
conclusion : | Pour v, = uv/270 ,ona: VEER, Vt >0, f(t,€) = v, exp(—272(0? + 2t) £2)
Q 21. v, u\/ﬂag—ggr\/ﬂazl. conclusion : |v, = 1|
1

Q 22. VEER, g (6= Nga'(f) avec 0 = /o T
9\/027 = V21V 02 + 2t exp(—72(0? + 2t)€)
= f(t,{) = Vo exp( (G + Qt)f) M\/ﬂmg\ﬂﬂ*—t( ) J.f(tv-) = /\a,t g(g\/m)

Par linéarité de l'intégrale, on vérifie aisément que la fonction f — Z(f) est linéaire sur l'ensemble des fonctions

continues et intégrables sur R.

On a donc F(f(t,.)) = F (Aot 9,/5277) et d’apres le résultat admis f(t,.) = Aot 9, /5777

conclusion : | Vt >0, I\, € R tel que f(t,) = A\t 09, /57757

Q 23. D’apres la question Q 17, avec £ =0, on a Vt > 0, (ZJ; (t,0) = 0.
o0 R
On remarque que I(t) = / f(t,z) de = f(¢,0).
Or Vt > 0, 6f( 0) = hmwzhmwzf(t)
a e—0 £ e—0 £

“+oo
=Vt >0, I'(t) = 0 = |la fonction I : ¢+ / f(t,z) da est constante sur 'intervalle ]0, +o0]
o0

Q 24. Soit ¢t > 0.

+oo +o0 +oo
/ f(t,(E) dr = / At,o‘ g\/m(x) dx = At’a‘ / g\/m(it) dx

=1 (d’apres la question Q 2)
+o0 .
= Mo = /_OO f(t,z) dz = f(t,0) = vo = 1= f(t,") = g /o7 conclusion : |Vt >0, f(t,") = g, /o537 |

Q20 Q21

III Etude numérique

II1.A
. , 1 . P of , . .
Q 25. La fonction f étant de lasse ¢ sur R% x ]0, 1[, par définition de a(t, z) et 'hypothese i sur f, on a :
. S+ 0,2) - f(tx) _ Of _O*f
vt e RY, Yz €]0,1], él_r)% 7 —E(t,aﬁ)—@(t,x)

Q 26. Vte RY, f(t,.): z— f(t,z) est de classe €2 sur |0, 1[. D’apres la formule de Taylor-Young a l'ordre 2 en z,

2 2
ft,z+h) = f(t, x)+g—f( )h+%(t x)%+o(h2)
of 0% f

ft,x —h) :f(t,x)—a—x( x)h—|—a 5 (T x)%—i—o(lf)

on a :

= f(t,z+h)—2f(t,2)+ f(t,x —h) = %(t,x)h2+o(h2) = f(t’x+h)_2f§:;x)+f(t’x_h) ggf(t ) +o(1)
conclusion : |Vt € R}, Vx €]0,1], }lii% ftz+h) - QfEZ;’ 2+ fte—h) a—f(t z) |




111.B

Q2. Vi g, Ben®I =l _ fulh+ ) =20+ fuh =)
=Vk € [1,q], fasri(k) = fulk) = % (fa(k+1) = 2fn(k) + fu(k — 1))
7
= Vk € Hlvqﬂa fnJrl(k) =r (fn(k + 1) + fn(k - 1)) + (1 - 2T) fn(k)
fn+1(1) =7 fn(2) + (1 = 27) fu(1)
fr41(2) =7 fu(1)+7fn(3)+ (1 —2r) fa(2)
= :
Fn(0)=0 fnlq+1)=0 fori(@=1) =7fulg—2)+7fulg) + (1 =27) fu(g—1)
fr+1(q) =rfulg—=1)+ (1 —2r) fulg)
= Fhy1 = E =rB ; +(1—2r) : = F,y1=rBF,+(1—-2r)F, =B+ (1-2r)l,)F,
frn+1(q) fa(a) fn(q) =4

conclusion : ‘Vn eN, F,.1 = AF, ‘

Q 28. Les matrices A et B sont symétriques réelles donc d’apres le théoreme spectral elles sont diagonalisables.

Par récurrence immédiat, a I'aide de la relation F,, 1 = AF,, on a ‘ vneN, F, = A"Fy ‘

Q 29. Pour la suite, on rappelle que si X est un vecteur propre de A associé a la valeur propre A alors
VneN, A"X = \"X.

: Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre (non nul) associé. On consideére Fy = X.
Ona:VneN, F,=A"Fy=A"X =\"X = ||F,] = M\" | X]|-

Si |A| > 1 alors || F,|| ) ~+00. Par contraposition, si (F),),en suite bornée alors [\ < 1

: On suppose Sp(4) C [—1,1].

La matrice A est diagonalisable. On peut choisir (X7, ..., X,) une base de M, 1(R) formée de vecteurs propres de A.

Notons A; la valeur propre associé au vecteur propre X;.

Soit Fy € My 1(R). Soit (v, ...,a,) € RY/ Fy = Zaz

VneN, F,=A"F, = A"ZalX ZaZA”X Z%AX

i=1

Zal AT X

i=1

q

=1
q
=VneN, |F,| = Z |avs] |>\"| 1) < lai| 1Xi]l = (Fu)nen est une suite bornée.
i=1

conclusion ‘ la suite (F},),en est bornee quel que soit le choix de Fy si et seulement si Sp(A4) C [—1,1] ‘

3

Ay = Y2
A2 =y +Y3
Q 30. \Y =BY = : . Soit ig € [1,¢] tel que |ig| = max{|y;| /1 <i < ¢}
)‘yq—l =Yg—2 1+ Yq
>\yq = Yg-1
)‘yi():y2 Siiozl
Ona: ¢ Ay, = Yig—1 + Yig+1 Si ig € [2,q — 1]. Dans tous les cas de figure, on a |A| |yi,] < 2 |yi, |-
AYip = Yg—1 siig=gq
CommeY #0=y;,, #0= [N\ <2 = | e€[-2,2]|
AER

Do | >

A
€ [-1,1] et la fonction cosinus réalise une bijection de [0, 7] dans [-1,1], donc 30 € [0, 7] / 5= cos(0).

conclusion : ‘ 30 € [0, 7], tel que A = 2cosé




Q 31. Si on impose yy = Yq+1 = 0, alors :
Ayt =y2=yo+ ¥y
Ay =v1+ys
\Y = BY < : — ’Vke[[Lqﬂ, yk,l—)\yk—l-ykJrl:O‘.

AYg—1 =Yq—2+Yq
)‘yq =Yq—1 = Yg—1 T Yg+1
Q 32. La famille (yx)re[o,q+17] Vérifie la relation de récurrence a deux termes yr_1 — Ayr + yx41 = 0 (R) d’équation

caractéristique X2 — A X +1=0.

X2 AX4+1=0 = X?-2cos() X +1=0 < (X - (X -e¥) =0,

KO —kO
. " . . yp =ae” 4+ fe si 0 €]0, 7|
D’aprés les propriétés sur les suites récurrentes, 3(a, 8) € C? /Vk € [0,q + 1],
P prop ( ) /v [0.q | {yk ( kB) ek sipe (0,7}

cas 0 € {0, 7}

{zo 0 — {?a—&—(q—&-l)ﬁ)@(qﬂ)e_o <— a=0=0=Vke[0,g+ 1], yr =0 : absurde car Y # 0.
q+1 — =

cas 0 €]0, 7|

Yo =0 a+B=0
{yq+1 —0 — {ae(qul)e + ﬂef((ﬁ»l)(f =0 (*)

Les y; n’étant pas tous nuls, on a («, ) # (0,0) et donc le systéme (x) n’est pas un systéeme de Cramer, on a

1 1 _ . . Jm
ela+1)d  o—(a+1)0| = 0 &= e (@0 —ct0 = 0 > sin((¢ + 1)0) = 09{]:0)[3] €l,ql/60= g+1
€|0,m

conclusion : |35 € [1, ¢] tel que A = 2cos

q+
Q 33. La question 32 nous donne Sp(B {2 cos < > /j €1, q]]}
Soit j € [1 t A =2
oit j € [1,q] et A, cosq_|_1
Y1
Siy = est un vecteur propre associé, d’aprés la question 32, on peut trouver (a,3) € C? tel que
Yq

Yk € [0,q+ 1], yp = ae®® + e "0, Cette formule restant valable avec yo = 0, on a donc 3 = —a.
i
Si on prend a = —f = 1, alors y, = sin <iﬂ1) vérifie la relation de récurrence (R) et d’apres I’équivalence établie
q
Y1
a la question 31, le vecteur Y; = [ : | est un vecteur propre (non nul) de B associé a A;.

Yq
On a prouvé que tous les A; sont valeurs propres. Comme les g valeurs propres sont distinctes deux a deux et que

M1 (R) est de dimension ¢, la famille (Y7,...,Y;) est une base de M, 1(R).

conclusion : | Sp(B) = {2 cos (%) /J €1, q]]}
Siﬂ(%) sm(q’f:l) sin(qq%)
La famille ( : ey : ey : ) est une base de M, 1 formée de vecteurs
. T . 20
sin( ) sm(ﬁ—l) sin(L7)
propres de B.

Q 34. Tout vecteur propre de B est vecteur propre de I, et si X est un vecteur propre de B associé a la valeur propre
A alors X est vecteur propre de A = (1 — 2r)I, + rB associé a la valeur propre (1 — 2r) + rA. On en déduit que

I’ensemble des valeurs propres de A est :

Sp(A) ={(1-2r)+rA /X € Sp(B)} = {(1—2r)+r2 cos <qj+7T1> /jé€ [[1,q]]} = {(1 2r(1—cos (qi )) /7€, q]]}



Par décroissance de la fonction cosinus sur [0, 7], on a

max(Sp(A)) = (1 — 2r(1 — cos (qu) et min(Sp(A)) = (1 — 2r(1 — cos (qqfl))

D’apres la question Q 29, la suite (F,)nen soit bornée quels que soient les choix de g et de Fp si et seulement si

Sp(4) c [-1,1] <= —1< min(Sp(4)) < max(Sp(A4)) <1
qm ™
<— -1<(1-2r(1—=cos|——])et (1—2r(1—cos <1
( ( (q+1)) ( ( <q+1>)
qm s
<~ r(l—cos| —— <let —2r(1 —cos| —— <0
( (q+1>) ( (q+1>)
toujours vrai
T 1
<~ 7r(l+cos P )S1l = r<—F——(%)
(1+cos(q+1))
. 1 1 ) 1
Pour tout entier naturel ¢ ——  — > — et lim

(1+cos(q+1)) 2 g—too (1 + cos (T)
L’inégalité (x) est satisfaite pour tout entier ¢ si et seulement si r < 1 5

conclusion :
1 1
La suite (F},)nen soit bornée quels que soient les choix de g et de Fj si et seulement r < 3 <= (;—2 < 3t
IV Equation de diffusion et marche aléatoire
IV.A
1 1
Q 35.Y,(2) ={0,1}, P(Y,, =0) =P(X,, = -1) = %, PY,=1)=PX,=1) = 3 conclusion : |Y,, — %’(5)

Les variables aléatoires X, étant mutuellement indépendantes, il en est de méme pour les variables aléatoires
Y, = f(X,) avec f:a— L(z+1).

Z, est donc la somme de n variables aléatoires mutuellement indépendantes qui suivent une loi de Bernoulli de

1
paramétre 3 donc Z, suit une loi binomiale de parametre (n, 3). conclusion : | Z,, < %B(n, 5)

Q 36. Ywe Q, S, ZX ) avec X;(w) € {—1,1}. On a donc S, (w) pair si n pair et impair si n est impair.

Si n et k n’ont pas la méme parlte alors I'événement (S,, = k) est impossible.

conclusion ‘ si n et k ne sont pas de méme parité, alors P(S, = k) =0 ‘

Q 37. Soit n et k deux entiers de méme parité,

=
~
I
=
I
=
e
!
-
I
=

Z (2Y; — 1)
=P(2Z,=k+n)

k+n n 1 1
P(Z, = = _ -
< " 5 ) (,Hz_n> o ( car Zn<—>¢%’(n72))

[
=
[\]

<
I
oy
_l’_
3

n
conclusion : |si n et k sont de méme parité, P(S, = k) = ( ) — |




IV.B

Q 38. On utilise les propriétés de la variance V(aX + b) = a® V(X).

L1/7)
V(0Spmy) = 02V (Spuyny) =02V (221yr) —n) =467V (Z1yr)) =48V D Y;

46% |1/7| V(Y1) = 8% |1/7]

=1
—a

(*) : Les Y; sont mutuellement indépendantes et suivent toutes la méme loi.

conclusion : |V (85|1/,)) = 6% [1/7]

1 1 1 1
Q 39. VT>0,7—1<L1/7J<7:1—7‘<L1TJ<1:>limL{szl
T T = T—0t =
1 2 52
= |1/7] ~o+ = :>V<(SSL1/TJ) =42 [1/7] ~o+ —. conclusion : V((SSU/TJ) ~ot —
T T T
Q 40.
((Xpt1 = —1), (X1 = 1)) est un systéme complet d’événements donc d’apres la formule des probabilités totales :

anrl(k) = IP)(STLJrl = k) = P(Sn+1 =k | Xnt1 = 1) P(Xpy1=1)+P(Snt1 =k ‘ Xpt1=-1) P(Xn+1 =-1) (*)
—_———— S

=1/2 1/2
n+1 n
Or, (Spy1=kNXp1=1)= ZXj:kﬂXnH:l = ZXj:k = (S, =k — 1) et de méme, on trouve
j=1 i=1

(Sup1 =k N Xpi1 = —1) = (S, =k + 1)

(x) = posr(k) = % (P(S, = k+1)+P(S, =k —1)) = gpn(k + 1);%(/6 -1
N Pn+1(k) _pn(k) _ pn+1(k) B pn(k;) _ ﬁpn(k_i'_ 1) + pp(k — 1) - ﬁpn(k)
4 T T 27 62 2r 62
N pn+1(k) _pn(k) _ ﬁpn(k‘ + 1) — 2pn(k) _|_pn(k _ 1)

T 2T 62

— 2 _ —
conclusion : |Vn € N*, Vk € N, Po+1(K) = pa(k) = ;Lp”(k +1) 2pg2(k) +pn(k—1)
T T

Q 41. Je ne trouve pas de réponse satisfaisante a cette question, j’attends des suggestions des lecteurs avertis.
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