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Corrigé de Centrale 2016 PC math 1

I Autour de la fonction Gamma d’Euler

f)=rtet ~

1
donc / f(t)dt existe si et seulement si 2 > 0.
0

t—0 tl—=
+oo
. . 41—t 1 .
Puisque rkrfoot e " =0, f(t) e o(;z) donc /1 f(t)dt existe pour tout x.
Le domaine de définition de I' est donc D =]0, +o0].
+oo
On intégre par parties pour # > 0: I'(z + 1) = [—e “"]5> + m/ t*“le7tdt = 2T(z) puisque Iexpression
0
entre crochets a pour limite 0 en 0 et en 4o00.
n—1
On en déduit par récurrence, pour n > 1 et > 0: T'(z + n) = T'(z) H (x+k).
k=0

+oo
Pour z = 1 on obtient avec T'(1) = / e 'dt =1,T(n+1) =n! donc I'(n) = (n — 1)! pour n > 1.
0

Dans la premiere intégrale on pose ¢ = u'/2 (bijection de classe C* de ]0, +oo[ dans lui-méme):

teo teo 1 1
/ e tdt = / e U—u M 2du = ZT(1/2) = T(3/2).
0 0 2 2

Dans la seconde intégrale on pose t = u!/* (bijection de classe C'' de ]0, +o00[ dans lui-méme):

o R | 1
/ et dt = / e U=y~ du = ~T(1/4) = I'(5/4).

zlnt

Pour t > 0 fixé et x variant entre a et b, e est compris entre e et e®!"t donc ¥ < max(t?,t*) < @ + ¢,

o k
Pour > 0 et t > 0 posons f(z,t) = t*"le™t = e(@=DInt=t Op calcule 3fk (z,t) = (Int)Ftr—Lle .

Pour z > 0 fixé: |(Int)*t*—te™?| o(%) puisque hm t"(Int)ke™t = 0.
t—)+oo +o0
D’autre part |(Int)¥¢*~! ’t| |lnt|ktz/2 T2 o(7=577) qui est intégrable sur ]0,1] puisque z > 0. On
- —

k

en déduit que t — (x,t) est intégrable sur ]0, +o0].

ak

On peut maintenant appliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégral:

— Pour tout x €]0,4o00[, t = f(z,t) est continue et intégrable sur ]0, +o0]

— Pour tout ¢ €]0, +o0[, x — f(x,t) est de classe C™ sur ]0, 00|

— Pour tout x €]0,4o00[ et pour tout k € N*, t — g—f:(m t) est continue sur 0, 4o00[

Pour tout k € N* et pour tout segment [a,b] C]0, 400 il existe ¢ continue et intégrable sur |0, +oo[ telle
’af: (z, t)’ ©(t): en appliquant le I.B.1 on peut prendre ¢(t) = 5‘f: (a,t) gf: (b, t)‘

_|_

+o00o
On en conclut pour z > 0: T*)(z) = / (Int)Fto~te~tde.
0

Puisque (Int)? > 0 pour ¢t # 1, on a I'”(x) > 0 et donc I" est strictement croissante sur ]0, +oo|.

Avec T'(n) = (n — 1)! pour n € N* on déduit que I'(1) = I'(2) = 1. On peut appliquer le théoréme de Rolle & T’
sur [1,2] puisqu’elle est de classe C* et que I'(1) = I'(2). On en déduit que I s’annule sur |1, 2[, une seule fois
puisque I est strictement croissante. Il existe un unique £ tel que I'V(£) = 0 et sa partie entiere est égale a 1.

Pour 0 < z < &, I'(z) < 0 donc T est strictement décroissante. Pour x > &, I'(z) > 0 donc T est strictement
croissante.

1

De I'(z + 1) = 2I'(z) et de I'(1) = 1 on déduit par continuité de I' en 1 que I'(z) ~ — au voisinage de 0T et par
T

suite I" a pour limite +00 en 0F.

Puisque T' est croissante pour z > 2 et que I'(n) = (n — 1)! pour n € N* on déduit que I'" a pour limite 400 en
+00.
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De I'(z + 1) = 2T'(z) on déduit I"(z + 1) = I'(x) + zI’(x). Par continuité de I en 1 et avec I’équivalent obtenu

pour I'(z) en 0% on déduit que I'"(x) ~ ——, donc I' a pour limite —oo en 0%.
z—0t T

Pour x > ¢ on a I''(z) > 0 et par suite IV(z + 1) = I'(x) + 2T"(z) > I'(z): on en déduit que I'" a pour limite +o0o
en +oo0.

La courbe représentative de I' a pour asymptote la droite d’équation x = 0. Quand x tend vers 4+oc la croissance
vers +o0o est tres rapide puisque n! croit tres vite vers +oo.

IT Une transformée de Fourier

g
Pour 2 € R et t > 0 posons g(z,t) = e~ tt~3/4e’. On calcule Bk (x,t) = (it)Fe~tt=3/1eit,
’ 8gk et k—3/4 s . .
Pour z fixé et k € N, t — F (z,t)| =e % est intégrable sur ]0, +oo[ puisque I'(k + 1/4) existe.

On peut appliquer le théoreme de dérivation sous le signe intégral en dominant la dérivée k-ieme par o(t) =

+oo
e 1tk=3/1 F est donc de classe O et F¥)(z) = ik/ etk T3/ Aeint gy,
0
F(0) =T(1/4).
; T s (iat)”
En utilisant le développement en série entiere de €** on obtient: F(z) = / et/ Z fdt
0 n

Appliquons le théoreme d’intégration terme & terme pour la série de fonction (> f,) définie par f,(t)

iy
e_tt_?’/‘*@ (z étant fixé):
n!

n
— fn est continue et intégrable sur ]0, +oo[ puisque |f,(t)| = @e*tt"*g/4 et que I'(n + 1/4) existe.
n!

— La série (3 f,) converge pour tout ¢ > 0.

“+o0
— Si on choisit |z] < 1, la série de terme général u,, = / | fr(t)]|dt converge.
0

n +oo n
En effet, u,, = Q/ e 34 = ‘ | T'(n+ 1/4). Pour n > 2, par croissance de la fonction T, on
n 0 n

obtient u, < ——T(n+ 1) = |z|™ qui est le terme général d’une série géométrique convergente.
n!

On obtient donc pour |z| < 1 en intégrant terme & terme: F(x) = E cn( '
n!
n=0

avec ¢, = I'(n+1/4).

n—1
Avec le résultat du I.A.2) on déduit: ¢, = ¢y H(k +1/4) avec cg = T'(1/4).
k=0
La croissance de la fonction I pour & > n > 2 entraine que F(n)% < e
n!
()"

n!

(iz)"

n!

|z["

<T'(n+ 1)— et par suite
n!

n

|z ["

< en < |z|™. On en déduit que le rayon de convergence est égal & 1.

n

L’inégalité que 'on vient de montrer entraine qu’il n’y a pas convergence absolue pour |z| = 1 puisque la série
(3" 1) diverge.

Le développement en série entiere de F'(x) donne son développement limité en 0 & lordre 3:

F(z) = co + criz + ca( = )+03( & )+0( 3).

On en déduit avec ¢; = %Co, Cy =
R(z) = co(1 — &a?%) + o(x?) et I(x

fonction impaire).

45

06t03—64 Co:

5
16
) = co(% — 7%2°) + o(z*) (on obtient I'ordre 4 pour I(z) puisque c’est une

+o0 ) e(w—l)t +oo i +o0 )
Intégrons par parties: F'(x) = i/o tH/4elie=tq — [tl/zl(m—l)} — m/o t3/4eliz =1t gy —

i
—ﬁF(ac) puisque les limites en 0 et en +oo de 'expression entre crochets sont nulles. On a donc bien
ix —
i 1

F' + AF = sant A(z) = B '
+ 0 en posant A(z) Az —1) 4z +1)




xr—1
Az +1)
On en déduit que (Fe%) = (F' 4+ FG")e® = 0 d’'ott F(z) = Ce=%®) avec C = F(0) = T'(1/4).
On obtient donc F(z) = I'(1/4)(1 4 x2)~1/8¢4 arctanz,

1 ,
I1.C.2) On obtient A(x) = dont une primitive est G(z) = 3 In(1+2?%) — iarctan x.

IIT Autour de la loi de Poisson

II1LA.1) G Z A=),

=0
IILA.2) E(X) = G (
V(X) = G’)’((l) ( )= (G (1)) =X+ X=X =]

IT1.A.3) Puisque X et Y sont indépendantes on a G,y (t) = Gx (t)Gy (t) = e A= donc X +Y a pour loi P(A+ p).

III.B.1) On montre par récurrence que S, a pour loi P(nA).
C’est vrai pour n = 1 puisque S; = Xj.

Supposons, pour un entier n, que S, a pour loi P(nA). S, = X1 + ... + X, et X,, 1 sont indépendantes donc le
II1.A.3) montre que S,+1 = Sy, + Xp11 a pour loi P(nA+ A) = P((n+ 1)N).

Le résultat est donc vrai pour tout n > 1.

I1.B.2) E(S,) =nA et 0(S,) = Vn\.

1
E(T,) = —(nXA —n\) =
T = Zaxtmr = md)
1
o(T,) = —o0o(S, — ) =1
T) = Zoxo(8n = A
II1.B.3) Puisque T, posséde une variance on peut lui appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev:
V(T)

1 1
P(|T, —E(T,)| > ¢) < donc P(|T,,| > ¢) < —. En choisissant ¢ > ¢(¢) = —= on obtient P(|T,,| > ¢) <e.
¢

NG

I1.C.1) f/(z) = —ze 3% et f/(z) = (2% — 1)e~2%". Pour z > 0, f'(z) < 0 et f’ posséde un minimum égal a f/(1) =
—e~1/2, Puisque f’ est impaire on en déduit que pour tout z € R on a |f/(z)] < M = e~ /2. Cela entraine que
f est M-lipschitzienne.

c2

z+h
II1.C.2) a) Pour zx fixé posons g(h) = hf(z) —/ i f@dt. |g'(h)| = |f(z) — f(z + h)| < Mh pour b > 0. On en

h h h2
g/ |g’(t)|dt</ Mtdt = M —.
0 0 2

q 3ck«#ln q
_ _ M(g+1-p)
- (- [ )| < S - M

D k,n

h xr
déduit |g(h)]| = |g(h) — 9(0)] = | / J(t)dt

1 ZTq+1,n

Tp,n

appliquant le a) pour & = x4, et h = (car Tp41,n = Tin + h).

-7
>

1
¢) D’une part on a p — 1 < nA +avnA < p donc a < zp, < a+ ——. Par suite lirf Tpn = a.
n—-+oo

VnA

1
De mé <A+ bvnA 1 donc b — — n<b P ite i n =0
e méme, ¢ < nA+bvn < g+ 1 donc T < &g, ar suite lim  xq,
Tg+1,n b
On en déduit puisque f est continue: liIJIrl / f)dt = / f(z)de.
n——+oo Tpom a
M 1-—
D’autre part 0 < ¢ — p < (b — a)vn\ donc hm M = 0. On en déduit avec le b):
n—-+4o0o
. . Tatin
i 7 3 s =t [ s [
keI, pin
nA\"
II1.C.3) a) Par définition, xy ,vVnA =k —nA donc g, = (k) eh—nA,
V2 (AR V2mnARR V2rkER [na
On en déduit e " = = - —_.
Yk,n k! ek k! ek k! k



I11.C.4)

I11.C.5)

I11.C.6)

I11.D.1)

k k
a4 — < 1+ —— donc — a pour limite 1 quand n tend vers +oo. Cela

< <
vVad T nA Vi n\

entraine que k tend vers +oo quand n tend vers 4o0.
V2rkkF
ek k!

Puisque k € I,, on a1+

D’autre part I’équivalent de Stirling entraine que

Vo o (nA)F
e n

Yk,n k!
n = Ni(e) ce qui démontre le résultat demandé.

tend vers 1 quand k tend vers 4+oc. Par suite,

tend vers 1 quand n tend vers 4oc0. Il est donc compris entre 1 — ¢ et 1 + € pour

k .
b) Pour k € I,, on a a < xy,, < b donc z ,, est borné. De plus on a montré que Y a pour limite 1 quand n
n

x
tend vers +o0o donc —2\/nX = tend vers 0 quand n tend vers +oco.

k xk”k \ﬁ

On peut donc utiliser le développement limité In(1 + t) =t — 3% + o(t?) avec t = ka’n\/ nA. On obtient:

n 1
In(yn) I f(ern) = k= ZEV0R) + o, Vid + 5ot
Tk,n 1 Thon 2 Tkon 5 1 )
= VA =5 K 'y +0((7’\/ﬁ)) 2k VIA + D7,

Cette expression a pour limite 0 quand n tend vers +oo puisque zy ,, est borné et X a pour limite 1.
n

Yk,n
f(mk,n)

On déduit de la question précédente que:

1—¢) nA)k
(\/ﬁ erx;m\Z(k!)e A<( zj: (Tkyn)-

On en déduit que a pour limite 1 et on obtient 'inégalité demandée pour n > Na(e).

i\

kel, kel,
)k
Avec le ITI1.C.2)c) on déduit lim —
v ) Jdm 3 o /
Pla < T, <b) =PnA+avni <5, < nA+bvVn\) = Z ) puisque S, ne prend que des valeurs
kel,
entieres.
(n\)*

Puisque S, a pour loi P(nA), P(a < T, <b) =

o e~ donc ngl}rlooP(a <7, < b) = m/ f(iZ?)dZL'

Pour ¢ >aonaP(T, > a) =Pla < T, <c¢)+P(T, > c). Soit € > 0. Avec la question II1.B.3) on peut choisir
¢ tel que pour ¢ > ¢ on ait P(7,, > P(|T.| = ¢) < e. D’autre part puisque f(z) = o(J), f est

d:c—/f )da

2t +|P(a<T, <0 —/ z)dz| < 3¢ pour
Pla o= |t <sep

intégrable sur R, donc on peut choisir ¢y tel que pour ¢ > ¢ on ait ——

\

1 [t

Nezd

+oo
> no. Par suite lim P(T, > a) = —— d
n > ng. Parsuite lim (T, = a) \/%/ f(z)dz

Pour tout € > 0, P(T,, = a) < P(a < T, < a+¢) qui tend vers

Pour ¢ > max(cy, ) on a |P(T, > a) —

flx)dz| <

z)dz quand n tend vers +oo.
\/7

Comme cette intégrale peut étre arbitrairement proche de 0, on en déduit que hr_irrl P(T,, =a) =0.
n—-+0oo

+oo
nErEOOP(Tn >a) = ngr}rlooP(Tn >a) = \/%/a f(z)dx
I
lim P(T,, <b)=1- lim PT,>b)=1-— dz.
Jm P ) Jim  P(T, > ) N fa)d
Avec le III.B.3) on a pour b < —c(e): P(T},, < b) < P(T}, > |b]) < €. On en déduit avec hm P(T, <b) =
n—-+o0o
1 +oo +o00
- — z)dx que x)dxr = V2.
= t@iae [ e = v



I11.D.2)

I11.D.3)

ITLE.1)

IILE.2)

IIL.F

(2]
e "M A, Z P(S = P(S,, < nA) puisque S,, ne prend que des valeurs entiéres.

1 [t 1
On a donc e™™A,, = P(T}, < 0) qui tend vers 1 — f/ flx)dz = 5 bar parité de la fonction f.
1
On a donc A,, ~ ie’”‘.
(nA)*
e""(A, +B,)=1+e ™ L avec k= |nA]. Comme k < nA < k+1on a:

~ (L4 4)*

_ax (RA)F <ok (k+1)* 1
kT k! Vork

(14 £)* a pour limite e. Par suite B, ~ 2¢"

qui tend vers 0 puisque k tend vers +o0o quand n tend vers oo et

n)\

eﬁwazzﬁm%:mzpwngmzpugg%%ﬁny

b
1—A
Pour tout € > 0 il existe b tel que / f(z)dz > 1—e. Puisque 1— A >0, on a v/n = bpour n > ny.
— 00

va)

/ f(z)dz > 1—¢. On en déduit, puisque que e "*C,, < 1

1
V2T

On a alors e "*C,, = P(T}, < b) qui tend vers

1
V2T

(c’est une probabilité), que e " C,, a pour limite 1 si A < 1.

+oo
1—A
e "D, = Z P(S, = k) = P(S, > n) = P(T,, > —=—+/n). Pour tout ¢ > 0 il existe a < 0 tel que
k=n-+1 \/X

& 1—X
—_ f(z)dz > 1 —¢. Puisque 1 — A <0, on a ——+/n < a pour n > ny. On a alors e "*D,, > P(T}, > a)
\/27r/a VA

qui tend vers / f(x)dz > 1 —e. On en déduit, puisque que e""*D,, < 1 (c’est une probabilité), que

1
V2T

e~ " D,, a pour limite 1 si A > 1.

ni . ni t nt
) A —1)"etdt = 1- — dt.
(n) /0<n e / ( M) c

t n
Définissons f,,(t) = (1 - )\) el sit < m\et fo(t) = 0sit > n) et utilisons le théoréeme de convergence
n

+oo
dominée pour calculer la limite de / fn(t)dt.
0

Chaque fonction f,, est continue sur R (la limite & gauche en ¢t = n\ de f,(t) est égale & 0).

Pour n > t on a f,(t) = ettnIn(=55) qui a pour limite fit)y = et1-%) quand n tend vers 400, puisque
nln(l — L) ~ —%. La suite (f,) converge donc simplement vers la fonction f qui est continue sur RY.

La majoration connue In(1 + ) < z entraine pour t < nX que f,(t) < e!d=%) = f(t). Clest aussi vérifié pour
t > n puisque f,(t) = 0. La fonction f est intégrable sur [0, +o00[ puisque 1 — % < 0.

Le théoreme de convergence dominée s’applique et donc:

i (o7 [ - orar) = [ par = [£R]T 22
im nA\)~" nA—t)"e'dt | = t)dt = | ——— = —,
n—-+oo 0 0 ( —_ %) 0 1 — )\

Appliquons la formule de Taylor avec reste intégral a 'ordre n pour la fonction exp sur Uintervalle [0, nA]:

" (nA\)* "A (p\ — )"
et = Z % + / (ni')etdt. On en déduit avec le résultat du IILE.1):
k=0 . 0 n.

n n n n
oA (n\)* (nA—1)" , A (nA)
Dn =€ — Z = ) Te dt ~ m ol quand A < 1.

0 0 0 1
— )" — )" — )"
Intégrons par parties: / uetdt = [(T ' ) et} + / Hetdt. C’est 1égitime: les intégrales
n! n! . oo (n—=1)!

) en —oo et l'expression entre crochets a une limite en 0 et en —co. On obtient

o0
existent car (r — t)"e’ = o(7
0 0 -1
r—t r’ r—t)"
/ uetdt — 4+ / Qetdt. On continue a intégrer par parties et on montre par récurrence
oo 1! n! oo (n=1)!
sur k que:



0 n n n k+1 0
—1 —t
/ uetdt - +iit—+ / (r etdt.

e N n! (n—Fk+1)! oo
0 ( t)n ¢ rt 0 ¢

On obtient finalement pour k = n: / e'dt = — + .+ 1 + / e'dt qui est égal a C), si on choisit
r=nA\. -

P t\"
On a donc C),, = (nA) / 1—— ) etdt.

n! J_ nA

0

Appliquons & nouveau le théoreme de convergence dominée pour calculer la limite de / gn(t)dt avec g, (t) =

t\" -
1—-—— t,
(1-5) ©

Chaque fonction g,, est continue sur R™.

t+nIn(1 1—

Puisque ¢ < 0 on peut écrire g,(t) = e ~@x) qui a pour limite f(t) = et %) quand n tend vers +oo

(comme & la question ITLE.1) avec f qui est continue sur R™.

La maJoratlon connue In(1+x) < z entraine que g, (t) < e!1~%) = f(t). La fonction f est intégrable sur | — oo, 0]
puisque 1 — X > 0.

Le théoreme de convergence dominée S’applique et donc:

0 0 ot(1=1) A
li o ()dE = t)dt = -
i _Oog() /_Oof() -5 _“a-

On en déduit que C), ~ % ()

quand A > 1.



