Corrigé de I’épreuve de Mathématiques du concours
CCINP, filiere PC, session 2022

) EXERCICE 1
Etude d’un endomorphisme sur un espace de polynomes

Partie I - Généralités sur ’application ¢

Q1. Soit P € C,[X]. Le polynoéme B est non nul car de degré n + 1. D’apres le théoreme de division
euclidienne, le reste dans la division euclidienne de AP par B est nul ou de degré strictement
inférieur & deg(B) = n + 1. Ainsi, ¢(P) est nul ou de degré inférieur ou égal a n, c’est-a-dire

‘@(P) appartient a C,[X] ‘
Q2. Soit A€ C. On a

A(Py + APy) = AP, + MAP, = BQ1 + Ry + M(BQ2 + Re) = B(Q1 + A\Q2) + R1 + \R>.

De plus, Ry et Rg appartiennent a C,,[X] donc Ry + AR2 aussi. Par unicité de la division euclidienne
de A(P, + A\P,) par B,
‘Ql + AQ2 et Ry + ARy ‘

En particulier, pour tous P, P, € C,[X] et tout A € C, on a p(P, + \P2) = Ry + ARy =
©(P1) + Ap(P,). L’application ¢ est donc linéaire.

Or, ¢ est définie sur C,[X] et, d’apres la question 1, ¢ est a valeurs dans C,,[X].

le quotient et le reste dans cette division euclidienne sont respectivement

En conclusion, | ¢ est un endomorphisme de C,[X] ‘

Partie II - Etude d’un premier exemple

Q3. Ona Ax1=X2+2X = Bx0+ X?+2X et deg(X? + 2X) < deg(B). Par unicité de la
division euclidienne de A x 1 par B, le reste dans cette division euclidienne est X2+ 2X. On a donc
(1) =2X + X2
De méme, on a A x X = X3 4+2X2 =B x1+ X2+ X +1et deg(X?+ X +1) < deg(B), donc
P(X)=1+X + X2
Enfin, on a A x X? = X4 +2X3.

X4 4+ 2x3 X3+ X2 X -1
— (Xt + X? - X2 - X) X +1
X3 + X2+ X
— (X3 + X2 - X —1)

2X +1
OnaAx X?2=Bx (X +1)+2X +1et deg(2X + 1) < deg(B), donc p(X?) =1+ 2X.
0 1 1
En conclusion, |la matrice de ¢ dans la base (1, X, X?)est M = |2 1 2
1 10
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Q4. Soit A€ C. On a

Q5.

A -1 -1
det(\M[s —M)=|-2 A—1 -2
-1 -1 A
A+1 -1 -1
=-1-X X—-1 =2 (Cl<—01—02)
0 —1 A
1 -1 -1
=(A+1)|-1 A—1 -2
0 —1 A
1 -1 -1
:()\—{—1)0 A—2 =3 (L2<—L2+L1)
0 -1 A
1+1 A—2 =3 , .
=A+1) x(=1)""" x1x 1 (développement suivant C1)

= A+ 1A\ =2\ -3)
=(A+1)2(\—3).

Les valeurs propres de M sont donc —1 et 3|, de multiplicité 2 et 1 respectivement.

111
Dans la matrice M +1I3= [ 2 2 2], les colonnes sont toutes égales et non nulles, donc la matrice
111
M + I3 est de rang 1. D’aprées le théoreme du rang, son noyau est donc de dimension 2. De plus,
1 0 1 0 1 1
ona (M+I3)|-1]) = [0 et (M+1I35)[ 0] = [0] donc les vecteurs | —1] et | 0
0 0 -1 0 0 -1

appartiennent a Ker(M + I3). Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires donc ils forment une famille
libre de deux vecteurs dans Ker(M + I3), qui est de dimension 2.

1 1
Une base du sous-espace propre de M associé a la valeur propre —1 est donc —-1],1 0
0 -1
Par ailleurs, puisque 3 est valeur propre simple de M, le sous-espace propre associé est de di-
-3 1 1
mension 1. Or, dans la matrice M — 313 = 2 —2 2 |, les colonnes vérifient la relation
1 1 =3
1
Cy 4+ 2C5 4+ C3 = 0 donc le vecteur | 2| appartient & Ker(M — 3I3). Ce vecteur étant non nul,
1
1
le sous-espace propre de M associé a la valeur propre 3 est donc Vect 2
1

D’apres la question 4, pour chacune des valeurs propres de M, la dimension du sous-espace propre
associé est égale & la multiplicité de la valeur propre. La matrice M est donc diagonalisable, donc
‘l’endomorphisme © est diagonalisable ‘

En particulier, la concaténation d’une base de chaque sous-espace propre de ¢ constitue une base de

C3[X]. D’aprés les calculs de la question 4, |la famille (1 — X,1 — X2, 1+ 2X + X?) est une base

‘de Ca[X] formée de vecteurs propres de ¢
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Q6.

Q7.

Qs.

Qo.

Q1o0.

Q11.

Q12.

Partie III - Etude d’un second exemple

OnaAx1=Bx0+a+BX +~vX?et deg(a + X +~vX?) < deg(B). Par unicité de la division
euclidienne de A x 1 par B, le reste dans cette division euclidienne est o + X + vX?2. On a donc
(1) = a+ BX +yX2

De méme, on a A x X = aX + BX2 +~7X3 = B x v+ aX + BX? et deg(aX + X?) < deg(B),
donc p(X) = aX + BX2. Enfin, on a A x X? = aX? + X3 +yX* = B x (B+vX) + aX? et
deg(aX?) < deg(B), donc p(X?) = aX?.

a 0 0
Ainsi, |la matrice de ¢ dans la base (1, X, X?)est T= |8 a 0
v B «

La matrice T est triangulaire donc ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux, donc 1" admet
pour unique valeur propre «, de multiplicité 3. Alors, la matrice T est diagonalisable si et seulement
si le sous-espace propre Ker(T — al3) est de dimension 3, si et seulement si 7' — a3 est la matrice
nulle, si et seulement si § =y =0, si et seulement si A est constant.

En conclusion, | Pendomorphisme ¢ est diagonalisable si et seulement si le polynéme A est constant |

Partie IV - Etude du cas o B est scindé a racines simples
Soit P € C,[X]. Pour tout j € [0,n], on a
D(x;) = P(x;) = Y P(ai)Li(x;) = P(x;) — [ P(z;) x 1+ Y _ P(x;) x0 [ =0
=0

i=0
7]

‘Les nombres xg, ..., T, sont donc des racines du polynéme D. ‘

Soit P € C,[X]. Puisque les polynémes Ly, ..., L, appartiennent a C,[X], il en est de méme pour
le polynéme D. Ainsi, le polynéme D est de degré inférieur ou égal & n et possede au moins n + 1

n
racines distinctes, il s’agit donc du polynéme nul. On a ainsi | P = Z P(x;)L; |
=0

D’apres la question 9, tout polynéome de C,[X] est combinaison linéaire de Lyg,..., L, donc la
famille (Lo, ..., L,) engendre C,[X]. Or, cette famille est constituée de n + 1 vecteurs et C,[X] est
de dimension n + 1. ‘La famille (Lo, ..., Ly) est donc une base de C,,[X]. ‘

Soit (j,k) € [0,n]?. On a ALy = BQ}, + Ry, donc

A(zj)Li(z;) = B(x;)Qr(x) + Re(xj) = Ri(zy)

car x; est racine de B par définition. Etant donné la valeur de Ly (x), on a donc

Rk(.%']) =0sij#ket Rk(xk) = A(.%'k) .

Soit k € [0,n]. Le polynéme ¢(Ly) appartient & C,,[X]. D’apres la question 9, on a donc

o(Ly) = Ry = > Ri(j)Lj = Ri(w)Li + > Ri(w;)L; = A(y,) Ly
=0 =0
J#k

en utilisant la question 11. On a donc ‘ ©(Ly) = A(zk) Ly ‘
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Q13. D’apres la question 10, la famille (Lo, ..., L,) est une base de C,,[X] et, d’apres la question 12, pour
tout k € [0,n], Lg est un vecteur propre de ¢ (car non nul) associé a la valeur propre A(zy). La

famille (Lo, ..., L,) étant une base de C,,[X] formée de vecteurs propres de ¢, | 'endomorphisme ¢ ‘

‘est diagonalisable ‘ De plus, |ses valeurs propres sont A(zg),. .., A(zy) ‘
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Q14.

Q15.

Q16.

Q17.

Q18.

Q19.

) EXERCICE 2
Etude de séries de pile ou de face

Partie I - Etude de la longueur de la premiere série

D’apres le cours, la série entiere g zF a ‘un rayon de convergence égal a 1| et a pour somme la
k>0

1
1l—z

fonction | z —

D’apres le cours, la somme d’une série entiere de la variable réelle est de classe C*° sur 'intervalle
ouvert de convergence et les dérivées successives s’obtiennent en dérivant terme a terme. En par-

ticulier, soit €] — 1,1[. La série de terme général kz*~1, k € N*, converge de somme

(1—=z)*
En multipliant par x et en constatant que le terme d’indice k = 0 est nul, on en conclut que
+oo o
la série ka* converge et quon a kat = ——— |
5k comerge et o o > ke = T

k>0 k=0

Soit k € N*. L’évenement (L; = k) est réalisé si et seulement si la premiere série est de longueur
k, c’est-a-dire les k premiers lancers donnent le méme résultat et le (k + 1)-ieme lancer donne un
résultat différent. On a donc

(Li=k)=(Pin - NPNFy)UE N NFN Pl

Soit k € N*. Les évenements Py N --- N P, N Fgyq et F1N---N Fg N Py étant incompatibles, on a
P(Ll :k) :P(le"'mpkkaJrl)—"_P(Flm"'kamPkJrl) .

Par indépendance des lancers, on a alors

1 1 2

P(Li =k)=P(P1)X...x P(Py) X P(Fy41)+P(F1)x...x P(Fy) x P(Pxy1) = A1 + el = okt

d'ott | P(L1 = k) =27%|

Par définition, la variable aléatoire Lj prend ses valeurs dans N. La série de terme général P(L; = k),
“+o0o “+oo

1
k € N, converge donc de somme 1. On a alors P(L; =0) =1 — ZP(Ll =k)=1-— Z 27%. Or, 3
k=1 k=1

appartient a U'intervalle | — 1, 1] donc, d’apres la question 14, on a

+oo +o0 k 0

1 1 1
—k _ S T B R C1-—9_1—
D2 _Z<2> <2> = —rp-l=2-1=1
k=1 k=0 2

On a ainsi ‘P(Ll =0)=0 ‘

k
1
D’apres la question 17, pour tout K € N*, ona kP(L1 = k) =k <§> . Cette égalité est aussi valable

k 1
1 =
lorsque k = 0. Or, d’apres la question 15, la série g k <§> converge de somme —2— =

=2
k>0 1- 1)2

J;I»—l|[\.’)|>—l

2
En particulier, la série de terme général kP(Ly; = k), k € N, converge donc, par positivité, converge

absolument de somme 2, ce qui signifie que ‘ L1 admet une espérance égale a 2 ‘
Ainsi, en moyenne, la premiere série dans la suite de lancers est de longueur 2.
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Partie II - Etude du nombre de séries

Q20. La variable aléatoire Ny représente le nombre de séries apparues en un lancer, elle ne peut donc
prendre que la valeur 1.
La variable aléatoire Ny représente le nombre de séries apparues lors des deux premiers lancers, elle
prend donc la valeur 1 si les 2 premiers lancers donnent le méme résultat, la valeur 2 s’ils donnent
des résultats différents. On a

P(NQ = 1) = P((P1 N Pg) U (Fl N FQ))
P(PiNPy) + P(F1NFy) (incompatibilité)
= P(P)P(Py) + P(F1)P(F) (indépendance)
1
2

VR N SO N
272 272 27
1
On a donc nécessairement P(No =2) =1— P(Ny=1) = 5

En conclusion, | N; suit la loi certaine de valeur 1 ‘ et ‘Ng suit la loi uniforme sur {1;2} ‘

Q21. Soit n € N*. Au cours des n premiers lancers, au moins une série apparait (celle contenant le résultat
du premier lancer) et, au maximum, n séries apparaissent (car chaque série contient au moins un

résultat). ‘La variable aléatoire NV, prend donc ses valeurs dans l’ensemble [1,n]. ‘

Q22. Soit n € N* et soit k € [1,n+ 1]. Si I'’événement P, N P, est réalisé, alors le n-ieme et le (n + 1)-
ieme lancers donnent le méme résultat, donc le (n + 1)-iéme résultat contribue & la série contenant
le n-ieme résultat et on a N, = N, 41. On a donc I'égalité d’évenements

|(Noi1 = k)N Py Poyy = (Ny = k)N Py Py |.

Puisque les évenements (N,, = k) et P, sont indépendants du (n + 1)-ieme lancer, on en déduit que

P((Npi1 = k)N Py N Pyiy) = P((N,, = k) N\ By)P(Ppsy) = %P((Nn —k)NP,)|.

Q23. Soit n € N*. Les évenements P, N P41, F, N Frv1, F, N Pyy1 et P, N F,4q décrivent les quatre
résultats possibles pour les n-iéme et (n + 1)-ieme lancers. Ils sont donc deux a deux incompatibles
et ont pour réunion I’événement certain, formant ainsi un systéme complet d’événements.

Soit k € [1,n + 1]. D’apres la formule des probabilités totales, on a donc

P(Nn+1 - ]C) - P((Nn+1 - ]C) N Pn N Pn+1) + P((Nn+1 - k) N Fn N Fn+1)
+ P((Npy1=k)NF,NPyy1) + P(Npy1 = k)N Py N Frgq)

= SP((Nu = k)N P + 5 P((Na = K) N F)
+ %P((Nn =k—-1)NF,)+ %P((Nn =k—1)NP,) (question 22)

1 1
= §P((Nn =k)N(P,UF,))+ §P((Nn =k—1)N(P,UF,)) (incompatibilité)

1 1

Q24. Soient n € N* et z € R. D’apres la question 23, on a

n+1 n+1
1 1
(%Hmﬁ:E:PMMH:knk:E:<§thzk)+§PMQ:k—1Oxk
k=1 k=1
1n+1 n+1
=S PN, =k)z*+=> PN, =k —1)z"
2; ( )" + ; ( )z



Q25.

Q26.

Q27.

n+1
Or, on a P(N, =n+1) =0 donc Y _P(N, = k)x ZPN = k)2* = G, (). Par ailleurs, en

k=1
effectuant un changement d’indice dans la seconde somme on obtient

n+1 n
> P(N,=k-1)a" }:P w =42t =2 P(N, = j)2’ = 2Gy(z)
k=1 j=0
1 1+2z
car P(N, =0) = 0. On en conclut qu'on a |Gp41(x) = §G () + = xG (x) = 5 Gn(z) |

Soit z € R. La suite (G, (x))nen+ est géométrique de raison et de premier terme G (z) = z.

142\
On a donc, pour tout n € N*, |G, (z) = 5 .

Soit n € N*. La somme définissant G,, étant finie, la fonction G,, est dérivable sur R donc, d’apres

le cours, | N,, admet une espérance égale a G/, (1) |.

Soit un entier n > 2. D’apres la question 25, pour tout x € R, on a

G (z) = <1;x> 1+x(n—1)%.<1;x>n_2

-1 1
i 5 = n—; . Lorsque n = 1, on a G1(z) = z pour tout

donc, en particulier, on a G} (1) =

x € R, donc G} (z) = 1 pour tout = € R.

n+1
5 |

Soit n € N*. On rappelle que la variable aléatoire N,, prend ses valeurs dans I’ensemble [[1,n].
La fonction G,, est polynomiale sur R. Par définition, pour tout € R, on a

— iP(Nn —
k=1

Par ailleurs, d’apres la question 25, pour tout = € R, on a

=S (OG5

Par unicité des coefficients d’une fonction polynomiale sur un intervalle,

En conclusion, pour tout n € N*, on a | E(N,,) = G,,(1) =

" /n—1\ 1
k+1 _ - k
i _kzl<k—1>2n1”fC ‘

2n—1\k—1

ona P(N, =k) = L (n a 1> . Cela détermine la loi de N,.
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Q28.

Q29.

Q30.

Q31.

Q32.

Q33.

EXERCICE 3
La constante d’Euler

Partie I - Construction de la constante d’Euler

Soit un entier n > 2. On a

n n—1
1 1 1 1
Ap =Up — Up_1 = E—ln(n)— E—i—ln(n—l)z;—i—ln(l—;).
k=1 k=1
Quand n — 400, on a donc
1 1 1 1
A":;+<‘;—Zﬁ+°<ﬁ>>:—aﬁ+°<2)
1 a
En notant @ = -, on a donc A,, ~ ——.
2 n—4oco0 1
1
La série de Riemann de terme général —; converge et, quand n — +o0o, on a —A, ~ —. En

2n
particulier, il existe un rang a partir duquel —A,, est positif et, d’apres le théoréme de comparaison

des séries positives, la série de terme général —A,, converge. En multipliant par —1, on en conclut

que | la série E A, converge |
n>2

n n
Soit n € N*. Par télescopage, on a u, —u; = ZAk’ donc u, = uy + ZAk' D’apres la question
k=2 k=2
29, on en conclut que ‘ la suite (uy,)pen+ converge ‘

Partie II - Expression intégrale de la constante d’Euler

Soit t €]0, +o00[. L’entier ng = |t] + 1 est non nul et, pour tout entier n > ng, on a n > ¢ donc

t n
falt) = (1 - —> In(t). ‘La propriété annoncée est ainsi bien démontrée. ‘
n

Soit ¢ €]0, +oo[. D’apres la question précédente, en reprenant les mémes notations, pour tout entier

n > ng, on a fp(t) = exp <nln (1 - E)) In(t). Quand n — 400, on a In <1 - E) ~ L donc, par
n n n

continuité de exp, f,,(t) admet une limite égale & e~*In(t).

Ainsi, | la suite de fonctions (f,,)nen+ converge simplement sur |0, +oo[ vers la fonction ¢ +— e *In(¢) |.

Soient n € N* et t €]0, +-00].
— Sionat>n,alors on a|f,(t)] =0 < e !|In(t)].

t t
— Sionat <mn,alorsona0 < — < 1donc —— appartient & U'intervalle | — 1, +o0[. D’apres
n

t t
I'inégalité de concavité de la fonction In, on a donc In <1 — —) < ——. Par croissance et
n n
t n
positivité de la fonction z — e™* sur R, on en déduit qu’on a 0 < <1 — —> < e~t. On a alors
n

)= (1= 1) Imo] < o).

Dans les deux cas, on a montré qu’on a | |f,(t)| < e *|In(t)] |
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Q34.

Q35.

Q36.

Q37.

La fonction f : ¢+ e !In(t) est continue donc continue par morceaux sur ]0, 4+oo|.

Quand t — 400, on a In(t) = o(e’/?) d’apres le théoreme des croissances comparées, donc |f(t)| =
o(e~t/?). La fonction t — e~*/? étant intégrable sur [1, 400, par comparaison, la fonction f l’est
également.

Quand t — 0, e~* tend vers 1 et In(¢) tend vers —oo donc on a | f(t)| ~ —In(t). Or, d’apres le cours,

1
I'intégrale / In(t) converge, donc la fonction positive — In est intégrable sur Uintervalle ]0, 1]. Par
0

comparaison, f est donc aussi intégrable sur ]0, 1].

En conclusion, f est intégrable sur ]0, 1] et sur [1, +o00[ donc ‘ f est intégrable sur |0, +oo[ ‘

Soit n € N*. La fonction f, est continue par morceaux car continue sur U'intervalle ]0, n|.
Quand t — 0, on a |f,(t)| ~ —In(t) en procédant comme dans la question 34. Par comparaison,

n/2
I'intégrale / fn(t)dt converge absolument donc converge.
0
Par ailleurs, quand ¢t — n~, f,(t) admet une limite égale & 0. Puisque la fonction f,, s’annule sur
n

[n,+o0[, elle est donc continue en n. L’intégrale fn(t) dt est donc convergente comme intégrale
n/2
d’une fonction continue sur un segment.
“+o0o
Enfin, la fonction f,, s’annulant sur I'intervalle [n, +oo[, 'intégrale / fn(t)dt converge.
n

On peut ainsi en conclure que

I'intégrale I,, converge ‘

On applique le théoreme de convergence dominée.
— Pour tout n € N*, la fonction f,, est continue par morceaux sur |0, +oo[ (et méme continue).
— D’apres la question 32, la suite (f,)nen+ converge simplement sur |0, +oo[ vers la fonction
fit— e tin(t).
— La fonction f est continue par morceaux car continue sur ]0, +00|.

— D’apres la question 33, pour tout n € N* et tout ¢ €]0, +o00[, on a | f,,(t)] < e~ In(¢)]. De plus,
d’apres la question 34, la fonction ¢ + e~ *|In(t)| est continue par morceaux et intégrable sur
10, +o0.

D’apres le théoreme de convergence dominée,

la suite (I,)nen+ converge et on a‘

+o0o
lim I, :/ e tln(t)dt|.
0

n—-+o0o

Soit n € N*. On fixe € €]0, 1[. Les fonctions u — u"*! — 1 et u + In(1 — u) sont de classe C! sur
le segment [0,1 — €], de dérivée respective u — (n + 1)u"™ et v — 1 D’apres le théoreme
—u

d’intégration par parties, on a donc

u—1

1—e l—e 1—e un+1 -1
/ (n+1u"In(1 —u)du = [(u"Jrl —1)In(1 — u)]o - / —du
0 0
c’est-a-dire
1—e 1—¢ un—f—l -1
n n+1
/ (n+ 1) In(1 — u) du = (1 —¢) _nm@yi/ v (1)
0 0 u—1
n
Or, quand € — 0, (1—¢)"™ —1)In(e) = —¢ (Z(l - €)k> In(e) admet une limite égale a 0 d’apres
k=0
1
le théoreme des croissances comparées. Ainsi, I'intégrale / (n+ 1)u™In(1 — u) du converge si et
0
un—l—l _

1
seulement si 'intégrale / —  du converge.
o U=
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Q38.

Q39.

1, n+1

U -1

Autrement dit, | 'intégrale .J,, converge si et seulement si I'intégrale / —  du converge |.
0o u-

n+1l _ 1 unJrl -1

Or, la fonction u +— 1 est continue sur [0, 1[. De plus, pour tout u € [0, 1], on a w1 =
U — u—
n+l _
Zuk donc la fonction u — 1 admet une limite en 1 égale & n + 1 et se prolonge par
u [e—
k=0
continuité sur le segment [0, 1]. En tant qu’intégrale d’une fonction prolongeable par continuité sur
1, n+1
U -1

un segment, l'intégrale / —— du converge. L’équivalence démontrée précédemment permet
0o u-—

1, n+l
De plus, en faisant tendre ¢ vers 0 dans la relation (1), on a (n+1)J, =0 — / G du, d’ou
0

de conclure que

u—1
1 Lyntt — 1
la relati I =— du |
a relation | J, n+1/ 7 du
Par linéarité de 'intégrale, on a aussi
1 [t 1 [k )! 1 &1
e D S L > i) - .
n+1 0= n+1k:00 n—i—lk:o E+1], n—i—lkzok—i—l
1 n+1 1
Par changement d’indice, on obtient 1’égalité | J, = — Z — |
n+1 P k
Soit n € N*.

— La fonction f,, est continue donc continue par morceaux sur 'intervalle |0, n|.

— La fonction ¢ : u + n(1 — u) est de classe C! et réalise une bijection strictement décroissante
de |0, 1] vers ]0, n[.
1
D’apres le théoréme de changement de variable, les intégrales fn t)dt et / fnlo())(—=¢' (u)) du

sont de méme nature et, en cas de convergence, sont egales Or d’apres la question 35, l'intégrale

I, = / fn(t)dt est convergente. Ainsi, I'intégrale / fn(o(u))(=¢' (u)) du converge et on a

I _/ il w’(u))du:/Olunln(n(l—u))ndu
:n/olumn(n)+1n(1—u))du:nln(n)/olundum/olunln(l—u)du

d’ou | I, = In(n) + ndy, |

n+1
D’apres les questions 37 et 38, pour tout n € N*, on a

n Ty n " 1 n 1
I, = 1 In(n) -5 = — - ). @
1 - n+1 k n+1< () 2 n+1> 7r+1< * +4> @)

1
Or, par définition, v est la limite de u,, quand n — +o00. De plus, T
n

tend vers 0, tend vers

+o0
1 et, d’apres la question 36, I, tend vers / et In(t) dt. En passant a la limite dans la relation
0

+oo +o0
(2), on obtient ainsi / e tIn(t)dt = —y, d’ou |y = —/ e 'ln(t)dt|
0 0
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