
X-ENS-ESPCI PC 2024
Eléments de correction

Remarque. Ce sujet comporte un bon nombre de questions accessibles. Voici une petite classification
(subjective évidemment) des questions de ce sujet :

‚ 19 questions de cours, d’applications directes du cours ou de calcul élémentaire/classique :
1 ;2 ;3(a,b,c) ;4 ;5(a) ;13(a,b) ;16 ;17(a) ;19(a) ;21(a,b,c) ; 22(b) ; 23(a) ; 24(a) ; 25(a)

‚ 15 questions qui ne nécessitent pas d’initiative particulière, ni astuce mais de bien écrire les choses
en comprenant les objets manipulés :
5(b,c) ; 6(a,b) ; 7(a,b,c) ; 9(a,b) ; 10(a) ; 11(a) ; 17(b) ;18 ; 22(b) ; 24(c)

‚ 12 questions plus techniques, nécessitant une initiative et/ou une bonne synthèse des questions
précédentes ou une rédaction plus délicate :
8 ;10(b,c) ;11(b) ;12(a,b) ; 19(b) ; 20 ; 22(a) ; 23(b) ; 24(b) ; 25(b)

‚ 5 questions difficiles :
10(d) ; 14(a,b) ; 15 ; 26

(1) On a Id “ RTR donc 1 “ detpIdq “ detpRTRq “ detpRT qdetpRq “ detpRq2. D’où detpRq2 “ 1. démonstration de cours

(2) L’application pA,Bq ÞÑ trpATBq est : exemple de cours à
connaître1. bilinéaire par linéarité de la transposée et de la trace, et par bilinéarité du produit matriciel

(il vaut peut-être mieux écrire la linéarité à gauche ou à droite pour convaincre votre correcteur
que vous connaissez la définition de la bilinéarité ?)

2. symétrique car xA,By “ trpATBq “ tr
`

pATBqT
˘

“ trpBTAq “ xB,Ay.

3. définie positive car xA,Ay “ trpATAq “
ÿ

i,jPrr1,dss

A2
ij ě 0 et si xA,Ay “ 0 alors

ÿ

i,jPrr1,dss

A2
ij “ 0

donc pour tout pi, jq P rr1, dss2, A2
ij “ 0 donc A “ 0.

3(a) D’une part xu,AvyRd “

d
ÿ

i“1

uirAvsi “

d
ÿ

i“1

ui

d
ÿ

j“1

Aijvj “

d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1

uivjAij . produit matriciel, question
proche du cours

D’autre part, xuvT , Ay “ trppuvT qTAq “

d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1

puvT qi,jAij “

d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1

uivjAij “ xu,AvyRd .

3(b) trpABq “

d
ÿ

i“1

pABqii “

d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1

AijBji “

d
ÿ

j“1

d
ÿ

i“1

BjiAij “

d
ÿ

j“1

pBAqj,j “ trpBAq. démo de cours

3(c) On a : pBTAqT “ ATB donc xA,BCy “ trpATBCq “ trppBTAqTCq “ xBTA,Cy. question élémentaire si l’on
sait que pEF qT “ FTETDe plus, d’après l’égalité précédente trpA1B1q “ trpB1A1q avec A1 “ ATB et B1 “ C, on a :

xA,BCy “ trpATBCq “ trpCATBq “
p˚q

trppACT qTBq “ xACT , By, p˚q car pACT qT “ CAT .

4(a) On a : R2
i,i ď

d
ÿ

k“1

R2
k,i “ }Ci}

2 “ 1 en notant Ci la i-ème colonne de R, Ci est de norme un question de cours

car les colonnes de R forment une BON de Rd pour le produit scalaire canonique.

Autre rédaction : R2
i,i ď

d
ÿ

k“1

R2
k,i “ pRTRqii “ pIdqii “ 1.

4(b) On utilise que D est une matrice diagonale avec Dii “ αi ě 0 et la question précédente :

xD,Ry “ trpDTRq “

d
ÿ

i“1

pDTRqii “

d
ÿ

i“1

Dii
loomoon

αi

Rii ď

d
ÿ

i“1

|αi|
loomoon

“αi

|Rii|
loomoon

ď 1

ď

d
ÿ

i“1

αi “ trpDq

5(a) Notons x “ a ´ b : cours |Rx| “ |x| pour R or-
thogonale

|ϕgpaq ´ϕgpbq| “ |Ra`τ ´Rb´τ | “ |Rpa´ bq| “ |Rx| “

b

pRxqTRx “
?
xTRTRx “

a

xT Idx “ |x|.

5(b) Soit g, g1 P DeppRdq. On note g “ pτ,Rq et g1 “ pτ 1, R1q.
Supposons ϕg “ ϕg1 . Alors pour tout x P Rd, Rx ` τ “ R1x ` τ 1, en particulier pour x “ 0, τ “ τ 1. on peut choisir x

Par conséquent, pour tout x P Rd, Rx “ R1x donc les applications linéaires x ÞÑ Rx et x ÞÑ R1x sont question clé qui va sou-
vent servir dans les ques-
tions suivantes pour l’uni-
cité

égales donc leurs matrices associées dans la base canonique de Rd sont égales : R “ R1. D’où g “ g1.

1



La réciproque g “ g1 ñ ϕg “ ϕg1 est immédiate.
5(c) Existence : on pose e “ p0, Idq. On a alors ϕepxq “ Idx ` 0 “ x pour tout x P Rd. on devinait e sans trop de

difficultésUnicité : soit e1 P DeppRdq tel que ϕe1 est l’identité de Rd. Alors ϕe “ ϕe1 donc d’après la question
précédente e “ e1.

6(a) Existence : pour tout x P Rd, ϕg1 ˝ ϕgpxq “ ϕg1 pRx ` τq “ R1pRx ` τq ` τ 1 “ R1Rx ` R1τ ` τ 1. en écrivant les choses cal-
mement, g2 apparaît natu-
rellement

On pose τ2 “ R1τ ` τ 1 et R2 “ R1R ; on a R2 P SOdpRq car R1 et R sont dans SOdpRq. On pose
g2 “ pτ2, R2q et on a alors par le calcul ci-dessus, ϕg1 ˝ ϕg “ ϕg2 .

Unicité : soit h P DeppRdq tel que ϕh “ ϕg1 ˝ ϕg alors ϕh “ ϕg2 et par la question (5b) h “ g2.
6(b) Soit g1, g2 et g3 dans DeppRdq. On a : l’argument clé est l’associa-

tivité de la loi ˝ϕg1pg2g3q “
p6aq

ϕg1 ˝ ϕg2g3 “
p6aq

ϕg1 ˝ pϕg2 ˝ ϕg3q “
associativité

pϕg1 ˝ ϕg2q ˝ ϕg3 “
p6aq

ϕg1g2 ˝ ϕg3 “
p6aq

ϕpg1g2qg3

donc par la question (5b), g1pg2g3q “ pg1g2qg3.
7(a) Attention ϕg n’est pas une application linéaire ! Injectivité : soit a, b P Rd tel que ϕgpaq “ ϕgpbq. rédaction application bijec-

tive (cas général, ϕg n’est
pas linéaire)

Alors Ra ` τ “ Rb ` τ donc Ra “ Rb mais R est inversible (detpRq “ 1 ‰ 0) donc a “ b.
Remarque : on pouvait aussi utiliser 5a) : |ϕgpaq ´ ϕgpbq| “ |a ´ b|.
Surjectivité : soit y P Rd. On cherche x P Rd tel que y “ ϕgpxq “ Rx ` τ . Il suffit de poser

x “ R´1py ´ τq.
Remarque : on pouvait aussi rédiger par équivalence ; pour x, y P Rd :
y “ ϕgpxq ô y “ Rx ` τ ô x “ R´1py ´ τq.
7(b) Existence : on pose g1 “ pτ 1, R1q avec τ 1 “ ´R´1τ et R1 “ R´1. c’est l’expression de g” de

la question 6a) qui permet
de trouver g1 et τ 1

On vérifie (même calcul qu’à la question 6a) que : ϕg1 ˝ ϕg “ ϕe (rappelons ici que ϕe est l’identité
de Rd) donc en composant à droite par ϕ´1

g on obtient ϕg1 “ ϕe ˝ ϕ´1
g “ ϕ´1

g .
Unicité : s’il existe g2 tel que ϕg2 “ ϕ´1

g “ ϕg1 alors g2 “ g1 par la question (5b).
7(c) On a ϕge “

6a
ϕg ˝ ϕe “ ϕg donc (5b) ge “ g. De même eg “ g.

De plus, ϕgg´1 “
6a

ϕg ˝ ϕg´1 “ ϕg ˝ ϕ´1
g “ ϕe par définition de ϕ´1

g , d’où par 5b, gg´1 “ e.
On montre de même g´1g “ e.
(8) Supposons que pour tout g, g1 P DeppRdq, gg1 “ g1g alors d’après 6(a), ϕg ˝ ϕg1 “ ϕg1 ˝ ϕg

et en reprenant l’expression de gg1 obtenue en 6(a) : R1τ ` τ 1 “ Rτ 1 ` τ et RR1 “ R1R pour tout
R,R1 P SOdpRq et tout τ, τ 1 P Rd ;

en particulier pour τ “ τ 1 : pour tout R,R1 P SOdpRq et tout τ P Rd, R1τ “ Rτ d’où R1 “ R.
Ainsi, pour tout R,R1 P SOdpRq, R1 “ R, donc SOdpRq est réduit à un élément : SOdpRq “ tIdu ;

on en déduit d “ 1 ( par l’absurde si d ě 2, en notant R2 “

˜

0 ´1

1 0

¸

, la matrice diagonale par blocs :
˜

R2 p0q

p0q Id´2

¸

appartient à SOdpRq et elle est différente de Id)

9(a) Soit g, g1 P DeppRdq, z P En
d pRq. on utilise la définition de

g ¨ z, la seule difficulté est
d’écrire des égalités homo-
gènes

g ¨ pg1 ¨ zq “ g ¨
`

pϕg1 pziqq1 ď i ď n

˘

“ pϕg ˝ ϕg1 pziqq1 ď i ď n “
6a

pϕgg1 pziqq1 ď i ď n “ pgg1q ¨ z

9(b) Soit x, y P En
d pRq et g P DeppRdq. Supposons x “ g ¨ y. D’après 7c, g´1g “ e donc d’après la

conséquence la question
précédente et 7c)

question précédente, g´1 ¨ x “ g´1 ¨ pg ¨ yq “ pg´1gq ¨ y “ e ¨ y “ pϕepyiqq1 ď i ď n “ pyiq1 ď i ď n “ y.

10(a) Soit x, y P En
d pRq et g P DeppRdq. }g¨y´g¨x}2 “

n
ÿ

i“1

|ϕgpyiq´ϕgpxiq|2 “
5a

n
ÿ

i“1

|yi´xi|
2 “ }y´x}2.

10(b) Pour tout g P DeppRdq, }y´g ¨x} “ }g ¨ pg´1 ¨yq´g ¨x} “ }g´1 ¨y´x} “ }x´g´1 ¨y} ě δpy, xq

donc : rédaction classique avec les
bornes inf : on utilise un
passage à l’inf pour obtenir
une inégalité. Pour obtenir
une égalité avec une borne
inf, on établit deux inégali-
tés

@g P DeppRdq, }y ´ g ¨ x} ě δpy, xq

par passage à la borne inférieure sur g P DeppRdq, on en déduit (la borne inf est le plus grand des
minorants) :

δpx, yq ě δpy, xq

On obtient de même par symétrie des rôles de x et y, δpy, xq ď δpx, yq donc δpx, yq “ δpy, xq.
10(c) On applique l’inégalité triangulaire pour la norme } ¨ } (si l’on admet qu’il s’agit bien d’une

norme, ce que l’énoncé semble faire) : procédé ultra classique,
faire apparaître pgg1q ¨ y

par +/-
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}z ´ g ¨ x} “ }z ´ pgg1q ¨ y ` pgg1q ¨ y ´ g ¨ x} ď }z ´ pgg1q ¨ y} ` } pgg1q ¨ y ´ g ¨ x}
loooooooomoooooooon

“}g1¨y´x}

par 9(a) et 10(a)

10(d) On a pour tout g, g1 P DeppRdq, δpx, zq ď }z ´ g ¨ x} ď }z ´ pgg1q ¨ y} ` }g1 ¨ y ´ x} question difficile qui néces-
site une bonne agilité dans
la manipulation des bornes
inf

donc δpx, zq ´ }g1 ¨ y ´ x} ď }z ´ pgg1q ¨ y} donc par passage à la borne inférieure sur g :

p1q δpx, zq ´ }g1 ¨ y ´ x} ď inf
g

}z ´ pgg1q ¨ y} “ inf
g

}z ´ g ¨ pg1 ¨ yq} “ δpg1 ¨ y, zq

De plus en écrivant h “ hg1´1g1 “ h1g1 avec h1 “ hg1´1 (c’est ici le point astucieux de cette question) point clé de la solution :
on a l’égalité δpg1 ¨ y, zq “

δpy, zq mais seule l’inéga-
lité δpg1 ¨y, zq ď δpy, zq est
utile pour obtenir l’inéga-
lité

@h P DeppRdq, }z ´ h ¨ y} “ }z ´ h1 ¨ pg1 ¨ yq} ě δpg1 ¨ y, zq par définition de δpg1 ¨ y, zq

donc par passage à la borne inférieure sur h, inf
h

}z ´ h ¨ y} ě δpg1 ¨ y, zq soit δpy, zq ě δpg1 ¨ y, zq.
Donc en reprenant l’inégalité p1q :

δpx, zq ´ }g1 ¨ y ´ x} ď δpg1 ¨ y, zq ď δpy, zq d’où δpx, zq ´ δpy, zq ď }g1 ¨ y ´ x} p2q

Donc par passage à la borne inférieure sur g1 dans l’inégalité p2q :

δpx, zq ´ δpy, zq ď inf
g1PDeppRdq

}g1 ¨ y ´ x} “ inf
g1PDeppRdq

}x ´ g1 ¨ y}
10bq
“ δpy, xq “ δpx, yq

donc
δpx, zq ď δpx, yq ` δpy, zq

11(a) Supposons cpxq X cpyq non vide : il existe z P cpxq X cpyq : il existe gx, gy P DeppRdq tel que traduction de cpxq X cpyq

non videz “ gx ¨ x et z “ gy ¨ y.
Soit x1 P cpxq. Il existe g1 P DeppRdq tel que x1 “ g1 ¨ x or x “ g´1

x ¨ z d’après 9b donc si l’on traduit bien x1 P

cpxq et x1 P cpyq, il n’y
avait pas de difficulté parti-
culière ; il fallait bien com-
prendre la définition de
cpxq

x1 “ g1 ¨ x “ g1 ¨ pg´1
x ¨ zq “ pg1g´1

x q ¨ z “ pg1g´1
x gyq

loooomoooon

PDeppRdq

¨y donc x1 P cpyq

Nous avons montré cpxq Ă cpyq et de même par symétrie des rôles de x et y, on montre cpyq Ă cpxq

donc cpxq “ cpyq.
11(b) Supposons cpxq “ cpyq. On a y “ e ¨ y donc y P cpyq “ cpxq donc il existe g1 P DeppRdq,

y “ g1 ¨ x d’où }y ´ g1 ¨ x} “ 0 et par conséquent,

0 ď δpx, yq “ inf
gPDeppRdq

}y ´ g ¨ x} ď }y ´ g1 ¨ x} “ 0 donc δpx, yq “ 0

12(a) Pour tout i P rr1, nss, procédé classique pour
faire apparaître la quantité
yi ´ y ´ Rpxi ´ xq

|yi ´ pRxi ` τq|
2

“ |yi ´ y ´ Rpxi ´ xq ` y ´ Rx ´ τ |
2

“ |yi ´ y ´ Rpxi ´ xq|
2

` |y ´ Rx ´ τ |
2

` 2 xyi ´ y ´ Rpxi ´ xq, y ´ Rx ´ τyRd

On somme ces égalités pour i “ 1 à n :

n
ÿ

i“1

|yi ´ pRxi ` τq|
2

“

n
ÿ

i“1

|yi ´ y ´ Rpxi ´ xq|
2

`

n
ÿ

i“1

|y ´ Rx ´ τ |
2

` 2
n
ÿ

i“1

xyi ´ y ´ Rpxi ´ xq, y ´ Rx ´ τyRd

Or par bilinéarité du produit scalaire :
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n
ÿ

i“1

xyi ´ y ´ Rpxi ´ xq, y ´ Rx ´ τyRd “

C

n
ÿ

i“1

ryi ´ y ´ Rpxi ´ xqs , y ´ Rx ´ τ

G

Rd

“

C

n
ÿ

i“1

pyi ´ yq ´

n
ÿ

i“1

Rpxi ´ xq , y ´ Rx ´ τ

G

Rd

“ x0, y ´ Rx ´ τyRd “ 0 car

#

řn
i“1 ryi ´ ys “ 0

et
řn

i“1 rRpxi ´ xqs “ 0

+

Par conséquent, la clé de question est de re-
marquer que
n
ÿ

i“0

pyi ´yq “

n
ÿ

i“1

pxi ´xq “

0

Jpτ,Rq “

n
ÿ

i“1

|yi ´ y ´ Rpxi ´ xq|
2

`

n
ÿ

i“1

|y ´ Rx ´ τ |
2

“

n
ÿ

i“1

|yi ´ y ´ Rpxi ´ xq|
2

` n |y ´ Rx ´ τ |
2

12(b) Soit R P SOdpRq. D’après la question précédente, Jpτ,Rq ě

n
ÿ

i“1

|yi ´ y ´ Rpxi ´ xq|
2 avec très proche de la démons-

tration de cours dpx, F q “

}x ´ pF pxq}égalité si et seulement si n |y ´ Rx ´ τ |
2

“ 0 c’est à dire τ “ y ´ Rx.
Donc τ ÞÑ Jpτ,Rq possède un unique minimum atteint en τpRq “ y ´ Rx.
13(a) L’ application M ÞÑ MT est linéaire donc f1 : M ÞÑ pMT ,Mq est linéaire sur MdpRq de

dimension finie donc g est continue ; cours : application li-
néaire/bilinéaire sur un
espace de dim. finie est
continue

De plus, f2 : pA,Bq ÞÑ AB est bilinéaire sur MdpRq2 de dimension finie donc elle est continue
Donc f “ f2 ˝ f1 est continue par composée d’applications continues.
13(b) On a application directe du

cours sur l’image réci-
proque d’un fermé, et
l’intersection de deux
fermés

SOdpRq “
␣

M P MdpRq | MTM “ Id et detpMq “ 1
(

“ tM P MdpRq | fpMq “ Idu
č

tM P MdpRq | detpMq “ 1u

‚ tM P MdpRq | fpMq “ Idu est fermé car c’est l’image réciproque du singleton tIdu (partie fermée)
par l’application continue f .
Rédaction alternative en utilisant une application continue à valeurs dans R :
tM P MdpRq | fpMq “ Idu “ tM P MdpRq | }fpMq ´ Id} “ 0u est fermé car M ÞÑ }fpMq ´ Id}

est continue par somme et composée de applications continues (f , } ¨ } sont continues)

‚ tM P MdpRq | detpMq “ 1u “ tM P MdpRq | detpMq ´ 1 “ 0u est fermé car M ÞÑ detpMq ´ 1

est continue (car det est continue).

Donc par intersection d’ensembles fermés, SOdpRq est un fermé.
De plus pour tout M P SOdpRq, }M} “

a

trpMTMq “
a

trpIdq “
?
d donc SOdpRq est inclus dans

la boule de centre O et de rayon
?
d, donc SOdpRq est borné.

14(a) Pour tout pτ,Rq P DeppRdq, JpτpRq, Rq ď Jpτ,Rq d’après 12(b).
L’application R ÞÑ τpRq est continue sur MdpRq car R ÞÑ Rx est linéaire sur MdpRq de dimension

finie. il fallait penser au théo-
rème des bornes atteintes
pour une fonction continue
sur un fermé borné

On en déduit (pas le courage de détailler mais par somme, composée de fonctions continues ; z ÞÑ |z|

est continue car 1-lipschitzienne...), K : R ÞÑ JpτpRq, Rq est continue sur le fermé borné SOdpRq donc
par le théorème des bornes atteintes, K possède un minimum : il existe R˚ P SOdpRq tel que pour tout
R P SOdpRq, KpR˚q ď KpRq d’où :

JpτpR˚q, R˚q ď JpτpRq, Rq ď Jpτ,Rq pour tout pτ,Rq P DeppRdq

14(b) Pour x “ p0q1 ď i ď n, R ÞÑ JpτpRq, Rq “

n
ÿ

i“1

|yi ´ τpRq|2 “

n
ÿ

i“1

|yi ´ y|2 est une application on trouve un cas particulier
où il n’y a pas unicité

constante ; donc pour tout R1 P SOdpRq, pour tout pτ,Rq P DeppRdq :

JpτpR1q, R1q “ JpτpRq, Rq ď Jpτ,Rq
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Toutes les matrices R1 P SOdpRq vérifient dans ce cas l’inégalité de la question précédente ; il n’y a pas
unicité de R1 si d ě 2 (si d “ 1, SOdpRq ne contient qu’un élément p1q)

(15) On a par définition de δ puis la question 14(a) : question difficile de fin de
partie

δpx, yq2 “ inf
gPDeppRdq

}y ´ g ¨ x}2 “ inf
pτ,RqPDeppRdq

Jpτ,Rq

14paq
“ inf

RPSOdpRq
JpτpRq, Rq

“ inf
RPSOdpRq

n
ÿ

i“1

|yi ´ y ´ Rpxi ´ xq|
2

Pour R P SOdpRq,

n
ÿ

i“1

|yi ´ y ´ Rpxi ´ xq|
2

“

n
ÿ

i“1

´

|yi ´ y|
2

` |Rpxi ´ xq|
2

´ 2 xyi ´ y,Rpxi ´ xqyRd

¯

“

n
ÿ

i“1

|yi ´ y|
2

`

n
ÿ

i“1

|Rpxi ´ xq|
2

´ 2
n
ÿ

i“1

xyi ´ y,Rpxi ´ xqyRd

Or |Rpxi ´ x|2 “ |xi ´ x|2 car R P OdpRq et donc
n
ÿ

i“1

|Rpxi ´ xq|
2

“ nVnpxq donc

n
ÿ

i“1

|yi ´ y ´ Rpxi ´ xq|
2

“ nVnpxq ` nVnpyq ´ 2
n
ÿ

i“1

xyi ´ y,Rpxi ´ xqyRd

“ nVnpxq ` nVnpyq ´ 2
n
ÿ

i“1

@

pyi ´ yqpxi ´ xqT , R
D

d’après 3(a)

“ nVnpxq ` nVnpyq ´ 2

C

n
ÿ

i“1

pyi ´ yqpxi ´ xqT , R

G

“ nVnpxq ` nVnpyq ´ 2 xZpx, yq, Ry avec Zpx, yq “

n
ÿ

i“1

pyi ´ yqpxi ´ xqT

On en déduit (détails ?) :

δpx, yq2 “ inf
RPSOdpRq

n
ÿ

i“1

|yi ´ y ´ Rpxi ´ xq|
2

“ nVnpxq ` nVnpyq ´ 2 sup
RPSOdpRq

xZpx, yq, Ry

(16) ST “ pZTZqT “ ZT pZT qT “ S, S est une matrice symétrique réelle donc d’après le théorème
spectral , il existe une base orthonormée de Rd (pour le produit scalaire canonique) pu1, ¨ ¨ ¨ , udq constituée question très classique

de vecteurs propres de S. On note λ1, ¨ ¨ ¨ , λd les valeurs propres de S, qui sont réelles, donc on peut les
ordonner par ordre décroissant : λ1 ě λ2 ě ¨ ¨ ¨ ě λd. Reste à montrer que λi ą 0.

Il faut penser à considérer : xSui, uiy “ xλiui, uiy “ λixui, uiy “ λi.
Donc λi “ xSui, uiy “ xZTZui, uiy “ uT

i Z
TZui “ }Zui}

2 ą 0 car ui ‰ 0 et Z inversible donc
Zui ‰ 0.

17(a) On a :

xvi, vjyRd “
1

a

λiλj

xZui, ZujyRd “
1

a

λiλj

uT
i Z

TZuj “
1

a

λiλj

uT
i Suj

“
1

a

λiλj

uT
i λjuj “

c

λj

λi
uT
i uj

BON
“

$

&

%

1 si i “ j

0 si i ‰ j

car pu1, ¨ ¨ ¨ , udq est une BON de Rd

Par conséquent pv1, ¨ ¨ ¨ , vdq est une famille orthonormée de Rd donc elle est libre ; de plus elle est
constituée de d “ dimpRdq vecteurs donc c’est une base de Rd.
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17(b) Remarque : je vais considérer le produit matriciel V TZU plutôt que de considérer V DUT car
avec les notations par colonnes, la ième ligne de V T est vTi , et la jème colonne de U est uj .

Pour tout pi, jq P rr1, dss

pV TZUqij “ vTi pZujq “ vTi
a

λjvj “
a

λjv
T
i vj

BON
“

$

&

%

a

λj si i “ j

0 si i ‰ j
donc pV TZUqij “ Dij

Donc V TZU “ D et sachant que les matrices U et V sont orthogonales (leurs colonnes forment une
BON de Rd), V V T “ UUT “ Id, Z “ V pV TZUqUT “ V DUT .

18 S1 “ ZT
1 Z1 “

˜

4 0

0 1

¸

, la matrice est diagonale : la base canonique u1 “

˜

1

0

¸

et u2 “

˜

0

1

¸

on suit la construction de
U , V , D des questions pré-
cédentesest une BON constituée de vecteurs propres de S.

On pose alors v1 “ 1?
4
Z1u1 “

˜

0

1

¸

“ u2 et v2 “ 1?
1
Z1u2 “

˜

1

0

¸

“ u1

puis U1 “ I2, V1 “

˜

0 1

1 0

¸

et D1 “

˜

2 0

0 1

¸

,

on a alors d’après 17(b) : Z1 “ V1D1U
T
1 : Z1 “

˜

0 1

2 0

¸

“

˜

0 1

1 0

¸˜

2 0

0 1

¸˜

1 0

0 1

¸

.

S2 “ ZT
2 Z2 “

˜

4 0

0 1

¸

. u1 “

˜

1

0

¸

et u2 “

˜

0

1

¸

(même vecteurs que précédemment)

On pose v1 “ 1
2Z2u1 “

˜

0

´1

¸

“ ´u2 et v2 “ Z2u2 “ u1

puis U2 “ I2, V2 “

˜

0 1

´1 0

¸

et D2 “ D1 “

˜

2 0

0 1

¸

donc Z2 “ V2D2U
T
2 soit

˜

0 1

´2 0

¸

“

˜

0 1

´1 0

¸˜

2 0

0 1

¸˜

1 0

0 1

¸

.

19(a) Soit R P SOdpRq. Les matrices V T , R et U sont orthogonales donc V TRU P OdpRq.
De plus, d’après 17(b), detpZq “ detpV qdetpDqdetpUq donc

detpV TRUq “ detpV T qdetpRqdetpUq “
detpZq

detpDq
detpRq ą 0 car detpDq ą 0, detpZq ą 0 et detpRq ą 0

Donc d’après (1) detpV TRUq “ 1 et par conséquent, V TRU P SOdpRq.
19(b) On a même remarque qu’en

10(b) ; pour établir une
égalité de borne sup, on
démontre deux inégalités

@R P SOdpRq, xZ,Ry “ xV DUT , Ry “
3(c)

xD,V TRUy ď sup
R1PSOdpRq

xD,R1y car V TRU P SOdpRq

Donc par passage à la borne supérieure sur R P SOdpRq, sup
RPSOdpRq

xZ,Ry ď sup
R1PSOdpRq

xD,R1y.

De même ,

@R P SOdpRq, xD,Ry “ xV TZU,Ry “
3pcq

xZ, V RUT y ď sup
R1PSOdpRq

xZ,R1y car V RUT P SOdpRq

Donc par passage à la borne supérieure sup
RPSOdpRq

xD,Ry ď sup
R1PSOdpRq

xZ,R1y d’où

sup
RPSOdpRq

xZ,Ry “ sup
RPSOdpRq

xD,Ry

(20) D’après la question précédente et 4(b), si detpZq ą 0, sup
RPSOdpRq

xD,Ry est un

maximum atteint en
R “ Id d’après 4(b)

sup
RPSOdpRq

xZ,Ry “ sup
RPSOdpRq

xD,Ry
4pbq
“ trpDq “ xD, Idy “

d
ÿ

i“1

a

λi

Puis en utilisant le résultat de la question 15, si detpZpx, yq ą 0q, Zpx, yq est inversible donc on peut
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appliquer les résultats des questions précédentes avec Z Ð Zpx, yq :

δpx, yq “

g

f

f

enVnpxq ` nVnpyq ´ 2
d
ÿ

i“1

a

λi

où p
?
λ1, ¨ ¨ ¨ ,

?
λdq sont les valeurs singulières de Zpx, yq.

21(a) Soit λ une valeur propre réelle. Soit x P Rd, x ‰ 0 tel que Rx “ λx alors |Rx| “ |λx| “ |λ||x|

et |x| ‰ 0 donc |λ| “
|Rx|

|x|
“ 1 car R est orthogonale. démonstration de cours

Rappelons pourquoi |Rx| “ |x| : |Rx|2 “ pRxqTRx “ xTRTRx “ xT x “ |x|2

21(b) detpR ` Idq “ detpR ` RRT q “ detpRpId ` RT qq “ detpRqdetpId ` RT q.

21(c) Si detpRq “ ´1, alors d’après la question précédente, en utilisant detpMq “ detpMT q et la
linéarité de la transposée :

detpR`Idq “ ´detpId`RT q “ ´det
`

pId ` RT qT
˘

“ ´ det
`

ITd ` pRT qT
˘

“ ´ detpId`Rq “ ´detpR`Idq

donc detpR ` Idq “ 0.
22(a) On a detpRq “ ´1 donc d’après la question précédente detpR ` Idq “ 0 donc ´1 est valeur cours : λ P SppRq ssi

detpR ´ λIdq “ 0 ssi
χRpλq “ 0

propre de R donc il existe ud P Rd unitaire tel que Rud “ ´ud.
On pose E1 “ VectpudqK et on considère une base orthonormée de E1, pu1, ¨ ¨ ¨ , ud´1q ; on a alors

une fois ud défini, on pose
E1 de sorte que Vectpudq K

E1

immédiatement pu1, ¨ ¨ ¨ , udq une base orthonormée de Rd.
De plus, pour tout x P E1, en remarquant que Rud “ ´ud entraîne RTud “ ´ud car R P OdpRq :

uT
d Rx “ pRTudqTx “ p´udqTx “ ´uT

d x “ ´xud, xyRd “ 0 par définition de E1

22(b) Pour tout x P E1, xRx, udyRd “ uT
d pRxq “ 0 donc Rx P VectpudqK “ E1. Donc RpE1q Ă E1.

R est inversible donc dimpRpE1qq “ dimpE1q ; avec l’inclusion précédente, on en déduit RpE1q “ E1.
23(a) On a U P OdpRq car ses colonnes u1, ¨ ¨ ¨ , ud forment une base orthonormée de Rd donc :

xS,R1y “ xUTDU,UTRUy “
3c

xDU, UUT
loomoon

“Id

RUy “
3c

xD,RUUT y “ xD,Ry.

23(b) On a R1 “ UTRU “ U´1RU avec U la matrice de passage de la base canonique de Rd à la
base pu1, ¨ ¨ ¨ , udq donc R1 est la matrice de x ÞÑ Rx dans la base pu1, ¨ ¨ ¨ , udq ; E1 étant stable par R et

Rud “ ´ud, on en déduit que R1 est de la forme : R1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0

R0

...
0

0 ¨ ¨ ¨ 0 ´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

R1 P OdpRq donc par produit matriciel par blocs :

Id “ R1TR1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0

RT
0

...
0

0 ¨ ¨ ¨ 0 ´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0

R0

...
0

0 ¨ ¨ ¨ 0 ´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

0

RT
0 R0

...
0

0 ¨ ¨ ¨ 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

donc RT
0 R0 “ Id´1

24(a) En remarquant que S est une matrice symétrique, on a par produit matriciel par blocs :

STR1 “ SR1 “

¨

˝

S0

...
¨ ¨ ¨ Sdd

˛

‚

˜

R0 p0q

p0q ´1

¸

¨

˝

S0R0

...
¨ ¨ ¨ ´Sdd

˛

‚. Donc par la question 23(a),

xD,Ry “ xS,R1y “ trpSTR1q “ tr

¨

˝

S0R0

...
¨ ¨ ¨ ´Sdd

˛

‚“ trpS0R0q ´ Sdd

24(b) S0 est symétrique réelle (car S l’est) donc d’après le théorème spectral, il existe P P Od´1pRq th. spectral !

et D0 P Md´1pRq diagonale tel que S0 “ PD0P
T “ PD0P

´1.
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S0 et D0 sont semblables donc trpS0q “ trpD0q.
On a en posant W “ PTR0P , W P Od´1pRq et en utilisant le résultat de la question 4(b) avec W et

D0 :
trpS0R0q “ trpPD0P

TR0q “ trpD0P
TR0P q “ xD0,W y ď

4pbq
trpD0q “ trpS0q

24(c) On a S “

¨

˝

S0

...
¨ ¨ ¨ Sdd

˛

‚donc trpSq “ trpS0q ` Sdd.

De plus S “ UTDU “ U´1DU donc trpSq “ trpDq d’où trpS0q ` Sdd “ trpDq. Donc par 24(a,b) :

xD,Ry “
24paq

trpS0R0q ´ Sdd ď
24pbq

trpS0q ´ Sdd “ trpDq ´ 2Sdd

25(a) S “ UTDU donc Sdd “

d
ÿ

i“1

d
ÿ

j“1

pUT qdi
loomoon

“Uid

Dij
loomoon

“0 si i‰j

Ujd “

d
ÿ

j“1

pUT qdj Djj
loomoon

αj

Ujd “

d
ÿ

j“1

αjU
2
jd. simple produit matriciel

25(b) Les αj étant classés par ordre décroissant : synthèse des questions
précédentes ; en analysant
l’inégalité demandée, on
s’aperçoit qu’il suffit de
montrer Sdd ě αd

Sdd “

d
ÿ

j“1

αjU
2
jd ě

d
ÿ

j“1

αdU
2
jd “ αd car U P OdpRq :

d
ÿ

j“1

U2
jd “ 1

Donc en utilisant la question 24(c) :

xD,Ry ď trpDq ´ 2Sdd ď trpDq ´ 2αd “

˜

d´1
ÿ

i“1

αi

¸

´ αd

(26) Il s’agit d’exprimer sup
RPSOdpRq

xZpx, yq, Ry. On notera Z “ Zpx, yq par commodité.

On reprend les notations des questions 16 et 17 : D “ diagp
?
λ1, ¨ ¨ ¨ ,

?
λdq et Z “ V DUT .

En reprenant les démonstrations des questions 19(a)(b) on montre dans le cas detpZq ă 0 que pour
R P SOdpRq, R1 “ V TRU P OdpRq et detpR1q ă 0 puis : le point délicat était de

penser à établir cette éga-
litésup

RPSOdpRq

xZ,Ry “ sup
RPOdpRq

detpRq“´1

xD,Ry

On en déduit avec la question précédente et αi “
?
λi, le sup est ici un maxi-

mum atteint en R “
˜

Id´1 0

0 ´1

¸

sup
RPOdpRq

detpRq“´1

xD,Ry “

˜

d´1
ÿ

i“1

a

λi

¸

´
a

λd atteint pour R “

˜

Id´1 0

0 ´1

¸

Conclusion

δpx, yq “

g

f

f

enVnpxq ` nVnpyq ´ 2
d´1
ÿ

i“1

a

λi ` 2
a

λd

‚ Remarque : montrons en détails comme en 19(b) sup
RPSOdpRq

xZ,Ry “ sup
RPOdpRq

detpRq“´1

xD,Ry.

Pour R P SOdpRq, R1 “ V TRU P OdpRq et detpR1q “ detpV T qdetpRqdetpUq “
detpZq

detpDq
detpRq ă 0

donc detpR1q “ ´1 (d’après question 1).
On a donc pour tout R P SOdpRq, xZ,Ry “ xD,V TRUy ď sup

R1POdpRq

detpR1q“´1

xD,R1y donc par passage à la

borne supérieure sup
RPSOdpRq

xZ,Ry ď sup
R1POdpRq

detpR1q“´1

xD,R1y.

On montre de la même manière sup
R1POdpRq

detpR1q“´1

xD,R1y ď sup
RPSOdpRq

xZ,Ry.
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