Corrigé de I’épreuve de Mathématiques du concours
E3A-Polytech, filiere PC, session 2024

EXERCICE 1

. Soient P,Q € E et A, u € R. Par linéarité de l'intégrale, on a

1 1 1 1
L(AP + pQ) = /1(>\P +pQ)(t) dt = /1 AP(t) + pQ(t)dt = A/l P(t)dt + u/l Q(t)dt
= AL(P) + uL(Q).

L’application L est donc linéaire.
Comme elle est définie sur E et a valeurs dans R,

. Soit k € [0,2n]. On a

1 1 thrl 1 1 (-1 k41
o= [ = [ o [E4) 1=t
h - —1

L est une forme linéaire sur £ ‘

2 Gk est pai
S1 es alr |.
k+1 P

. On a en particulier L(eg) = 2 # 0. L’application L est donc une forme linéaire non nulle sur E. En

Ainsi, on a | L(eg) = 0 si k est impair, L(eg) =

particulier, son noyau est un hyperplan de E. On a donc ‘ dim(Ker(L)) = dim(E) — 1 =2n ‘

. On a L(e;) = 0 donc le vecteur e; appartient & Ker(L). En particulier, comme e; est non nul, la
famille (e1) est une famille libre de Ker(L). D’apres le théoréeme de la base incomplete,
‘donc une base de Ker(L) dont le premier vecteur est e; ‘

. Soient P € Vect(ep) et @ € Ker(L). Il existe A € R tel que P = Aep. On a donc

1

1
(PIQ) = Aeol@) = A / eo(H)Q(t) dt = A / Q=L@ =0.

-1

‘Les sous-espaces Vect(ep) et Ker(L) sont donc orthogonaux. ‘

En particulier, ils sont en somme directe. De plus, on a dim(Vect(ep)) + dim(Ker(L)) = 1 +
2n = dim(F). D’apres une caractérisation des supplémentaires en dimension finie, on a donc
‘E = Vect(eg) & Ker(L) ‘

Remarque. On peut obtenir ce résultat sans utiliser de produit scalaire. En effet, on a L(ep) # 0 donc
eop nappartient pas a Ker(L). En particulier, la droite Vect(eg) n’est pas incluse dans I’hyperplan
Ker(L) donc, d’apres le cours, Vect(eg) et Ker(L) sont supplémentaires dans F.

. Soit A un réel.
6.1. Soient P,Q € F et «a, 8 € R. Par linéarité de L, on a

Tr(aP + Q) = (P + Q) + AL(aP + Q)X
= aP + Q + MaL(P) + SL(Q)) X
=aP + pQ + AaL(P)X + \GL(Q)X
=a(P+ AL(P)X) + 8(Q + AL(Q)X)
= aT)\(P) + BT\(Q) .
L’application T’ est donc linéaire.

De plus, pour tout P € E, on a deg(P) < 2n et AL(P) € R donc deg(AL(P)X) < 1, d’ou
deg(T\(P)) < 2n. L’application T est donc définie sur E et a valeurs dans E.

En conclusion, ‘T)\ est un endomorphisme de E ‘
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6.2. Soit P € E. Par linéarité de L, on a (LoT\)(P) = L(T\(P)) = L(P)+ AL(P)L(X). Puisqu’on
a L(X) = L(e;) =0, on en conclut qu’on a ‘ (LoT))(P)= L(P) ‘

6.3. On considere une base de F, notée B, adaptée a la décomposition obtenue aux questions 4. et
5., c’est-a-dire une base de E dont les deux premiers vecteurs sont ey et e et les autres sont
dans Ker(L).

On a Ty(eg) = eo + AL(eg) X = eg + 2AX = ey + 2Xey. De plus, pour tout P € Ker(L), on a
L(P) =0 donc T)(P) = P.

1 0 0

22 1

La matrice de T relativement a la base B est donc|A=| o o
oo o o 0
0O 0 ... 0 1

6.4. La matrice A étant triangulaire inférieure, ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux.
Ainsi, | T, admet pour unique valeur propre 1 |.

6.5. Puisque 1 est 'unique valeur propre de T, ’endomorphisme T’ est diagonalisable si et seule-
ment si le polynéme X — 1 annule T}, si et seulement si le polynéme X — 1 annule A, ce qui
équivaut a A = Isy11.

En conclusion, |’endomorphisme T} est diagonalisable si et seulement si on a A =0 ‘

6.6. Puisque 0 n’est pas valeur propre de T, | T est un automorphisme de F ‘

6.7. Soient «, 8 € R. Pour tout P € E, on a
(TooTp)(P) = To(Tp(P)) = T3(P)+aL(T3(P))X = P+BL(P)X+aL(P)X = P+(a+B)L(P)X

d’apres le résultat de la question 6.2. On a donc ‘ TooTlg=Thip ‘

6.8. En particulier, on a T\ o T_), = Ty = Idg. En composant par T;l a gauche, on obtient ainsi
T =T,

EXERCICE 2

. 1.1. La variable aléatoire X est a valeurs dans N et, pour tout k¥ € N, on a |P(X =k) =€ "—|.

De plus, | X admet une espérance et une variance toutes deux égales a A |.

+0o0  onit1 T on

1.2. | Pour tout z € R sh(z) §:x+ tch(z) =Y ~
/N our tout x on a ) = —— € ) = .
’ | |
= (2n 4+ 1)! = (2n)!

1.3. Soient X7 et X5 deux variables aléatoires discretes sur 2. On dit que X7 et X5 sont indépendantes
si,| pour tout 1 € X1(Q2) et tout x9 € X5(Q), on a P(X; = z1, Xo = x9) = P(X; = 21)P(Xo = 22) ‘

. 2.1. L’événement {Y = 0} se réalise si et seulement s’il existe k € N tel que I'événement {X = 2k

se réalise. On a donc |{Y =0} = U{X =2k} | De méme, ona|{Y =1} = U {X =2k +1}|
keEN keN

2.2. Puisque Y est a valeurs dans {0,1}, Y est une variable de Bernoulli dont le parametre, noté
p, est P(Y =1).
Les événements {X = 2k + 1}, k € N, étant deux & deux incompatibles, on a

+oo +oo . A\2k+1 ) 1 — 2
=0 =0

2/9



3.

3.1.
3.2.

3.3.

3.4.

1— —2A
En conclusion, | Y suit la loi de Bernoulli de parametre p = 26
1—e 2
En particulier, on a |E(Y) =p = —

Puisque X est a valeurs dans N et Z est & valeurs dans {1,2}, on a |T'(Q2) = N|.

Puisque Z est & valeurs dans {1,2}, la famille ({Z = 1},{Z = 2}) est un systéme complet
d’évenements.

Soit k € N. D’apres la formule des probabilités totales, on a donc

P(T=k)=P(T=k Z=1)+P(T =k Z=2)=P(X =k, Z=1)+P2X =k, Z=2).

Or, les variables aléatoires X et Z sont indépendantes, donc 2X et Z le sont aussi. On a donc

P(T = k) =P(X = k)P(Z = 1) + P(2X = k)P(Z = 2) = %IP’(X = k) + %]P’(QX =k)|.

Soit k£ € N. )

Si k est impair, "événement {2X = k} est impossible donc on a P(T' = k) = §P(X =k) =
1 k

Lo

2 k!

1 Y 1 AR k2
Si k est pair, on a P(T' = k) = §]P’(X k) + ]P’ <X = 5) = 567)‘ (ﬁ + W)

‘ On a ainsi déterminé la loi de 7. ‘

On note A ’éveénement : < T prend une valeur paire >. En procédant comme dans la question

2.1., on établit que A = U {T = 2j}. Par incompatibilité des évenements {T" = 2j}, j € N,
JEN

on a donc

+oo +o0 27 ; +o0 27 +oo ;

1 _ A4 Y 1 A M

=Y Er=2) =3t (G ) = (g e
j=0 j= j=0 j=0

34 e 2A
1 .

1
La probabilité que T prenne des valeurs paires est donc |P(A) = 567>\(Ch()\) +e) =

EXERCICE 3

1. Soit z € [0,4+0c[. On a 22 — 2 = x(x — 1) donc 22 — x est du signe de z — 1. En particulier, on a

2.

?>xsiz>letz?<zsizel01]]

2.1.

2.2,

La fonction f : ¢t — sin(t%) est dérivable sur [1,4+o00[ en tant que composée de fonctions

dérivables. De plus, pour tout t € [1,+oc[, on a | f/(t) = at® ! cos(t¥)].

La fonction ¢ est dérivable sur [1, +00[ comme quotient de fonctions dérivables, le dénominateur
ne s’annulant pas. De plus, pour tout ¢ € [1,+o0[, on a

at® cos(t™) — sin(t%)
2

¢'(t) =

3/9



3. Soit n € N*. On a |u, — ay| =

2.3. Soit ¢ € [1,+00[. On a |cos(t¥)| < 1 et [sin(t*)| < 1 donc, d’apres l'inégalité triangulaire, on a
|at® cos(t®)| + | sin(t®)] at* 4+ 1

' ()] < 5 done | [¢'(t)] < —75— |

2.4. Soit n € N*. La fonction ¢ est continue sur [n,n + 1], dérivable sur |n,n + 1] et, pour tout

I+at* 1 a 1

Z g7

D’apres 'inégalité des accroissements finis, on a donc, ‘pour tout ¢t € [n,n + 1],

ten,n+1],onald(t) < +nia (car 2 —a > 0).

2—a = p2

o) = ¢ < 5+ 5 )l = .

n2

n+1 n+1
/ o(t)dt — ¢(n) / ©o(t) — p(n) dt‘. D’apres I'inégalité
n n

triangulaire intégrale (n < n + 1) et la question précédente, on a donc

n+1 n+1 1 «a
=l < [l = etlars [ (o i) - alar

n2
n+1 1
( b2 )dt, doil

Puisqu’on a |t —n| < 1 pour tout ¢t € [n,n+ 1], on a donc |u, — ap| < /

lun, — an| < L + -2
n nh=p2 n2—a |
) cos(t) ) )
. 4.1. La fonction g : t 2 est continue, donc continue par morceaux, sur [1,400|.
On a g(t) e @) (%2) et la fonction ¢ — tlz est intégrable sur [1, +oo[ (car 2 > 1).

D’apres le théoreme de comparaison des fonctions intégrables, | la fonction g est donc intégrable

sur [1, +oo[|.
1
4.2. Les fonctions ¢t — —cos(t) et t — n sont de classe C! sur [1,+oo|, de dérivée respective

1
t— sin(t) et t — a2 Soit A > 1. D’apres le théoreme d’intégration par parties, on a

/1A sint) 4 — [—%r—/f%dt:wdl)—w—/f cos(t) 4t

t t t2 A 2
5(A 1 (A
Or, on a Coi(l )‘ < 1 donc, d’apres le théoreme des gendarmes, quand A — +oo, Coi(l )
A cos(t)
admet une limite égale a 0. De plus, par intégrabilité de g, quand A — +o0, / 2 dt
1

dt admet une limite finie,

sin(t)
t

A
admet une limite finie. Ainsi, quand A — 400, I'intégrale /
1

+oo 400 -
s(t Sin (¢
égale a cos(1) — / COtQ( ) dt. Autrement dit, | 'intégrale / smt( ) dt converge |.
1 1

J1,+00[ — ]1,+oo
U - ul/e

sante. De plus, la fonction ¢ est continue sur (|1, +oc[) =|1, +oo[. D’apres le théoreme de change-
400 400

ment de variable sur un intervalle quelconque, les intégrales / o(t)dt et / (Y (u)) (u)du

1

. La fonction v : est une fonction de classe C!, bijective et strictement crois-

1
sont de méme nature et, en cas de convergence, elles sont égales.
1 31 1 1 si
Or, pour tout u €]1,+00[, on a p(¥(u) (u) = eu'/*)=u'/*1 = M—ul/o‘f1 = 1 sin(u)
o

ul/e o

Q

u
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+oo
D’apres la question précédente, I'intégrale / ©((u))y’ (u)du est donc convergente.
1

“+o0o
On en conclut que |l'intégrale / ©(t) dt converge |
1

N N 41 N+1
6. Soit N € N*. On a Zun = Z/ e(t)dt = / ©(t)dt. Quand N — 400, la somme partielle
n=1 n=1"" 1

N +oo
Z u, admet donc une limite finie égale a / (t) dt. Autrement dit, |la série Z Uy, CONverge |.
1 neN*

n=1

«

1
7. D’apres la question 3., pour tout n € N*, on a 0 < [up, — ap| < — + ——.
n2 n

Or,ona2>1et2—a>1doncles séries de terme général — et ——, n € N*, convergent. La
n n-
1 1
série de terme général — + ——, n € N*, est donc convergente.
n ne—«

D’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, la série g |up, — ay| est donc
neN*

convergente. Autrement dit, |la série E Uy — Gy, converge absolument |.
neN*

8. D’apres la question 7., la série E U, — a, converge absolument, donc converge. De plus, d’apres
neN*
la question 6., la série g u, converge. Comme on a a, = u, — (u, — a,) pour tout n € N*, on en
neN*

conclut que |la série E an converge | comme combinaison linéaire de séries convergentes.
neN*

9. 9.1. Soit n € N*. On a [sin(n®)| € [0,1] donc, d’apres la question de cours, on a

102 (o : a
< Sin (n®) < | sin(n )]

n n

[sin(n®)

Or, la série de terme général = |a,| converge par hypothese.

S Lo : AN L . sin®(n®)
D’apres le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, |la série E —— = est
n
neN*

‘ donc convergente ‘

1 1
9.2. Les fonctions = — §sin(2x) et x — — sont de classe C! sur [1,+oc[, de dérivée respective
x

1 .
x +— cos(2x) et x — ——. Soit A > 1. D’apres le théoréme d’intégration par parties, on a
T

/1A cos(2z) . [Sin(%)r . /1A sin(2x) L sin(24)  sin(2) N /1A sin(2z) da

T 2x 212 2A 2 222
Sn(2A sin(2A

Or, on a % < 24 donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, quand A — o0, %
admet une limite égale a 0.

sin(2x) 1 . 1 L
De plus, on a = O | — | et lafonction x — — est intégrable sur [1, +o00[ (car 2 >

222 zo+00 2 22

N Loy . C . sin(2z)

1) donc, d’apres le théoreme de comparaison des fonctions intégrables, la fonction x — 5,2
x

sin(2z)
222

—+00
est intégrable sur [1, +oo[ et, en particulier, I'intégrale / dz converge.
1
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cos(2x)

A
Ainsi, quand A — 400, l'intégrale / dr admet une limite finie. Autrement dit,
1

X

+oo
cos(2x
I'intégrale / (22) dz converge |.
1 X

9.3. Le méme changement de variable que celui de la question 5. permet d’en déduire la convergence

. cos(2n®
de la série E #
n
neN*

Or, d’apres la formule de duplication du cosinus, pour tout n € N*, on a

~ cos(2n®) n 2sinz(no‘)

1
n n n

Par somme de séries convergentes, on en conclut que la série harmonique converge.
Puisque la série harmonique diverge, on en conclut par contraposition que la série E lan| est

neN*
divergente. Ainsi, |la série Z a, converge mais ne converge pas absolument |.
neN*
EXERCICE 4
nptat2
1. On a [n*27"P(n)Q(n)| ~ |apbq|7 donc, d’apres le théoreme de croissances comparées,
n——+00

quand n — 400, |n?27"P(n)Q(n)| admet une limite égale & 0, ce qui signifie qu’on a

1
“n _
127" P(n)Q(n)| n%jrooo <n2> .
- oo L
Or, la série de terme général —, n € N*, converge (car 2 > 1).
n

D’apres le théoreme de comparaison des séries positives, la série g 127" P(n)Q(n)| est donc conver-
neN*

gente. Autrement dit, |la série Z 27"P(n)Q(n) est absolument convergente |.
neN*

2. 2.1. Soit S € E.
400
e Si S est le polynome nul, alors on a (S]S) = Z 27" x0x0=0.
n=0

+o00

e Réciproquement, on suppose qu’'on a (S|S) = 0, c’est-a-dire 22_"(5(71))2 = 0. La série
n=0

Z 27"(S(n))? étant & termes positifs et de somme nulle, tous ses termes sont nuls.

neN
Soit n € N. On a donc 27(S(n))? = 0, donc (S(n))? =0 (car 27" # 0) d’ott S(n) = 0.
Le polynoéme S possédant une infinité de racines, il s’agit du polynome nul.

En conclusion, [on a (S]S) = 0 si et seulement si S est le polynoéme nul ‘

2.2. e D’apres la question 1., Papplication (-|-) définie par I’énoncé est définie sur E x E et a valeurs

dans R.
+oo +o00

e Soient P,Q) € E. On a (P|Q) = 227”P(n)Q(n) = ZanQ(n)P(n) = (Q|P). L’applica-
n=0 n=0

tion (+]-) est donc symétrique.
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. 3.1.

3.2.

3.3.

3.4.

3.5.

e Soient P, P,Q € Fet A, u € R. On a

(AP + uP|Q) = 22 (APy + 1Ps)(n)Q(n)
= Z 27"(AP(n) + uP2(n))Q(n)
- Z A27"Py(n)Q(n) + u2 " Py(n)Q(n)
n=0

+oo +o0

=AY 2"Pi(n)Q(n) +p Yy 2 "Pa(n)Q(n)
n=0 n=0

= ANP1|Q) + u(P2|Q) -

L’application (|-) est donc linéaire par rapport & sa premiere variable. Comme elle est symétrique,
elle est aussi linéaire par rapport a sa seconde variable. L’application (-]-) est donc bilinéaire.

e Soit P€ E. On a (P|P) = Z 27 2>0 (somme de termes positifs). De plus, d’apres

la question précédente, si on a (P |P) =0, alors P est le polynome nul.
L’application (:|-) est donc définie positive.
e En conclusion, l'application (:|-) est une forme bilinéaire symétrique sur E, il s’agit donc

d’| un produit scalaire sur F ‘

+oo
D’apres le cours sur les séries géométriques, |la fonction f : ¢ +—> Z t" est définie sur | — 1, 1]
n=0
1
et, pour tout t €] — 1,1[, on a | f(t) = |

Soit z € R%. On a e™ €] — 1,1] et, pour tout n € N, on a e™"* = (e¢~*)". D’apres la question

précédente, |la série E e~ ™ est donc convergente |.
neN

Pour tout x € R%, on a|g(x) = Z e "= f(e")|

La fonction z — e~ est de classe C*> sur R, a valeurs dans | — 1,1[, et la fonction f est de

classe C* sur | — 1, 1[. Par composition, |la fonction g est de classe C*> sur R |

Pour tout ¢t €] —1,1[, on a f(¢) = % =1-t)H ft)=(-1)x () x(1-t)7 = (1—1)?2

et /(1) = (=2) x (=) x (1 —t)3 = TP

Soit € R%. On a donc | g(x) = f(e™™) =

= =

e~ 26721 e % + 6721

g”(x) = e_xf/(e_x) + e_fo”(e_x) = (1—e )2 + (1—e7)3 = (1—e=)3

D’apres le théoreme de dérivation de la somme d’une série entiere, les séries entieres E nt" 1
ngel
et E n(n — 1)t"~2 ont un rayon de convergence égal & 1 et leur somme coincide sur | — 1, 1]

n>2
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. 4.1.

4.2.

4.3.

avec les fonctions f’ et f” respectivement. On a ainsi

= 1 1
So=> 2"=f(5 =12
n=0

et
=2.

J;|>—A|[\’)|>—A

+oo +OO 1 n—1 1., /1 %
= =S =33 (5) " =57 (5) = g
n=0 n=1 2

De méme, comme les séries de terme général n(n — 1)27" et n2~", n € N*, convergent, on a

400 +o00 400 +00 +oo
= Z n?27" = Z n?27" = Z n(n—1)27" + Z n2 " = Z n(n—1)27"+ 5
n=0 n=1 n=1 n=1 n=2
ou
5 s> (3) =4 () - i
n(n —1)2~ = n—1<> :_f”<_>:73:T:4
E RO
donc Sy = 6. En conclusion, on a calculé ‘ So=2,5=2etS,=6 ‘
Soient a,b € R. On a
+oo +oo
(X2 —aX —bl1) = (X2]1) —a(X[1) — b(1]1) = Zz P—ad 2'n—by 27"
n=0 n=0

:SQ—asl—bS():6—2a—2b.
De méme, on a

(X% —aX —b|X) = (X*X) —a(X]|X) —b(1|X) = S3 — aSy — bS; = 26 — 6a — 2b.

Or, on a
(X2 —aX —b|1) =0 o [ 20+20=6 - 2a+26=6 __ [a=5
(X2 —aX —b|X)=0 6a+2b =26 Lo—Lo—L, | 4a =20 b= -2

Ainsi, le vecteur X2 —aX —b est orthogonal & 1 et & X si et seulement si on a‘ (a,b) = (5,-2) ‘

On note A l'ensemble {Z 27" (n? —cn —d)?, (c,d) € RQ}. En notant | - || la norme associée

n=0
au produit scalaire (+|-), on a

A={(X?-cX —d|X?—cX —d), (c,d) e R*} = {||X* — X —d|]?, (c,d) € R?}
= {IX* - P|?, PeR[X]} .

Or, d’apres le cours, comme R;[X] est un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie, I’en-
semble {||X? - P||, P € R{[X]} admet un minimum égal a la distance du vecteur X? au

sous-espace R;[X], notée d. En particulier, |1’ensemble A admet un minimum |, égal & d?.

D’apres le cours, on a d = || X2 — p(X?)||, oul p désigne la projection orthogonale sur le sous-
espace vectoriel de dimension finie R;[X].

D’une part, le projeté orthogonal p(X?) appartient & R;[X] donc il existe (a,b) € R? tel que
p(X?) =aX +b.

D’autre part, le vecteur X2 — p(X?) est orthogonal & R;[X] donc X? —aX — b est orthogonal

8/9



aleta X. Dapreés la question 4.1., on a donc (a,b) = (5, —2).
On a ainsi d = || X? — 5X + 2| donc, par bilinéarité et symétrie du produit scalaire, on a

d? = || X% = 5X + 2|2 = (X?|X?) — 10(X?|X) 4+ 4(X?[1) + 25(X|X) — 20(X|1) + 4(1]1)
= S, — 1083 + 4S5 + 2555 — 208; + 45y = 150 — 260 + 24 + 150 — 40 + 8 = 32.

Par positivité de d, on en conclut qu'on a |d = v/32 = 42|,
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