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ENCPB - 2024/25 PC - Maths

Fiche d’Exercice n°8

Séries entiéres

Exercice 1. Déterminer le rayon de convergence R des séries entiéres suivantes. Etudier
la nature de la série sur le cercle d’incertitude.
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Exercice 2. On considére la suite réelle (a,) définie par ag > 0 et
VneN, apy1 =In(1+ay,)

(a) Montrer que Vn € N,a,, > 0

(b) Montrer que (a,) est décroissante

(c) En déduire que (a,) converge et déterminer sa limite
)

(d) En déduire le rayon de convergence de la série entiére . a,2".

Exercice 3. Soit ) a,z™ une série entiére de rayon de convergence R.
(a) Soit P un polynéme non nul. Déterminer le rayon de convergence de > P(n)anz".

(b) Déterminer le rayon de convergence des séries entiéres Y a,2%" et Y a2 2™

Exercice 4. Soit ), a,2" une série entiére de rayon de convergence non nul. Montrer que
anz"
n!

la série entiére ) a un rayon de convergence infini.

Exercice 5. Soit ) a, 2" une série entiére de rayon de convergence R.
Qn

1+ |an|
(a) Montrer que R’ > max(1, R).

(b) Lorsque R’ > 1, montrer que R' = R.
(¢) En déduire que R’ = max(1, R).

On pose b, = Soit R’ le rayon de convergence de _ b, 2".
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Exercice 6. Déterminer le rayon de convergence puis la somme de la série entiére
) Yoo
(b) > ch(n)z"

x
(c) Z 2n)l (on pourra séparer les cas x > 0 et < 0 pour le calcul de la somme)
n)!

Zan oan—Zk

n>1

(e) Z n+1)(n—-2) ,

z".
n!

Exercice 7. Soit # € R. Justifier la convergence puis déterminer la somme de la série
Z cos(nb)

2nn |
Exercice 8. Justifier I'existence puis déterminer les développements en série entiére des
fonctions suivantes :

1
(a) f: $'—>ﬁ
(b) f:a;Hln(i_T_i)
(c) f::nr—>1€_xx

(d) f:x+— cos(z

(e)f:x»—>/2$ dt

2
(f) f:x— Arctan (1 n :r2> (On pourra dériver f )
x
20— 1
(g) f:xr (2x2)2 (On pourra trouver une primitive de f )
x?—x—

S (=D S~ (="
Exercice 9. On pose : Vz € C, ¢(z) = Z i 22 et s(z) = z% mz%“. Montrer

que Vz € C,c%(2) + s%(2) = 1

Exercice 10. Soit Z a,z" une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme
+00

f. Exprimer Zagnz% en fonction de f(z) et f(—=z), pour |z| < R.
n=0

S (D"
Exercice 11. Pour z réel, on pose f(z) = Z x".

NG

(a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére définissant f.
(b) Préciser l'intervalle de définition de f.

n=1
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(c) Etablir la continuité de f sur son domaine de définition. (On pourra montrer la conver-
gence uniforme de la série de fonctions sur [0,1].)

(d) Montrer que, pour z €] —1,0], f(x) > —In(1 + ). En déduire la limite de f en —1.

Z+°° (-1
Exercice 12. Montrer que Gn+1)2n+2
n n

n=0

1
] = / Arctan z dz. En déduire la valeur
0

de cette somme.

Exercice 13.
sinx

(a) Montrer que la fonction z — se prolonge en une fonction de classe € sur R.

sin x
et —1°

(b) Montrer qu’il en est de méme de la fonctions = —

Exercice 14. On considére f : x — 5- On admet que f est développable en série
-

1—

entiére.
En utilisant la relation (1 —x— x2) f(z) = x, déterminer le développement en série entiére
de f

Exercice 15. Déterminer les solutions développables en série entiére au voisinage de 0 de

I'équation différentielle %y + x(z+1)y —y=0.

12 Z 2
Exercice 16. Soit f:z — 62/ e~ T dt
0

(a) Montrer que f est solution d’un probléme de Cauchy & déterminer.

(b) Déterminer le développement en série entiére de f.

47 (n!)?
(2n +1)!

(a) Déterminer le rayon de convergence R de la série entiére E apx?

Exercice 17. Pour tout n € N, on pose a,, =

(b) Montrer que la somme de cette série entiére est solution sur | — R, R[ de I’équation
différentielle (E) : (1 —2?)y —zy = 1.
+o0
(c) Reésoudre (E) sur | — R, R[ et en déduire une expression de Z anx® L.

n=0



