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Exercice 1. Si (fn)n et (gn)n convergent uniformément vers f et g sur I; soient
ApekK:

Veel, [(Afntpgn)(@) — (NS + pg) (@) <AL fo(z) = @)+ |pl- |f(2) — g(2)]
<AL = flloo + [1l-lgn — gllos
<

)‘|||fn - f“oo + |M|Hgn - gHoo — 0

n—-+oo

= [(Afo + pegn) = (Af + 11.9) oo
donc (\.f,, + p.gn) converge uniformément vers (A.f + p.g).

Exercice 2. Remarquons d’abord que si (f,,) converge uniformément vers f bornée, alors
les (f,,) sont uniformément borné, c.a.d. il existe M > 0 tel que Vn € N, ||f,|| < M :

Vo e L, [fu(@)] < |folx) = @)+ (@) < lfn = Flloo +lflloc <M
—_———

—0 = borné

Ainsi soit M tel que ¥n € N, || fn|lcc < M. D’aprés 'inégalité triangulaire :

Ve eI, [fa(z)gn(x) — f(2)g(@)] = [fu(2)gn(z) — fu(x)g(x) + fn(z)g(2) — f2)9(2)]
< [fa(@)] X gn (@) = g(2)| + | fu(x) = f2)] X |g(2)]
S M X lgn = glloo + 1fn = Flloe ¥ llglloo

<

M x Hgn _gHoo + an _fHoo X ||9Hoo n_>—> 0

= ”fngn_ngoo oo

d’ou la CVU de f,g, vers fg.
Exercice 3.

Exercice 4. Soit € > 0 quelconque;
Puisque f,, — f, il existe N; € N, tel quen > N = Vz € [a,b], |fn(2z) — f(2)| < £/2.
Puisque f est continue en z, il existe a > 0 tel que Vz,, € [a,b], |t —z,| < a =
|f(z) = flzn)| < /2.
Puisque (z,) — x, pour cet o > 0 il existe No e N, Vn e N, n > Ny = |z — 2| <
o = 1f(@)— )] <e/2
Ainsi en posant N = max(Ny, Na) :

n2N = |fo(za) = f(@)| < |falzn) — fl@n)] + [ f(zn) — f(2)] <

Ainsi par définition f,(x,) — f(x).

n——+00

Exercice 5. 1l est facile de voir que u,, — 0; sur 10, 1[ par croissance comparée, et en
0 et 1 car u,(0) = u,(1) = 0.
Pour étudier la CVU, on détermine ||u,, — 0|l en étudiant les variations de w,, :

ul (z) = 2" Hnln(x) + 1) u (z) >0 < z>

n

N
)

t |0 0 1
0 0
_ 1
ny/e
ainsi [|un /e = %ﬁ n_)—+>oo 0; d’ott la CVU vers la fonction identiquement nulle.

Exercice 6. f,,(z) = nz?e " pour z > 0. A 2 > 0 fixé, f,(z) — 0.

n—=0o0

. 2
fh(@)=nze ™2 —nz) >0 <= z< -

n

n
t |0 2 +00
4
ne?
0 0
ainsi || fn — flloc = 72 e 0; d’ou la CVU vers la fonction identiquement nulle.
. 1 0 siz#0
Exercice 7. fn(l') = m njoo 1 o= 0

il n'y a donc pas CV uniforme sur R, puisque la limite de cette suite de fonctions
continues n’est pas continue.
Par contre pour a > 0, sur | — oo; —a| U [a; +o0] :

@) = F@)] = g — 0

(14 a?)™ no+oo
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et il y a donc convergence uniforme sur | — oo; —a| U [a; +o0].

nT

Exercice 8. u,(x) = e " sin(nz) avec x > 0.

—nx

a) u,(0) =0 et pour > 0, u,(x) =e¢ — u(xz) = 0. D’ou la convergence

sin(nx) N

sur Ry de u,, vers la fonction nulle u.

b) Sur [a, +00], [un(z) —u(x)] <e” n_>_+>oo 0.

c) Soit z, = 1 ; alors f,(z,) = e 'sin(1) ne tend pas vers 0; il n’y a donc pas conver-
gence uniforme vers la fonction nulle.

2 1 1
Exercice 9. f,(z) = = sin(l/nz) S% 7 O'
0 siz=0
. 2 ~
a) Soit @ # 0, 2sin(1/nz) ~ & — 0.

Il y a convergence simple vers la fonction f identiquement nulle sur R, .

b) En considérant x,, = n, si il y avait CVU vers f alors f,,(z,) — f(x,) devrait tendre

vers 0; or : fo(zn) — f(zn) = n?sin% ~ 1 — 1.1l n’y a donc pas convergence
" 400  n—+oo

uniforme sur Ry .
¢) Sur le segment [—a, a], en appliquant |sinz| < |z| (qui se prouve soit par une étude
des variations soit par concavité) :

a

Vz € [~a,d), |fn(3:)—0|<‘%’< 0

n n—+oo

Il y a donc convergence uniforme sur tout segment [—a, a] pour a > 0.

Exercice 10.
Exercice 11.
Exercice 12.
Exercice 13.
Exercice 14.
Exercice 15.
Exercice 16.
Exercice 17. Soit f,(z) = z(1 + n%e~"%).

—
n——+00

a) On a pour tout x € Ry, f,(z)
frn(0) =0 pour z = 0.

x par croissance comparée pour x > 0 et car

b) On établit le tableau de variation de z — g, (z) = f,(x) — z : on trouve :

gn(z) =n%e " (1
0 L 1
0 0

qui tend vers 0 ssi a > 1. Il y adonc convergence uniforme

—nx)

X

fulz) —z

a—1
et gn (£) = Ifa—2lloo = 5
ssia > 1.

c) Lorsque a = £ < 1, la convergence étant uniforme sur le segment [0, 1] on a :

1
lim
n—-+o0o 0

1

. 1

z(1+ /ne "")dx = / xdr = 3
0

Exercice 18.

Exercice 19.

Exercice 20.

Exercice 21.

a) Par récurrence sur n € N.

(I) Pour n = 0 : uy(x) = 1 + x ainsi ui(x) — ug(z) = = est bien compris entre 0 et x.
L’assertion est vérifiée au rang n = 0.

(H) Supposons l'assertion vraie au rang n € N fixé :

mn+1
0 < upt1(z) — up(z) < CES] (HR)
Mais pour tout ¢ € [0,1], t — > = t(1 — t) € [0, 1] ; ainsi pour tout ¢ € [0, 1], par HR :
t— t2)n+1
Stpp(t =) —ut — 1 <(7
0< tnaf )~ ) (n+1)!
et par croissance de 'intégrale :
x x x t— t2 n+1 T t’I’L+1 n+2
og/ un+1(t—t2)dt—/ u(t—t2)dt</ ¥dt</ dt = =
0 0 o (n+1)! o (n+1)! (n+2)!
xn+2
—0 § un+2(m) — U,n_;,_l(ﬂf) < m

b) La série ) - Unt+1(2) —un(x) converge par comparaison de séries positives puisque
n+1 . . L. .

> h converge. Par lien suite-série, la suite (u,(x)), converge pour tout z € [0,1]

vers une fonction u.
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c) La convergence de la série Y - unt1(2) — un(z) est méme normale puisque pour
tout = € [0,1] :

1

0 < upt1(2) — un(z) < (n+1)!

1
et Z m converge

Ainsi sa convergence est uniforme ; donc la suite (u,41 — ug) converge uniformément et
donc (u,) converge uniforme vers sa limite .

Remarquons que puisque V¢t € [0,1], t — t2 € [0,1], la suite de fonctions u, (t — t?)
converge aussi uniformément sur [0, 1] vers u(t — t?); en effet :

Vo e [0,1], sup |up(z) —u(z)] — O
z€[0,1] n—+00
=Vt [0,1], sup |un(t—t*) —u(t—t3)] — 0
te[0,1] n—+00
Ainsi :
lim u,(z)= lim 1+/ wp (t — t2)dt
n—-+oo n—-+oo 0

1
=1+ / lim  w,(t —t?)dt par CVU sur [0, 1]
0 n——+oo

u(z) = 1+/Omu(t—t2)dt

Ot puisque ug est continue, une récurrence immeédiate (appliquant le théoréme fonda-
mental de 'analyse) montrer que tous les (u,) sont dérivables et donc continues. Done
(toujours d’aprés le TFA) le membre de droite est dérivable de dérivée z — u(z — z?).
Ainsi la limite u vérifie u’ = u(x — 2?).

Exercice 22.
Exercice 23.
Exercice 24.
Exercice 25.
Exercice 26. Puisque pour tout n € N et pour tout z € R :

1

@)l < =

et que > % converge, il y a convergence normale, et donc aussi uniforme et simple de
la série de fonction > f,.

Exercice 27. Puisque :
1
(@)l = =

il n’y a pas convergence normale de Y f,.

Montrons la convergence uniforme; soit € R la série est alternée et vérifie le CSSA.
Ainsi d’aprés le TSSA :

1 1
R < < —
| n(l‘)| (n+1)+x2 n—+ 1 notoo

Ainsi || Ry |loo oy 0 et donc il y a convergence uniforme (et donc aussi simple) de la
n—-+0o0o

série.



