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Fiche d’Exercice n°11

Convergence dominée - Intégrales & paramétre
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Exercice 1. Déterminer lim In(cos(z"))dz.
n—+oo Jq

. . tomn(1+2)
Exercice 2. Pour tout n € N* on pose I, = ——— e *du.

0 X
1. Montrer que pour tout z > —1, In(1 4+ z) < =.
2. Justifier que I, est bien définie pour tout n € N*, et déterminer lim I,,.

3. Déterminer limnl,. En déduire un équivalent simple de I,,.

n—-+o00 n

n t n
Exercice 3. Déterminer lim <1 - ) cos(t)dt.
0

too g X2
Exercice 4. Montrer que : dt = —_—.
q /0 sh(t) T;) (2n + 1)
) 1 2t
On pourra au préalable montrer que pour tout ¢ > 0 : =

sh(t) 1—e 2t
Exercice 5. Soit z € R; établir par deux méthodes :
“+o00

tsin(at) 2x
/0 sh(t) di = Z (2n +1)% + 22

n=0

1. En appliquant le théoréme d’intégration terme & terme. (On pourra appliquer aprés
lavoir établie l'inégalité |sinz| < |z].)

2. En appliquant le théoréme de convergence dominée. (On pourra appliquer aprés I’avoir
1 2et

établi que pour t > 0, Sh(t) =1C 6_215.)

Exercice 6. Soient p et ¢ deux réels > 0. Montrer que :

1 p—1 too —1)k
| =Y
o 1+ a9 kZqu—Fp
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Exercice 7. Soit ' : z — / t*~Letqdt.
0

1. Déterminer le domaine de définition de la fonction I'.
2. Démontrer que I' est de classe €°°.

3. Montrer que pour tout x > 1 :

+o0 tcc 1

+oo ,—uxt h(t
Exercice 8. Soit g(x) = / 6:()
0

dt.

1. Déterminer le domaine de définition de la fonction g.
2. Montrer que g est de classe €' et calculer ¢'.

3. Déterminer la limite de la suite (g(n))n>2.
4

. En déduire g.
oo —t _ e—xt
Exercice 9. Soit g(z) = / fdt.
0

1. Déterminer le domaine de définition de g.

2. Montrer que g est de classe ¢! ; calculer ¢, puis g.

o0 In(z + t2)

14 ¢2 dt.

Exercice 10. Soit g(x) = /
0

1. Déterminer le domaine de définition Z de g.
2. Montrer que g est continue sur Z.
3. Montrer que g est de classe ! sur 'intérieur de 2. Calculer ¢'.
4. (a) Calculer g(0) a I'aide du changement de variable ¢ = 1.
(b) En déduire g(z) pour tout z € Z.

—a:t

= ————=dt est de classe € sur RY.
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Exercice 11. Montrer que la fonction g : x — /

+oo  —uxt 400 .t
t

Exercice 12. Soit f(z) = / ¢ sdt et g(z) = / sin(t) )dt.
0 1 + t 0 T + t

1. Montrer que f est continue sur R et de classe €2 sur R% . Vérifier que f satisfait une
équation différentielle linéaire du second ordre sur RY .

2. Montrer que g est définie sur R . Transformer g(z) pour z > 0 a l'aide du changement
de variable t = v — x. En déduire que g est de classe €2 sur R et satisfait la méme
équation différentielle que f.

o0 1 — cos(t
7(2)dt; en déduire sa continuité sur R .

3. Montrer que Vz € Ry, g(x) = /
0

(t+ )
4. Déterminer les limites de f et g en +00; en déduire que f = g.
. e L .. 0 sin(t)
5. En déduire la valeur de I'intégrale de Dirichlet : Tdt.
0



