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Exercice 1. On écrit A = I3 + B puis on calcule les puissances successives de B :

1 0 -1

0 0 O
0 B"=(0 0 0] pourtoutn >3
0 0 O

0 -1 2 0
B'=10 0 1 BX=1{0
0 0 0 0 0

o o

Puisque A et I3 commutent, d’aprés la formule du binéme :

A =13, A'=A, et pourn>2:
n 2
n n
A" = (I3 4+ B)" = BF = BF
mmr =30 (1) =2 (7)
k=0 k=0
1 —n nx32
1 2
:13+n.3+%.32: 0 1 n —An
0 0 1
Exercice 2.
3 -1 2
a) Le calcul donne B= | 5 -2 3| et B3 = 0s.

-1 0 1
b) On obtient alors (I3 + A)> = 03 donc :

I343.A43.A24+ A = 03 = I3 = Ax(-3.13-3.A-A%) = \A*l =-3.13-3.A— A?

Exercice 3. Dans E = € (R,R), on considére FF = {y € E | y —zy = 0} et
1

G=1{fcE| [} f(1dt=0).

a) F est ensemble des solutions définies sur R de I’équation différentielle linéaire ho-

mogeéne y' — xy = 0, c’est donc 'ensemble des applications définies sur R de la forme

(L'2 .
x +— Ce’z avec C une constante réelle.
1‘2 .
Ainsi F' = Vect(x — =) est une sous-espace vectoriel de E.

b) Que G soit un sev découle de la linéarité de lintégration; en effet, G # @ car
I’application identiquement nulle appartient & G. Soient f,g € G et A € R, alors :

)\.f+g=/01()\.f+g)z)\./olf—i-/olg:)\xo—i-O:O

ainsi A.f +¢g € G.

c) Montrons que f et g sont supplémentaire dans E.

D’une part F NG = {Og} puisque soit f € FNG alors f(z) = C.es avec :
1 22 1 22
/ Cezde = C’./ erdz=0
0 0
>0

1‘2 . .o,
puisque z — €2 est continue, positive et non nulle sur [0,1], et donc f € FNG =
z2
f =0.e7 = OE

1
Il reste & montrer que F = F 4+ G. Soit f € E quelconque ; notons / f = L. Alors
0

1 P 1 1o,
/f—ae’de:/f—a/ ezdr=L—-aK
0 0 0

1'2 . . . oy
en notant K = fol ez dz > 0 (puisque 'intégrande est continue positive et non nulle).
.E2 .1'2 . .
Ainsi en choisissant a = £, ona f =aeZ + (f —aeT) € F+G. Ainsi E=F + G et

K>
finalement £ = F & G.

Exercice 4.
Exercice 5.

a) Clairement ¢ est linéaire par linéarité de la dérivation.
b) Base de ker .
Notons P = ag + a1.X + a2.X2; alors P’ = a; + 2a9.X et :

o(P) =2ap + 2a1.X + 2a9.X% — a1.X — 2a9.X% + a1 + 2a5.X
= (2&0 + Cl1) + (0,1 + 2&2).X

2 = =
ag + a1 0 ai
a1 —|—2a2 =0

-2

= Pckerp <— { o

a1 = ag
et donc ker ¢ = Vect(X2—2X +1). ¢) D’aprés le théoréme du rang, rgp = dim Ry[X] —
dimkerp =3 —-1=2.
d) On a vu au au b) que Imyp C Ry[X]; puisque dim ¢ = rgp = 2 = dimR;[X], on en
déduit que Imp = Ry [X].
e) On a d’une part dimker¢ + dimImy = dimR3[X]; de plus soit P € ker ¢, alors
deg P =2 ou —o0 et donc P € kerpNImy = P = Op.

Ainsi E = ker ¢ @ Img.
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Exercice 6.
a) On obtient :

3 4 -4
A=Matg(f)=1-2 -1 2
-2 0 1
b) Montrons que B’ est une base :
1 0 -1 1 0 -1 1 0 -1
Matg(B)= (0 1 1 — 01 1 01 1
1 1 1 LB(*Lg*Ll 0 1 2 L3<—L3*L2 0 0 1

qui est de rang maximal 3; donc B’ est une base.

c)
1 0 -1
P=Pg_.p = MatB(B’) =10 1 1
1 1 1
et un calcul d’inversion donne :
0o -1 1
Pgg=Pl=1 2 -1
-1 -1 1

d) Ona A’ = P71 AP; le calcul donne :

-1 0 0

A=(0 1 0

0 0 3
—1)" 0 0

e) Alors (A")" = 0 1 0 ]etA"=P(A)"P~1;le calcul donne :
0 0o 3"
3n 3 — (=1)" (-1 — 3"
At=11-3" 2-3" 3" -1

1—-3" 2-3"—(-1)» (=1)"—1+3"

Exercice 7.

a) Un calcul classique nous donne ker f = Vect((1,1,1,1)) et
Imep = Veet((1,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1), (~1, -1, 1, —1))

b) On obtient par le calcul :

10 -1 0 1 -1 0 0

s (10 -1 0 s |1 -1 00 4

A‘10—10 A_1—100 AT =0,
01 -1 0 1 -1 0 0

La matrice est nilpotente d’indice de nilpotence 4. ¢) On a d’abord f3(e;) = (1,1,1,1) #
Ok.

Montrons que la famille est libre : soit (A1, A2, A3, As) € R? tel que :

Aer + /\2f(61) + )\3f2(€1) + )\4f3 e1) =0g

=0 = A\ =0 en composant par f>

(e1)
(e1)
(e1)

— Xaof3(e1) =0p = Xy =0 en composant par f?
(e1)
(e1) A3 =0 en composant par f
(e1)

Il

A=0

C’est une famille libre de cardinal 4 dans un ev de dimension 4, ¢’est donc une base.
d) Par définition :

Matp/ (f) =

o o O~ O
oo = OO
o= O OO
_ o O OO

Exercice 8.

a) Puisque uP~! # Oy (k) ker uP~! est strictement inclus dans E : keruP~! C E, et
donc il existe a € E \ keruP~!, c’est a dire tel que u?~1(a) # Op.



PC - 2024/25

TD 5 - Corrigé

ENCPB

b) Soit A1, Ag, ..., A, € K tels que :

Ara + Aou(a) + Azu?(a) + -+ + A\puP H(a) = Op
— MuP!(a) =Op

——

#0g

= Mu(a) + \gu*(a) + -+ \puP"a) = Op
— )\gupfl(a) =0Og

etc...

- )\1:)\2:---:)\p:0

— A\ =0 en composant par uP !

= Ay =0 en composant par uP 2

¢) Puisque la famille est libre et constitué de p vecteurs dans un ev de dimension n,
nécessairement p < n.

Exercice 9.

— Sens direct. Supposons que w = v o u est un isomorphisme. Alors d’abord w est sur-
jective et injective et donc v est surjective et u est injective (par une propriété bien
connue).

Il reste & montrer que F = kerv @ Imf.

?kerv NImu = {Og}?.
Soit y € kerv N Imu; alors y = u(x) (pour un certain x € E) et v(y) = Og. Donc

vou(zr) = Og =w(z) = z = Og (puisque w est injective) = y = Op

? F =kerv+ Imu?
Soit y € F'; alors v(y) € G; mais puisque w est surjective, il existe © € E tel que
v(y) = w(z) =vou(z) et donc :
v(y) =v(u(x)) = vy —u(x)) =0 = y=y—u(z)+u(zr) € kerv + Imu.
—_——

ckerv c€lmu

Sens réciproque. Supposons u injective, v surjective et F' = ker v @ Imu.

Montrons que w est injective. Soit z € G ; puisque v est surjective il existe y € F tel que
z = v(y). Mais puisque F = kerv + Imu :
Jyo € kerv,Jy1 € Imu, y=yo+ w1
—~—
=u(z1)

Ainsi
z=v(y) =v(yo +y1) = v(yo) +v(y1) = v(y1) = v(u(z1)) = w(z1)

Ceci montre que w est surjective.
Montrons l'injectivité de w. Soit = € ker w ; alors
vou(x) =0g = u(x) € kervNlmu = u(z) ={0Op} = z=0g
u inj.

Ainsi w est injective.

Exercice 10. Puisque f? # O 2(E), alors ker f 2 C F et donc il existe un vecteur
a € E ~ ker f2.

Considérons la famille (a, f(a), f2(a)). Le méme argument qu’a I’exercice 8 (ou 7) montre
que la famille est libre; c’est donc une base puisque dim E = 3. Dans cette base la mar-
tice de f est :

o = O
— o O
S O O

Exercice 11.
Exercice 12.
Exercice 13.

Montrons que fo f = f. Soit (z,y, z) € R3, alors :

f(x,y7z):(;v,y,z)—(x-l—y—l—z,—x—y—z,x—i—y—i—z)=(—y—z7:r+2y+z,—x—y)
fQ(l",va):(—y—zvx+2y+2a—$—y)+O-U:f(xay72)

Ainsi fo f = f, donc f est un projecteur sur Imf = ker(f — idg) parallélement a ker f.

Il nous reste a préciser ces deux sous-espaces.

—-y—2z =0 _
(z,y,2) Eker f <> T+2y+z =0 <— { ; :_y
—z—y =0 -
Ainsi ker f est la droite vectorielle Vect((1,—1,1)).
—y—z =z
(z,y,2) € ker(f —idg) — r+2y+z =y <= x+y+z2=0
—r—y ==z

Ainsi ker(f—idg) est le plan vectoriel d’équation z+y+2z = 0. On vérifie immédiatement
que c’est aussi Vect((1,-1,0),(0,1,-1)).
Exercice 14.
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Exercice 15.
Exercice 16.
Exercice 17.
Exercice 18.
Exercice 19.
Exercice 20.
Exercice 21.

Exercice 22.
Procédons par analyse et synthése (surtout pour montrer que E = F1 + F5 + E3).

Analyse. Soit x € F tel que x = x1 + 2 + x3 avec :

x1 € By =kerf, x5€ Ey=ker(f+idg), x3€ E5=ker(f— 2idg)

Alors :

1 +aTo0+2x3 = T 1 +x0+2x3 = T
—zy 4225 = f(z) = —ry+2r3 = f(x)
ro+4x3 = fo f(x) 6rs = f(x)+ f(x)

dont on déduit :

r, = T+
X9 —% (

1
ro= L@+
(Remarquons que ceci montre déja que la somme est directe puisque x1, x2, x3 sont uni-
quement déterminés par la donnée de x.)

Synthése. Soit © € E, posons

T =
T2

—3/(
vy = §(f@)+ (e

Alors d’une part bien sir, x = x1 + 2 + 23 (comme le montre le calcul précédent) ; il
s’agit de montrer que 1 € ker f, o € ker(f +idg) et x3 € ker(f — 2idg).

flan) = @)+ 372(@) — 5 73@) = (@) + 372(x) — 5 (@) ~ () = O
= x1 € ker f = Fj.
2 4 1 2, 1, 2 _ 9 _
Fle) = =2 @) + 5 @) = 2 @) + 5 @) + 2 (@) = —372@0) + 2 (@) =~
— 9 € ker(f + ldE) = Iy

fles) = 5 20) + 5 2@) = P2 @)+ g2 @) + 5/ (0) =
— 23 € ker(f — 21dE) = FE;5

1 1
S 12@) + 5 () = 20,

Ce qui montre que ces x1, T2, x3 conviennent.
(Remarquons qu’on a en fait démontré ici que Ey + Fs + E3 = E puisque tout z € E
peu s’écrire comme une telle somme).

Exercice 23.

Premiére méthode

On a facilement :

Fy =Vect(X(X —2))

———
=P

Fy =Vect(X(X —1))
———
=P

Fo = Vect((X — 1)(X — 2))
=P,

En particulier dim Fy = dim F} = dim F5 = 1.
Montrons d’abord que la somme de Fy, F; et Fy est directe.
Soient fo = agFo, f1 = a1 Py, fa = aaPa € Fy X F1 x Fy tels que fo + f1 + f2 = Og[x-

En particulier en évaluant le polynéme en z =0, x = 1 et = 2 on obtient :
2a0 = —a1 =2a2 =0 = ap=a1=a3 =0 = fo=f1 = fo = Op,x]

ce qui montre que la somme est directe.

Il reste & montrer que Ry[X]| = Fy @ Fy @ Fy; cela découle du fait que Fy @ Fy & Fy
est un sev de Ry[X] de méme dimension : dimRy[X] = 3 = dimFy @ F} @ Fy =
dim Fy + dim F; + dim F5.

Deuxiéme méthode.

On reconnait pour Py, Pi, P> des multiples des polyndémes de Lagrange associés aux
points g = 0, x1 = 1 et 2o = 2, plus précisément : Py = 2Ly, P1 = —Lq et Py = 2L5.
Or on sait qu’ils forment une base de Ry[X] il découle alors immeédiatement que Vect(Fp),
Vect(Py) et Vect(Pz) sont supplémentaires dans Ro[X].
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Exercice 24. (Esquisse)

a) Tres facile (...).

b) Montrons d’abord que la somme est directe :
telles que f1 + fo + f3 = Op. Alors :

Soient (f1, fa, f3) € F1 X Fy X F3 et

Ve e [0,1], 0= fi(z)+ fo(x) + f3(x) = fa(x) + ¢ = fo(z) = —c
Ve € [-1,0] 0= fi(z) + fa(z) + f3(z) = fi(zx) + ¢ = fi(z) = —c

et 0 = f1(0) 4+ f2(0) + f3(0) = ¢; ainsi : fi = fo = f3 = Op. On a donc montré que
FEi1+ Ey+ E3 = E1 ® Ey @ E3; la somme est directe.

Il reste & montrer que £ = F1 + F5 + Fs3; ainsi soit f € E, on pose :

f12 [—1,1} — R
. {f(x)—f(O) siz € [—1,0]
0 six €[0,1]
fg: [71,1] — R
. 0 sixz €[-1,0] € E, car lir+nf(:r) —f(0)=0
— {f(x)—f(O) siz € [0,1] 0
f3: [—1,1] — R
r — f(0)

alors f1 € Ey (car limg- f(x) — f(0) = 0), fo € Es (car limg+ f(z) — f(0) =0), f3 € Es.
Or on obtient bien Vo € [—1,1], (f1 + fa+ f3)(z) = 0+ f(z) — f(0) + f(0) = f(z); ainsi
f=f+fotfs

Exercice 25.
Exercice 26.
Exercice 27.
Exercice 28.
Exercice 29.
Exercice 30.
Exercice 31.

De A= AB — BA on déduit Tr(A) =Tr(AB — BA) =Tr(AB) — Tr(BA) = 0.
Soit p € N; Tr(APTY) = Tr(AP(AB — BA)) = Tr(AP*B) —=Tr(APBA) = Tr(APT'B) —
Tr(APH1B) = 0.

Exercice 32.
Exercice 33.
Exercice 34.
Exercice 35. S'il existait A, B € #,,(K) telles que AB — BA = I,,, alors on aurait :

Tr(AB— BA)=Tr(l,) = Tr(AB)—Tr(BA)=n = 0=n

C’est donc impossible.



