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Fiche d’Exercice n°1

Révisions sur les réels et les suites numériques

PC - Maths

~\

I. Nombres réels : équations, inéquations, inégalités, valeurs absolues

Exercice 1. Résoudre dans R en discutant selon les valeurs du paramétre m € R :

2 Tty =m
(@) (@+1)?<ma o {
Exercice 2. Résoudre dans R :
r—1
0 f-2=le+1] () 4=z © |2
a?|b+ 1]
Exercice 3. On suppose que : 2 < |a| < 4 et 5 < [b| < 6. Encadrer : W
a—
Exercice 4. Démontrer que :
2 2 RV 1 n
(a) Wnenr, 22 vnt (b) VneNt, L
2n+3 T /n+2 n!

Exercice 5. Soit x et y des réels. Montrer que :
(a) T+ oy =1 <1+ [z = 1)) (T + ]y - 1)).
(b) fz| + [yl <z +y[ + |z —yl.

II. Partie entiére

Exercice 6. Soient r c Ret n € Z :
(a) Exprimer |z + n] en fonction de |z] et n.

(b) Exprimer |—z] en fonction de |x].

Exercice 7. Montrer que pour tout x € R en n € N* :

-1

2

— 1
Exercice 8. Montrer que pour tout (n,m) € Z2 : {n —|—mJ + VL m J =n

’ ~

Zn
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IT1. Bornes supérieures et bornes inférieures

Exercice 9. Soient A et B deux parties non vides majorées de R. On note :
A+B={a+maeAmeB} : —A:{—ameA}

Etablir les relations suivantes :
1. sup(A + B) =sup A + sup B
2. sup(—A)=—infAet inf —A=—supA (on suppose ici A borné)
3. sup(A— B) =supA —inf B (on suppose ici B borné)

Exercice 10. Déterminer, lorsqu’ils existent, les bornes sup, inf, minimum, et maximum pour des
ensembles suivants :

@)A—{Q:J‘neN}

B:{ e neN*}.

) C = { ‘ p € Netpest premler}
1 1

Dz{ — m)EN*Q}.
n. o m

IV. Suites numériques

(n!)
(2n)!

4

<

Exercice 11. Soit u, =

4™ pour n € N. Démontrer que la suite (u,) est croissante et en
n

(2n)!"

déduire I'inégalité :

pour tout n de N.

(n!)?

Exercice 12. Déterminer le terme général de la suite (uy)
Vn € N* 1,19 = —2upq1 — 4uy,.

nen- définie par ug = 0,u; = 1 et

n
1
Exercice 13. Pour tout n € N*, on pose u,, = Z 72 et v, = u, + —. Montrer que les suites (uy,)
n
k=1
et (v,) convergent vers la méme limite.
Exercice 14. Soit (uy,), (vy,) deux suites a valeurs dans [0, 1] telles que lim u,v, = 1. Montrer que
(uyn) et (v,) convergent vers 1.

Exercice 15. (Moyenne de Cesaro)
Soit (uy,) une suite convergeant vers un réel £. On considére la suite (m,,) définie, pour tout n € N*,
Uy + U2 + -+ Uy
n
€

(a) Soit € > 0. Montrer qu’il existe un rang ng tel que, pour tout entier n > no, |u, —£| < §.

par m,, =

(b) Montrer qu’il existe un rang nq tel que, pour tout entier n > ni,|m, —f| <€

(¢) Que peut-on dire sur la convergence de (m,)?

n

1
Exercice 16. Soit (u,) la suite de terme général u,, = Z -

k.
k=1
1

Montrer que Vn € N*, ug, — u, > 5. La suite (u,) est-elle convergente ?



PC - 2024/25 TD Maths n°1 3

Exercice 17. Soit n € N. On considére la fonction ¢,, définie sur R par :
¢On(x) =2 —In(x) — n.
(a) Démontrer que, pour tout n € N*\{1}, ’équation : In(z) + n = 2 admet deux solutions (que
l'on notera z,, et y,, ), avec z, €]0,1[ et y, €] 1,400l
(b) En considérant ¢, 11 (), montrer que (z,),,, est une suite décroissante.

(
(

)

c¢) Montrer que (7y,),,5, converge.
)
)

d) Monter que lim,,_, o ,, = 0. (On pourra raisonner par l’absurde.)
(e) Montrer que z,, ~ e ™.
n—-+oo

Exercice 18. On considére la suite (u,,) définie par uy = % et V/n € Nyu,41 = % (un + %) On
notef:x»—)%(x—l—%)
(a) Dresser le tableau de variations de f.
(b) Montrer que ¥Yn € N, u,, € [v/2,+00[.
(c) Montrer que (u,,) est décroissante, puis qu’elle converge.
)

(d) Déterminer la limite de (uy,).

Exercice 19. Soit (u,) la suite complexe définie par up € C et ¥n € Nyu, 1 = %(2un — TUp).
Montrer que (u,) converge puis déterminer sa limite en fonction de wuy. (On pourra étudier les
suites (a, = Re (uy)) et (bp, = Im (u,)).

Exercice 20. Pour n € N*, on considére f,, définie sur [0, 7/2] par f, : & — ncos™(x) sin(z).

(a) Montrer que pour tout n € N*| f,, posséde un maximum en un unique point (on le note z,, et
Yn = f (20)).
(b) Trouver un équivalent de (z,,) et de (yy)

Exercice 21.

(a) Montrer que pour n € N, il existe un unique u, tel que u> + nu, = 1

(b) Etudier la monotonie de (uy). (On pourra comparer fy, (un) et fn (Unt1) )
(¢) Montrer que (u,) converge et déterminer sa limite.
)

(d) Déterminer un développement asymptotique & deux termes de u,.

Exercice 22. Soit n € N*. Montrer que 1’équation x4+ 22+ - - -+ 2" = 1 admet une unique solution
réelle positive x,,. Montrer la convergence de (x,,) et déterminer sa limite.



