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Exercice 1 Polynéme de Laguerre et méthode de quadrature de Gauss Or t — P?(t)e™" est continue et positive sur Ry, "0 < 400" et [,"> P%(t)e~"dt
converge, donc pour tout t € Ry, P%(t)e™t = 0, et donc P?(t) = 0, puis P(¢) = 0.
Partie I - Produit scalaire sur R, [X] Le polynéme P a donc une infinité de racines (tous les éléments de R, ), donc
P =0.
I.1 - Généralités (.].) est donc bien défini.

1. et P(t)Q(t)e " est continue sur [0,1], donc intégrable sur [0, 1]. ¢ (].) définit done bien un produit scalaire sur Ry [X].

ot P(t)Q(t)et est continue sur [1, +oo].

Pt)Q(t)e t = . 9_ (+5) par croissances comparées. 1.2 - Calcul d’un produit scalaire
— oo
Ortw+— t% est intégrable sur [1, +oo[ (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, 3. Posons u(t) = t*, u/(t) = ktk=1 ' (t) = e, v(t) = —e L.
t— P()Q(t)e™! est intégrable sur [1,+o0o]. u et v sont de classe C* sur [0, +o0].
t — P(t)Q(t)e~t est donc intégrable sur R, donc, en particulier, I'intégrale défi- u(t)v(t) = —tFe=* — 0 par croissances comparées.
t——+oo

nissant (P est convergente
(FIQ) 8 Enfin, les deux intégrales f0+°° u(t)v'(t)dt et fOJrOO o' (t)v(t)dt sont convergentes.

2. e L’application (.|.) est bien définie a valeurs dans R. On peut donc intégrer par parties et on a :

e Pour tout (P, Q) € R, [X]?,

+o0 +oo
(PIQ) = /(f POQWetdt = [ QUPWMetdt = (QIP), / tke*tdt:[*tke*t“”/o R et

0

donc (.|.) est symétrique.

+o0 o1
:0+I<;/ t=Te~tqt.
0
e Pour tout (P,Q, R) € R,[X]3, pour tout A € R,

4. Montrons par récurrence que, pour tout k € [0,n], (X*|1) = k! (HRy,)

“+oo
(AP +Q|R) = / (AP(t) + Q(t))R(t)e 'dt Initialisation : Pour k = 0, (X°[1) = (1]1) = f0+oo e~tdt = 1 (cours), donc on a
0 N . bien HRy.
_ )\/ P(t)R(t)e*tdt—i—/ Q) R(t)etdt Hérédité : Soit k € [[O,n — 1] et supposons H Ry, vérifiée.
0 0 Alors, d’aprés la question précédente, comme k + 1 € [1,n], on a

P L2 9. . +oo +o0
(par linéarité de l'intégrale convergente) (XEH|1) = / ot =t gy (kJrl)/ tre=tdt = (h1)(X*[1) = (b 1)k = (b1,
0 0 k

= AMP|R) + (QIR),
On a bien H Rj41.

donc (.|.) est linéaire & gauche. Conclusion : D’oil, par récurrence, pour tout k € [0,n], (X*|1) = k!
e (.|.) est linéaire & gauche et symétrique, donc bilinéaire.
e Pour tout P € R, [X], pour tout t € Ry, P?(t)et > 0.

. . s
D’ou, par positivité de 'intégrale (qui converge et "+o0o > 0"), on a : Partie II - Construction d’une base Orthogonale

oo I1.1 - Propriétés de P’application «
_ 204y, —t
(PIP) = 0 PA(t)edt = 0. 5. @ Pour tout P € R, [X], a(P) = XP" + (1 — X)P’ est un polynome.
De plus, comme deg(P’) < deg(P)—1<n—1et deg(P")<n—2,ona
(.].) est donc positif.
e Enfin, pour tout P € R, [X], si (P|P) =0, alors [,"° P2(t)e~'dt = 0. deg(a(P)) < max(deg(XP"),deg((1 — X)P')) <max(l+n—2,1+n—1) <n,
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donc a(P) € R, [X]. On a donc « : R, [X] = R, [X].
e De plus, pour tout (P, Q) € R, [X]?, pour tout X € R,

aAP+Q)=XAP+Q)"+(1-X)AP+Q)
=XAP"+Q")+ (1 - X)A\P' + Q') (par linéarité de la dérivation)
= AXP" + XQ" + A1 - X)P' + (1 - X)Q'
=MXP'+(1-X)P)+(XQ"+(1-X)Q")
= Aa(P) + a(@Q),

donc « est une application linéaire.

e « est donc bien un endomorphisme de R, [X].

6. Onaa(l)=X(1)"+(1-X)(1) =0, a(X) = X(X)"+ (1
pour tout k € [2,n],

~X)(X) =1-X et,

a(XF) = X(X*)"+(1-X)(X") = Xk(k—1)X* 2+ (1-X)kX ! = —kXF4R2XFTL

Rq : On remarque que cette formule est encore valable pour k =1, donc on a,

VEk € [1,n], a(X*) = —kX* +E2XF1 et a(l)=0.
On a donc
0 1 0 0
0 -1 22
Mat x,. xny(a)= |1 -~ - 0
: —(n—1) n?
0 ov e 0 —n

7. Comme Mat(; x, . xn)(a) est triangulaire supérieure, son spectre se lit sur la dia-
gonale. On a donc

Sp(a) = Sp (Mat( x....xm(a)) = {~klk € [0,n]}.

I1.Vecteurs propres de 1’application «

On fixe un entier k € [0, n].

8. Comme «a est un endomorphisme de R, [X] ayant n + 1 valeurs propres, toutes ces
valeurs propres sont simples.
—k est donc valeur propre simple de «, donc dim E_j(«)

dim(ker(a +

kldg,[x1)) = 1.

[

9. e Soit (Qx) une base de ker(a + kldg,, [x]) avec Q # 0.
Notons a le coefficient dominant de @, (non nul car Q # 0).
Alors P, = %Qk est un polynome ayant un coefficient dominant égal & 1.
De plus, P, = éQk € Vect (Qx) = ker(a + kldg,[x7), donc

(a + kIan[X})(Pk) =0& a(Pk) + kP, =0& Oz(Pk) = —kP,.

Il existe donc bien un polynéme P, € R, [X], de coefficient dominant égal a 1,
vérifiant o(Py) = —kP.

e Supposons qu'il existe un autre polynéme Ry € R, [X], de coefficient dominant
égal a 1, vérifiant a(Py) = —kPy.

Alors Ry, € ker(a + kldg, [x)) = Vect(Qy) = Vect (2Q)) = Vect(P), donc il
existe A € R tel que Ry = A\Pg.

De plus, les deux polynomes Py et Ry ont le méme coefficient dominant (1), donc
A =1, et, par suite, Ry = P. On a donc bien 'unicité.

e Il existe donc bien un unique polynéme Py € R, [X], de coefficient dominant
égal a 1, vérifiant a(Py) = —kPy.

10. Soit d le degré de Py, avec d € [0,n] car Py est non nul et Py, € R, [X].
Il existe donc (ag, .. .,aq) € R¥*! tels que Py = Zg:o a; X" (et ag = 1).
Alors on a :

d .
a(Py) = Zaia(Xl) (par linéarité de «)
i=0

d
=0+ Z a; (—z'Xi + iQXi_l) (d’apreés la question |§[)
i=1

d d
= E —ia; X' + E aii2X271.
=1 =0

Comme on a par ailleurs a(Py) = —kPy (car Py € ker(a + kldg,[x])), on obtient,
en identifiant les coefficients dominants :

—dag = ~kag & —d=—ked=*k,

aqg=

donc Py est de degré k.

11. @« On a a(1) = 0 = —0(1) et le coefficient dominant de 1 est 1, donc, par unicité
de Py, on a Py = 1.
eOnaa(X)=-X+1,dmnca(X-1)=a(X)—a(l)=-X+140=—(X—-1),

et le coefficient dominant de X —1 est 1, donc, par unicité de Py, ona P, = X — 1.



PC - 2024/25

DS 6 - Corrigé

ENCPB

e Le coefficient dominant de X2 —4X + 2 est 1 et
(X% —4X 4+ 2) = a(X?) — 4a(X) + 2a(1)
= 2X2 44X —4(-X +1)+0
=-2X?4+8X —4=-2(X*-4X +2),
donc, par unicité de Py, on a P, = X2 —4X + 2.

I1.3 - Orthogonalité de la famille (P, ..., P,)
Soit (P,Q) € R, [X]?.

12. e Par linéarité de I'intégrale convergente,

+o0
(a(P)|Q) = / (tP" (1) + (1 — )P/ (1)) Q(t)e "t

+oo too
_ / (P (1) + P (1) Q(t)e~" — / LP/()Q(1)e"d,
0 0

ou toutes ces intégrales convergent d’aprés la question

e Posons u/(t) = tP"(t) + P'(t), u(t) = tP'(t), v(t) = Q(t)e™, v/(t) = Q'(t)e™t —

Q(t)e™".

u et v sont de classe C* sur R.

u(t)v(t) = tP'(t)Q(t)e " ¢ 0 par croissances comparées.
——+00

Enfin, toutes les intégrales convergent (toujours d’aprés la question .
On peut donc intégrer par parties et on a :

+oo
/0 (tP"(t) + P'(£))Q(t)e~tdt = [tP'()Q(t)e™"] 1™
“+o0
_ /O tP'()(Q'(t)e™" — Q(t)e™")dt
_ /+OO tP/(t)Q/(t)e—tdt
0

—+oo
—|—/ tP' ()Q(t)e 'dt (par linéarité),
0

donc
+o00 “+o0
(a(P)|Q) = / (LP" (1) + P'(1)Q()e" — / (P (H)Q(t)e " dt

+oo
= —/ tP' (t)Q' (t)e 'dt.

13. Par symétrie des roles de P et (), on a aussi

@@ip)=- [ P wetar - - / P 0@ e,

donc, par symétrie du produit scalaire,
“+o00
(a(P)|Q) = —/O tP'(H)Q (e "dt = ((Q)|P) = (P|a(Q)).

14. e Pour tout (4, 5) € [0, n]?,

(a(P)|P;) = (—iFbi|P;) = —i(Pi|F;)
et (a(P)|P;) = (Pila(Fy)) = (Bi| = jPj) = —j(PilF;),

donc, d’apres la question [13}, —i(P;|P;) = —j(P;|P;), donc (i—j)(F;|P;) = 0, donc,
sii#j,ona (P|P;)=0.

La famille (Py,..., P,) est donc orthogonale.

e De plus, elle est composée de vecteurs non nuls (car le coefficient dominant de
ces polynomes vaut 1), donc cette famille est libre.

Comme elle est libre et composée de n 4+ 1 polynomes de R,,[X], espace vectoriel
de dimension n + 1, c’est une base de R, [X].

e La famille (P, ..., P,) est donc bien une base orthogonale de R,,[X].

Partie III - Méthode de quadrature de Gauss

15. Remarquons déja que, pour tout k € [0, n], O+OO the=tdt = (1|1 X*) = k! d’aprés la
question [4]
Si un n-uplet (A1,...,A,) vérifie (x), alors pour tout k € [0,n], en posant
P(X) = X* € R,[X], on doit avoir

+o00 n n
/ the~tdt =Y Naf, de k=) Nl
0 i=1 i=1

Le n-uplet (A1,...,A,) € R™ vérifie donc bien :

1 1 S 1 A1 0!

1 ] ° Ip )\2 ]_!

n—1 n—1 nlfl )\ _ 1 |
xq Ty Z, n (Tl )
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Réciproquement, si n-uplet (Aq,...,A,) € R™ vérifie P = P2 donc Y1, \iP(z;) = >, 0 =0, donc on a bien
+o0 n
1 1 1 M\ 0! / P(t)e'dt #0 =" N\P(x).
1 To Ty Ao 1! 0 i=1
it ant zn—t An (n—1)!
alors pour tout k € [0,n], la ligne k de ce systéme donne > . Nz = k! =
o the—tat
o .
D’otl, pour tout polynome P = ")'_ apX*, Exercice 2
MNP(x;) = i@ ar )\Z:L’fC I Autour de la fonction Gamma d’Euler
n oo oo [LA.1) f(t) =t*"te? Y T donc / f(t)dt existe si et seulement si z > 0.
— x
= Z ak/ thetdt = / Z aptFetdt (par linéarité) 0 +00
— 0 0 — : . ol —t _ _ 1 .
k_ioo k=0 Puisque ajgrfoot e 0, f(¢) e o(;z) donc /1 f(t)dt existe pour tout x.
= / Le domaine de définition de I' est donc D =|0, +o0].
0 +oo
[.A.2) On intégre par parties pour x > 0 : ['(z + 1) = [—e ™ "#*]§> + x/ t*le7tdt =
; 0
On a done bien (x). aI'(x) puisque l'expression entre crochets a pour limite 0 en 0 et en +oo.
1 1 .1 1
T T T, On en déduit par récurrence, pour n > let >0 : D(z +n) =T'(z) H (x + k).
16. La matrice est une matrice de Van der Monde, donc k=0
: : +oo
gn=l gn-l . gne1 Pour = 1 on obtient avec I'(1) = /0 e'dt = 1, I'(n+1) = n! donc
inversible car les x; sont deux a deux distincts. I'(n) = (n—1)! pour n > 1.
. |
:El xl Il il (1)‘ [.A.3) Dans la premiére intégrale on pose t = u'/? (bijection de classe C' de |0, 4+00]
1 2 n 2 . . ~ X
Le systéme . . est donc de Cramer, dafrls lui-méme) : N
: . : . > —12 _ * —ul —1/2 _ 1 _
gi=l gnl .. gnl A, (n—1)! /0 e dt—/o e gu du = 211(1/2)—11(3/2).
donc il admet un unique n-uplet solution. D’ou I'unicité de (A1,..., An) vérifiant Dans la seconde intégrale on pose t = u!/* (bijection de classe C' de |0, +oo[ dans
(). lui-méme) :
17. e Soit P = P2. Alors deg(P) = 2deg(P,) = 2n, donc P € Ry, [X].

e De plus, t — P(t)e”" = P2(t)e”" est continue, positive et non nulle sur R*
(car P,, non nul, n’a pas une infinité de racines), done, par stricte positivité de

I'intégrale ("0 < +o0"), 0+°° P(t)e~tdt > 0.

e Enfin, comme z; est racine de P, pour tout i € [1,n], x; est aussi racine de

I.B.1)

oo teo 1 1
/ et dt = / e vy du = ~T(1/4) = T(5/4).

Pour ¢t > 0 fixé et x variant entre a et b, e® ™
% < max(t9, %) < @ 4 ¢,

est compris entre e*™* et ¢ donc
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1.B.2)

1.C.1)

1.C.2)

Pour z > 0 et t > 0 posons f(x,t) = t* " le=t = elE=Dt=t On calcule
o k

a—;(x,t) = (Int)ktr—le~t.

Pour = > 0 fixé : |(Int)kt*~le~| o(%) pulsque lim t**(Int)*e~t = 0.

t—>+oo — 400

D’autre part |(Int)*t*~le™| Koot | In t|Fte/? Py i) o(7r=57z) qui est intégrable
fk
OxF

On peut maintenant appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégral :

sur ]0, 1] puisque z > 0. On en déduit que ¢ — (x,t) est intégrable sur |0, +o0].

— Pour tout z €]0,+o00[, t — f(x,t) est continue et intégrable sur ]0, +o0]
— Pour tout t €]0, +o00[,  — f(x,t) est de classe C*° sur ]0, 00|

of*

— Pour tout = €]0,+00[ et pour tout k € N*, ¢ — Aok
T

10, +o00]

(z,t) est continue sur

— Pour tout k£ € N* et pour tout segment [a, D]
k

0
et intégrable sur ]0, +oo[ telle ‘3fk (z, t)‘ ©(t) : en appliquant le I.B.1 on
ofr afr
dzk dzk

CJ0, +o0o[ il existe ¢ continue

peut prendre ¢(t) = (a t)' +

o).

+o0
On en conclut pour z > 0 : IT'*)(z) = / (Int)Ft*~te~tdt.
0

Puisque (Int)? > 0 pour ¢t # 1, on a I'”’(z) > 0 et donc I est strictement croissante
sur ]0, +o0.

Avec T'(n) = (n — 1)! pour n € N* on déduit que I'(1) = I'(2) = 1. On peut
appliquer le théoréme de Rolle & I' sur [1,2] puisqu’elle est de classe C' et que
I'(1) =T'(2). On en déduit que I'' g’annule sur |1, 2[, une seule fois puisque I'" est
strictement croissante. Il existe un unique & tel que IV(£) = 0 et sa partie entiére
est égale a 1.

Pour 0 < z < & I"(z) < 0 donc I' est strictement décroissante. Pour x > &,
I(z) > 0 donc T est strictement croissante.

De I'(x + 1) = zI'(z) et de I'(1) =

['(z) ~ — au voisinage de 0" et par suite I' a pour limite +oco en 07.
x

1 on déduit par continuité de I' en 1 que

Puisque T est croissante pour z > 2 et que I'(n) =
que I' a pour limite 400 en +o0.

(n—1)! pour n € N* on déduit

LA

1.B.1)

De I'(x + 1) = zI'(z) on déduit IV(x + 1) = I'(x) + =T’ (x). Par continuité de I

1
en 1 et avec I’équivalent obtenu pour I'(x) en 07 on déduit que I'(x) ~T g
x—0 T
donc I a pour limite —oco en 0.
Pour z > € on a I"(z) > 0 et par suite I''(x + 1) = I'(x) + 2I"(z) > I'(z) : on en

déduit que I'V a pour limite +o0o en +oo.

La courbe représentative de I' a pour asymptote la droite d’équation z = 0. Quand
z tend vers +oo la croissance vers +oo est trés rapide puisque n! croit trés vite
vers +00.

IT Une transformée de Fourier
gk

Pour # € R et ¢t > 0 posons g(x,t) = e tt~3/%ei*. On calcule 3 5

(it)kefttfii/éleimt'

o, t) =
. dg* —tyk—3/4 o
Pour z fixé et k € N, t — W(x,t) = e 'tF=3/% est intégrable sur ]0, o0
x

puisque I'(k 4+ 1/4) existe.
On peut appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégral en domi-
nant la dérivée k-ieme par o(t) = e tF73/4 F est donc de classe C™® et

“+oo
F®) () = ik/ e~ RT3/t gy,
0
F(0) =T(1/4).
En utilisant le développement en série entiére de e
T —sjae (iat)"
e TN It
0 "0 n'

Appliquons le théoréme d’intégration terme a terme pour la série de fonction

(Z fn) définie par fn(t) — eftt73/4(ii;¢ (

itz —

on obtient :

x étant fixé) :

n
— fn est continue et intégrable sur ]0, +oo[ puisque |f,, ()| = ﬂe_tt"_3/4 et

que I'(n + 1/4) existe.
— La série (3 fn) converge pour tout ¢t > 0.

n!

+oo
— Si on choisit |z| < 1, la série de terme général u,, = / | fr(t)|dt converge.
0
|z["

—+o0
—/ e itn3/4qt = Jl* | I'(n+ 1/4). Pour n > 2, par
0

n!
| | Fn+1) =
terme général d’une série géométrique convergente

En effet, u,,

croissance de la fonction I', on obtient wu, < |z|™ qui est le
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- MILA.2) E(X) = Gy (1) = \.
On obtient donc pour |z| < 1 en intégrant terme a terme : F(z) = ch (i) ) B(X) fo( ) , ) ) )
o V(X)=G%(1)+ G5 (1) — (Gx1)? =X+ A=A =\
avec ¢, = I'(n 4+ 1/4). o(X) =V
n—1
Avec le résultat du IAQ) on déduit : ¢, = ¢g H(k + 1/4) avec ¢g = (1/4) IIIA3) Puisque X et Y sont indépendantes on a Gx+y(t) = Gx (t)GY(t) — (A tp)(t-1)
P donc X +Y a pour loi P(A+ p).
La croissance de la fonction T' pour & > n > 2 entraine que I'(n) |x\' < lep (zx‘) éHI'B'l) On montre par récurrence que .5, a pour loi P(nA).
2" 2" (iz)" n n C’est vrai pour n = 1 puisque S; = Xj.
x
L(n+ 1)— et par suite — < |¢, Zn' < |z|™. On en déduit que le rayon de Supposons, pour un entier n, que S, a pour loi P(n\). S, = X1 + ... + X, et
: X sont indépendantes donc le III1.A.3) montre que S =5, +X a pour
convergence est égal a . loi P(nA+ ) = P((n+ 1)),
II.B.2) L’inégalité que l'on vient de montrer entraine qu'’il n’y a pas convergence absolue i .
. L. 1\ s Le résultat est donc vrai pour tout n > 1.
pour |z| = 1 puisque la série () diverge.
I1.B.3) Le développement en série entiére de F(z) donne son développement limité en JLB.2) E(S,) = nA et o(Sn) = vnA.
NP . 1
a l'ordre 3 : E(T,) = —(MnA—n\) =0
F(r) = co + criz + co( =5 )—|—C3( )+o( 3). VnA
On en déduit avec ¢; = % cp, Co = 15600 et cg = gico : o(T,) = LO—(S” —A) =1
R(z) = co(1 = 52?) +o(z®) et I(z) = co(% — %2®) + o(z*) (on obtient I'ordre 4 VA
pour I(z) puisque c’est une fonction impaire). III.B.3) Puisque 7T, posséde une variance on peut lui appliquer 'inégalité de Bienaymé-
+oo olia—1)t 1+ Tchebychev :
I1.C.1) Intégrons par parties : F'(x) = z/ t/4elia—Dt gy — [it1/4,] — V(T, 1 1
) & bat P (@) 0 (iz —1)], P(|T,—E(T,)| = ¢) < <2n) donc P(|T,,| > ¢) < —. En choisissant ¢ > ¢(¢) = NG
. +00 C C 3
m/o 1=3/4glie=1t gy _ —m}?(;ﬁ) puisque les limites en 0 et en on obtient P(|T,| > ¢) < e.
+o0o de D'expression entre crochets sont nulles. On a donc bien F/ + AF = 0 en
i 1
posant A(z) = — = —.
4(ix — 1 4(x+1 . - . .
( )z ~ i( ) 1 Exercice 3 Etude de séries de pile ou de face
I1.C.2) On obtient A(z) = ————— dont imiti t G(z) = ~In(1 + 2?) — .
) On obtient A(z) 4(x24+1) ont une primitive est G(z) 8 n(l +2%) Partie I - Etude de la longueur de la premiére série
i
ZArctanx. 1. D’aprés le cours, la série entiére Z ¥ a ‘ un rayon de convergence égal a 1|et a
On en déduit que (Fe®) = (F' + FGe® = 0 dou F(zr) = Ce %@ avec k>0
C=F(0)=T(1/4). . 1
) 9\—1/8..1 Arct pour somme la fonction |z — .
On obtient donc F(z) =T(1/4)(1 + z*) gzfrctany, 1—x
2. D’aprés le cours, la somme d’une série entiére de la variable réelle est de classe
III Autour de la loi de Poisson C™ sur l'intervalle ouvert de convergence et les dérivées successives s’obtiennent
en dérivant terme a terme. En particulier, soit €] — 1,1[. La série de terme
III.A.1)

—X _ _A(t=1)
=€ .
Z |
k=0 k

général kx*~1, k € N* converge de somme En multipliant par x
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et en constatant que le terme d’indice k¥ = 0 est nul, on en conclut que kP(L1 = k), k € N, converge donc, par positivité, converge absolument de somme
i +00 . " 2, ce qui signifie que ‘ L, admet une espérance égale a 2 |.
la série Z kz™ converge et qu’on a Z ka™ = 7(1 2| Ainsi, en moyenne, la premiére série dans la suite de lancers est de longueur 2.
k>0 k=0

3. Soit k € N*. L’événement (L1 = k) est réalisé si et seulement si la premiére série
est de longueur k, c’est-a-dire les k premiers lancers donnent le méme résultat et
le (k + 1)-iéme lancer donne un résultat différent. On a donc

Partie II - Etude du nombre de séries

7. La variable aléatoire N représente le nombre de séries apparues en un lancer, elle
ne peut donc prendre que la valeur 1.
La variable aléatoire No représente le nombre de séries apparues lors des deux
premiers lancers, elle prend donc la valeur 1 si les 2 premiers lancers donnent le
méme résultat, la valeur 2 s’ils donnent des résultats différents. On a

(L =k) = (PN PN F) U(FL N N0 Py |

4. Soit k € N*. Les événements P; N --- N P, N Fy1 et Fi N -+ N Fi N Py étant
incompatibles, on a

P(Li=k)=P(PiN--- NPy NFey1) +P(FiN---NFN Pry1) . P(Ny = 1) =P((P1 N ) U (F1 N F))
=PP NP P(Fy N F: i tibilité
Par indépendance des lancers, on a alors (P 2) + P(Fy 2) (incompatibilite)
=P(P)P(P,) + P(F1)P(F») (indépendance)
P(L;1 =k)=P(P) X ... x P(P;) X P(Fiq1) + P(F1) X ... X P(F}) x P(Pry1) 1 1
2

1 1 2

= 9k+1 9k+1 — 9k+1

y +1><1—1
2 272 27

1
On a donc nécessairement P(No =2) =1-P(Ny =1) = 3

dot |P(Ly = k) =27"|
Ny suit la loi certaine de valeur 1 ‘et‘ Ny suit la loi uniforme sur {1;2} ‘

5. Par définition, la variable aléatoire L; prend ses valeurs dans N. La série de
terme général P(L1 = k), k € N, converge donc de somme 1. On a alors 8. Soit n € N*. Au cours des n premiers lancers, au moins une série ap-

En conclusion,

P(Ln — 0) = 1 +°OP I - = 9k 0 1 tient & T'int 1 parait (celle contenant le résultat du premier lancer) et, au maximum,
(L1 =0) =1~ Z (L1 =k) =1~ Z - VI, 5 appartient a Lintervalle n séries apparaissent (car chaque série contient au moins un résultat).
k=1 k=1
] —1,1[ donc, d’aprés la question 14, on a ‘La variable aléatoire N,, prend donc ses valeurs dans I’ensemble [1,n]. ‘
+00 +00 sy K 1\° 1 9. Soit n € N* et soit k € [1,n + 1]. Si ’événement P, N P, 1 est réalisé, alors le
Z 27k = Z (2) — (2) =71~ 1=2-1=1. n-iéme et le (n + 1)-iéme lancers donnent le méme résultat, donc le (n + 1)-iéme
k=1 k=0 2 résultat contribue a la série contenant le n-iéme résultat et on a N,, = N,4+1. On

a donc ’égalité d’événements

On a ainsi |P(L; =0) =0

k
1
6. D’aprés la question 17, pour tout k € N*, on a kP(L; = k) =k (2> . Cette éga-

](Nn+1 = k)N PyN Pyt = (Ny=k) NPy Poyy \

1\ % Puisque les événements (N,, = k) et P, sont indépendants du (n + 1)-iéme lancer,
lité est aussi valable lorsque & = 0. Or, d’aprés la question 15, la série Z k (2> on en déduit que
k>0
1 1 1
converge de somme ﬁ = é = 2. En particulier, la série de terme général P((Npy1 = k)N PN Pyyy) =P((N, = k)N P,)P(Ppy1) = §P((Nn =k)NnPk,)|.
2
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10. Soit n € N*. Les événements P, N P,y1, F, N Fyq1, Fy N Pyy1 et Py N Frugg
décrivent les quatre résultats possibles pour les n-iéme et (n + 1)-iéme lancers.
IIs sont donc deux & deux incompatibles et ont pour réunion I’événement certain,
formant ainsi un systéme complet d’événements.
Soit k € [1,n + 1]. D’apreés la formule des probabilités totales, on a donc

P(Npy1 = k) =P((Npy1 = k) N Py N Poy1) + P(Npyy = k) N Fy N EFypy)
+P(Npr1 =) N FoNPpi1) + P(Npy1 = k)N PN Fuiq)
:%P((Nn:k)ﬂP )+ P(( W =k)NF,)
+ %}P’((Nn =k—1)NF,)+ 51@((]\@ =k—1)NP,) (question
= %P((Nn =k)N(P,UF,)) + %]P’((Nn =k-1)N(P,UF,)) (
dott | P(Npyy = k) = %IP’(N,L =k)+ %]P’(Nn =k—1)|

11. Soient n € N* et € R. D’aprés la question 23, on a

1 1
Gni1(z) =Y P(Nppy =k)ab =) (Q]P’(Nn =)+ SP(Np =k — 1)) zk
k=1 k=1
1n+1 1n+1
— k —
_QZ]P’(Nn—k)a: +§Z]P’( k—1)z
k=1 k=1
n+1
Or, on a P(N,, =n+ 1) = 0 donc ZIP’ ZIP’ = Gp(2).
k=1
Par ailleurs, en effectuant un changement d’indice dans la seconde somme, on
obtient
n+1 n ) n
S PN, =k—1)ak =) PN, =)/ =2) PN, = = 2Gp(z)
k=1 §=0 j=0
car P(N,, = 0) = 0. On en conclut qu’on a
1 1 1+
Gnii(z) = §Gn(x) + §$Gn(x) ) Gh(z)

4

1

. . e . 1+x .
12. Soit x € R. La suite (G, (z))nen+ est géométrique de raison et de premier

Gulz) = ( )"_1 .

13. Soit n € N*. La somme définissant GG,, étant finie, la fonction G,, est dérivable sur

1+

terme G1(z) = z. On a donc, pour tout n € N*, 5

R donc, d’aprés le cours, ‘N admet une espérance égale a G/, (1) ‘

Soit un entier n > 2. D’aprés la question 25, pour tout € R, on a

1+z\"" 1 (142\"?
!
(n—1).=.
G = (55) +em-nd ()
2) -1 1
done, en particulier, on a G (1) = n _nt . Lorsque n = 1, on a

compatihilitt)= = pour tout € R, donc G () = 1 pour tout = € R.

N =G = "1

14. Soit n € N*. On rappelle que la variable aléatoire N,, prend ses valeurs dans I’en-
semble [1,n].
La fonction G,, est polynomiale sur R. Par définition, pour tout z € R, on a

:Zn:IP(N =

k=1

En conclusion, pour tout n € N*, on a | E(

Par ailleurs, d’aprés la question 25, pour tout x € R, on a
n—1 n—1—k
n—1\ rx\*
2= (") 6 ()
n—1
k+1
-3 (") g
~m—-1\ 1
Z(M)M -
k=1

Par unicité des coefficients d’une fonction polynomiale sur un intervalle,

\ =]

on a P(Nn k) = 2”771

1
2

n—1

b1 Cela détermine la loi

pour tout k € [1,n],

de N,,.



