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Le soin apporté à la rédaction, la clarté des raisonnements, l’orthographe et la présentation
seront pris en compte dans la notation.
Il est vivement recommandé d’encadrer les résultats et de signaler toute question admise.
Les résultats non justifiés ne seront pas pris en compte.

Documents et calculatrices sont interdits.

Le DS est constitué de deux sujets de concours, portant tous deux
sur l’algèbre linéaire et la réduction des endomorphismes :

– Sujet 1 : Concours Commun Polytechnique (CCP) 2010 PC

– Sujet 2 : Concours Centrale 2019 PSI (conforme au P.O. PC 2022)

Chaque élève traitera un seul des deux sujets.

Il inscrira sur sa première page le sujet choisi : Sujet 1 ou Sujet 2.

On conseille à l’élève de choisir le sujet en fonction du concours
ambitionné.



Les calculatrices sont interdites

∗ ∗ ∗∗

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance à la clarté, à la précision et à
la concision de la rédaction.

Si un candidat est amené à repérer ce qui peut lui sembler être une erreur d’énoncé, il
le signalera sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des
initiatives qu’il a été amené à prendre.

∗ ∗ ∗∗

Notations et objectifs

Dans tout ce problème n est un entier naturel supérieur ou égal à 2 et E est un espace
vectoriel de dimension finie n sur le corps R des nombres réels.
L(E) désigne l’algèbre des endomorphismes de E et GL(E) l’ensemble des endomor-

phismes de E qui sont bijectifs.
On note 0 l’endomorphisme nul et id l’application identité.
Pour tout endomorphisme f , Ker (f) et Im (f) désigneront respectivement le noyau et

l’image de f .
L’ensemble des valeurs propres de f sera noté Sp(f) et on notera :

R(f) = {h ∈ L(E) | h2 = f}

R[X] désigne l’espace des polynômes à coefficients réels.

Étant donné f ∈ L(E) et P ∈ R[X] donné par P (X) =
∑̀
k=0

akX
k, on définit

P (f) ∈ L(E) par :

P (f) =
∑̀
k=0

akf
k
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où f 0 = id et pour k ∈ N?, fk = f ◦ . . . ◦ f︸ ︷︷ ︸
k fois

.

Si f1, . . . , fq désignent q endomorphismes de E (q ∈ N?) alors
∏

16i6q

fi désignera l’endo-

morphisme f1 ◦ . . . ◦ fq.
Pour tout entier p non nul,Mp(R) désigne l’espace des matrices carrées à p lignes et p

colonnes à coefficients dans R.
Ip est la matrice identité de Mp(R).
L’objectif du problème est d’étudier des conditions nécessaires ou suffisantes à l’existence

de racines carrées d’un endomorphisme f et de décrire dans certains cas l’ensemble R(f).

PARTIE I

A) On désigne par f l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est
donnée par :

A =

 8 4 −7
−8 −4 8
0 0 1


1) Montrer que f est diagonalisable.
2) Déterminer une base (v1, v2, v3) de R3 formée de vecteurs propres de f et donner la

matrice D de f dans cette nouvelle base.
3) Soit P la matrice de passage de la base canonique à la base (v1, v2, v3). Soit un entier

m > 1. Sans calculer l’inverse de P , exprimer Am en fonction de D, P et P−1.
4) Calculer P−1, puis déterminer la matrice de fm dans la base canonique.
5) Déterminer toutes les matrices deM3(R) qui commutent avec la matrice D trouvée

à la question 2).
6) Montrer que si H ∈M3(R) vérifie H2 = D, alors H et D commutent.
7) Déduire de ce qui précède toutes les matrices H de M3(R) vérifiant H2 = D, puis

déterminer tous les endomorphismes h de R3 vérifiant h2 = f en donnant leur matrice dans
la base canonique.

B) Soient f et j les endomorphismes de R3 dont les matrices respectives A et J dans la
base canonique sont données par :

A =

2 1 1
1 2 1
1 1 2

 et J =

1 1 1
1 1 1
1 1 1


1) Calculer Jm pour tout entier m > 1.

2) En déduire que pour tout m ∈ N?, fm = id +
1

3
(4m − 1)j. Cette relation est-elle

encore valable pour m = 0 ?
3) Montrer que f admet deux valeurs propres distinctes λ et µ telles que λ < µ.
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4) Montrer qu’il existe un unique couple (p, q) d’endomorphismes de R3 tel que pour
tout entier m > 0, fm = λmp + µmq et montrer que ces endomorphismes p et q sont
linéairement indépendants.

5) Après avoir calculé p2, q2, p ◦ q et q ◦ p, trouver tous les endomorphismes h, combi-
naisons linéaires de p et q qui vérifient h2 = f .

6) Montrer que f est diagonalisable et trouver une base de vecteurs propres de f . Écrire
la matrice D de f , puis la matrice de p et de q dans cette nouvelle base.

7) Déterminer une matrice K de M2(R) non diagonale telle que K2 = I2, puis une
matrice Y de M3(R) non diagonale telle que Y 2 = D.

8) En déduire qu’il existe un endomorphisme h de R3 vérifiant h2 = f qui n’est pas
combinaison linéaire de p et q.

9) Montrer que tous les endomorphismes h de R3 vérifiant h2 = f sont diagonalisables.

PARTIE II

Soit f un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe (λ, µ) ∈ R2 et deux endomor-
phismes non nuls p et q de E tels que :

λ 6= µ et


id = p+ q
f = λp+ µq
f 2 = λ2p+ µ2q

1) Calculer (f − λid) ◦ (f − µid). En déduire que f est diagonalisable.
2) Montrer que λ et µ sont valeurs propres de f et qu’il n’y en a pas d’autres.
3) Déduire de la relation trouvée dans la question 1) que p ◦ q = q ◦ p = 0 puis montrer

que p2 = p et q2 = q.
4) On suppose jusqu’à la fin de cette partie que λµ 6= 0.

Montrer que f est un isomorphisme et écrire f−1 comme combinaison linéaire de p et q.
5) Montrer que pour tout m ∈ Z :

fm = λmp+ µmq

6) Soit F le sous-espace de L(E) engendré par p et q. Déterminer la dimension de F .
7) On suppose dans la suite de cette partie que λ et µ sont strictement positifs.

Déterminer R(f) ∩ F .
8) Soit k un entier supérieur ou égal à 2. Déterminer une matrice K de Mk(R) non

diagonale et vérifiant K2 = Ik.
9) Montrer que si l’ordre de multiplicité de la valeur propre λ est supérieur ou égal à

2, alors il existe un endomorphisme p′ ∈ L(E) \ F tel que p′2 = p et p′ ◦ q = q ◦ p′ = 0.
10) En déduire que si dim(E) > 3, alors R(f) 6⊂ F .
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PARTIE III

Soient p1, . . . , pm, m endomorphismes non nuls de E et λ1, . . . , λm, m nombres réels
distincts. Soit f un endomorphisme de E vérifiant pour tout entier k ∈ N :

fk =
m∑

i=1

λk
i pi

1) Montrer que pour tout P ∈ R[X], on a :

P (f) =
m∑

i=1

P (λi)pi

2) En déduire que
m∏

i=1

(f − λiid) = 0, puis que f est diagonalisable.

3) Pour tout entier ` tel que 1 6 ` 6 m, on considère le polynôme :

L`(X) =
∏

16i6m
i6=`

(X − λi)

(λ` − λi)

Montrer que pour tout entier `, tel que 1 6 ` 6 m, on a p` = L`(f). En déduire que
Im (p`) ⊂ Ker (f − λ`id), puis que le spectre de f est :

Sp(f) = {λ1, . . . , λm}

4) Vérifier que pour tout couple d’entiers (i, j) tels que 1 6 i, j 6 m, on a :

pi ◦ pj =

{
0 si i 6= j
pi si i = j

5) Justifier le fait que la somme
m∑

i=1

Ker (f − λiid) est directe et égale à E et que les

projecteurs associés à cette décomposition de E sont les pi.
6) Soit F le sous-espace vectoriel de L(E) engendré par {p1, . . . , pm}. Déterminer la

dimension de F .
7) Déterminer R(f) ∩ F dans le cas où λ1, . . . , λm sont des réels positifs ou nuls.
8) Dans cette question, on suppose de plus que m = n.

8.1) Préciser alors la dimension des sous-espaces propres de f .
8.2) Montrer que si h ∈ R(f), tout vecteur propre de f est également vecteur propre

de h.
8.3) En déduire que R(f) ⊂ F et donner une condition nécessaire et suffisante sur

les λi pour que R(f) soit non vide.
9) Montrer que si m < n et si tous les λi sont positifs ou nuls, alors R(f) 6⊂ F .
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PARTIE IV

A) Soit f un endomorphisme non nul de E tel qu’il existe un entier p > 1 tel que fp = 0
et fp−1 6= 0.

1) Montrer qu’il existe x ∈ E non nul tel que la famille (x, f(x), f 2(x), . . . , f p−1(x)) est
libre. En déduire que p 6 n et que fn = 0.

2) Montrer que si R(f) 6= ∅ alors 2p− 1 6 n.

3) Déterminer les réels a0, . . . , an−1 tels que
√

1 + x =
n−1∑
k=0

akx
k + O(xn) au voisinage

de 0. Dans la suite, Pn désigne le polynôme défini par Pn(X) =
n−1∑
k=0

akX
k.

4) Montrer qu’il existe une fonction η bornée au voisinage de 0 telle que l’on ait
P 2

n(x)− x− 1 = xnη(x). En déduire que Xn divise P 2
n −X − 1.

5) Montrer alors que R(f + id) 6= ∅. Plus généralement, montrer que pour tout α réel,
R(αf + id) 6= ∅, puis que pour tout β réel strictement positif, R(f + βid) 6= ∅.

B) 1) Soit T = (aij)16i,j6n une matrice triangulaire supérieure de Mn(R) dont tous les
coefficients diagonaux sont égaux à un réel λ.

Montrer que (T − λIn)n = 0.
2) On suppose dans toute la suite que f est un endomorphisme de E dont le polynôme

caractéristique est scindé et qui n’admet qu’une seule valeur propre λ. Déduire de la
question précédente que E = Ker (f − λid)n.

3) Montrer que si λ > 0 alors R(f) 6= ∅.

Fin de l’énoncé
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ky
RNJ�i?ûK�iB[m2b k

SaA
9 ?2m`2b *�H+mH�i`B+2 �miQ`Bbû2

G� T�`iB2 A /2 +2 T`Q#HĕK2 T2`K2i /2 /ûKQMi`2` [m2H[m2b `ûbmHi�ib bm` H2b K�i`B+2b 2i H2b 2M/QKQ`T?BbK2b
MBHTQi2Mib 2i �#Q`/2 HǶûim/2 /2 +�b T�`iB+mHB2`b [mB b2`QMi ;ûMû`�HBbûb /�Mb H� T�`iB2 AAX

LQi�iBQMb 2i `�TT2Hb

.�Mb iQmi H2 bmD2i- ԝ /ûbB;M2 mM 2MiB2` M�im`2H MQM MmH 2i Ӻ mM ජ@2bT�+2 p2+iQ`B2H /2 /BK2MbBQM ԝX

aB Ԃ ୩ ෧ԝ	ජ
- QM MQi2 Ԃળ H� i`�MbTQbû2 /2 H� K�i`B+2 ԂX

aB Ԃ 2bi mM2 K�i`B+2 /2 ෧ԝ	ජ
- QM /û}MBi H� bmBi2 /2b TmBbb�M+2b /2 Ԃ T�` Ԃ� � Ӿԝ 2i- TQm` iQmi 2MiB2`
M�im`2H Ԛ- ԂԚ�� � ԂԂԚX

.2 KāK2- bB Ԥ 2bi mM 2M/QKQ`T?BbK2 /2 Ӻ- QM /û}MBi H� bmBi2 /2b TmBbb�M+2b /2 Ԥ T�` Ԥ� � *EӺ 2i- TQm` iQmi
2MiB2` M�im`2H Ԛ- ԤԚ�� � Ԥ  ԤԚX

lM2 K�i`B+2 Ԃ 2bi /Bi2 MBHTQi2Mi2 bǶBH 2tBbi2 mM 2MiB2` M�im`2H Ԛ  � i2H [m2 ԂԚ � �X .�Mb +2 +�b- H2 THmb T2iBi
2MiB2` M�im`2H Ԛ  � i2H [m2 ԂԚ � � bǶ�TT2HH2 HǶBM/B+2 /2 MBHTQi2M+2 /2 ԂX

aQBi ො mM2 #�b2 /2 Ӻ- mM 2M/QKQ`T?BbK2 /2 Ӻ 2bi MBHTQi2Mi /ǶBM/B+2 ԟ bB b� K�i`B+2 /�Mb ො 2bi MBHTQi2Mi2
/ǶBM/B+2 ԟX

PM TQb2 ӿ� � 	�
 2i- TQm` ᅦ  �- ӿᅦ � ৄৃৃৃৃৃৃ
ূ

�    ��  ੂ�   ੂੂ    ੂ�  � � �
ে ୩ ෧ᅦ	ජ
X

aB Ӷ ୩ ෧ԝ	ජ
 2i ӷ ୩ ෧Ԝ	ජ
- QM MQi2 EJBH	Ӷ ӷ
- H� K�i`B+2 /B�;QM�H2 T�` #HQ+bEJBH	Ӷ ӷ
 � ন Ӷ �� ӷ  ୩ ෧ԝ�Ԝ	ජ
�
SHmb ;ûMû`�H2K2Mi- bB Ӷ� ୩ ෧ԝ�	ජ
- Ӷ� ୩ ෧ԝ�	ජ
- w- ӶԚ ୩ ෧ԝԚ	ජ
- QM MQi2

EJBH	Ӷ� Ӷ� w ӶԚ
 � ৄূৃৃৃ Ӷ� �  �� Ӷ� ੂੂ  ��  � ӶԚ
ে ୩ ෧ԝ��ԝ���ԝԚ	ජ
�

A S`2KB2`b `ûbmHi�ib
Z RX Zm2 T2mi@QM /B`2 /ǶmM 2M/QKQ`T?BbK2 MBHTQi2Mi /ǶBM/B+2 R \

AX� Ĝ _û/m+iBQM /ǶmM2 K�i`B+2 /2 ෧�	ජ
 MBHTQi2Mi2 /ǶBM/B+2 k

PM bmTTQb2 [m2 ԝ � �X aQBi Ԥ mM 2M/QKQ`T?BbK2 /2 Ӻ MBHTQi2Mi /ǶBM/B+2 ԟ  �X

Z kX JQMi`2` [mǶBH 2tBbi2 mM p2+i2m` ԧ /2 Ӻ i2H [m2 Ԥԟਲ�	ԧ
 ଃ �X

Z jX oû`B}2` [m2 H� 7�KBHH2 ऺԤԚ	ԧ
ऻ�ହԚହԟਲ� 2bi HB#`2X 1M /û/mB`2 [m2 ԟ � �X

Z 9X JQMi`2` [m2 ,FS Ԥ � *N ԤX

Z 8X *QMbi`mB`2 mM2 #�b2 /2 Ӻ /�Mb H�[m2HH2 H� K�i`B+2 /2 Ԥ 2bi û;�H2 ¨ ӿ�X

Z eX 1M /û/mB`2 [m2 H2b K�i`B+2b MBHTQi2Mi2b /2 ෧�	ජ
 bQMi 2t�+i2K2Mi H2b K�i`B+2b /2 i`�+2 MmHH2 2i /2
/ûi2`KBM�Mi MmHX
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AX" Ĝ _û/m+iBQM /ǶmM2 K�i`B+2 /2 ෧ԝ	ජ
 MBHTQi2Mi2 /ǶBM/B+2 k

PM bmTTQb2 [m2 ԝ  �X aQBi Ԥ mM 2M/QKQ`T?BbK2 /2 Ӻ MBHTQi2Mi /ǶBM/B+2 k 2i /2 `�M; ԡX

Z dX JQMi`2` [m2 *N Ԥ ଢ଼ ,FS Ԥ 2i [m2 �ԡ ହ ԝX

Z 3X PM bmTTQb2 [m2 *N Ԥ � ,FS ԤX JQMi`2` [mǶBH 2tBbi2 /2b p2+i2m`b Ԕ�- Ԕ�- w- Ԕԡ /2 Ӻ i2Hb [m2ऺԔ� Ԥ	Ԕ�
 Ԕ� Ԥ	Ԕ�
 w Ԕԡ Ԥ	Ԕԡ
ऻ 2bi mM2 #�b2 /2 ӺX

Z NX .QMM2` H� K�i`B+2 /2 Ԥ /�Mb +2ii2 #�b2X

Z RyX PM bmTTQb2 *N Ԥ ଃ ,FS ԤX JQMi`2` [mǶBH 2tBbi2 /2b p2+i2m`b Ԕ�- Ԕ�- w- Ԕԡ /2 Ӻ 2i /2b p2+i2m`bԥ�- ԥ�- w- ԥԝਲ�ԡ �TT�`i2M�Mi ¨ ,FS Ԥ i2Hb [m2 ऺԔ� Ԥ	Ԕ�
 Ԕ� Ԥ	Ԕ�
 w Ԕԡ Ԥ	Ԕԡ
 ԥ� w ԥԝਲ�ԡऻ 2bi mM2 #�b2 /2 ӺX

Z RRX Zm2HH2 2bi H� K�i`B+2 /2 Ԥ /�Mb +2ii2 #�b2 \

AX* Ĝ o�H2m`b T`QT`2b- TQHvMƬK2 +�`�+iû`BbiB[m2- TQHvMƬK2b �MMmH�i2m`b /ǶmM2 K�i`B+2 MBHTQ@
i2Mi2

.�Mb +2ii2 bQmb@T�`iB2- Ӷ /ûbB;M2 mM2 K�i`B+2 /2 ෧ԝ	ජ
X
Z RkX JQMi`2` [m2- bB Ӷ 2bi MBHTQi2Mi2- �HQ`b � 2bi HǶmMB[m2 p�H2m` T`QT`2 /2 ӶX

Z RjX Zm2HH2b bQMi H2b K�i`B+2b /2 ෧ԝ	ජ
 ¨ H� 7QBb MBHTQi2Mi2b 2i /B�;QM�HBb�#H2b \

Z R9X JQMi`2` [mǶmM2 K�i`B+2 2bi MBHTQi2Mi2 bB- 2i b2mH2K2Mi bB- bQM TQHvMƬK2 +�`�+iû`BbiB[m2 2bi û;�H ¨ ԍԝX

Z R8X JQMi`2` H� `û+BT`Q[m2 /2 H� [m2biBQM RkX

Z ReX JQMi`2` [mǶmM2 K�i`B+2 i`B�M;mH�B`2 /2 ෧ԝ	ජ
 ¨ /B�;QM�H2 MmHH2 2bi MBHTQi2Mi2 2i [mǶmM2 K�i`B+2
MBHTQi2Mi2 2bi b2K#H�#H2 ¨ mM2 K�i`B+2 i`B�M;mH�B`2 ¨ /B�;QM�H2 MmHH2X

Z RdX .ûKQMi`2` [m2- bB Ӷ 2bi mM2 K�i`B+2 MBHTQi2Mi2 /ǶBM/B+2 ԟ- �HQ`b iQmi TQHvMƬK2 /2 ජ<ԍ> KmHiBTH2 /2ԍԟ 2bi mM TQHvMƬK2 �MMmH�i2m` /2 ӶX

PM bmTTQb2 [m2 ԅ 2bi mM TQHvMƬK2 �MMmH�i2m` /2 Ӷ MBHTQi2Mi2X

Z R3X .ûKQMi`2` [m2 � 2bi `�+BM2 /2 ԅX

Z RNX PM MQi2 Ԝ H� KmHiBTHB+Biû /2 � /�Mb ԅ- +2 [mB T2`K2i /Ƕû+`B`2 ԅ � ԍԜԆ Qɍ Ԇ 2bi mM TQHvMƬK2 /2ජ<ԍ> i2H [m2 Ԇ	�
 ଃ �X .ûKQMi`2` [m2 Ԇ	Ӷ
 2bi BMp2`bB#H2 TmBb [m2 ԅ 2bi mM KmHiBTH2 /2 ԍԟ /�Mb ජ<ԍ>X
AX. Ĝ _�+BM2b +�``û2b /2 K�i`B+2b MBHTQi2Mi2b

SQm` mM2 K�i`B+2 ԋ ୩ ෧ԝ	ජ
 /QMMû2- QM /Bi [mǶmM2 K�i`B+2 ԇ ୩ ෧ԝ	ජ
 2bi mM2 `�+BM2 +�``û2 /2 ԋ bB ԇ� � ԋX
PM b2 T`QTQb2 /Ƕûim/B2` HǶ2tBbi2M+2 2i H2b p�H2m`b /2 `�+BM2b +�``û2b ûp2Mim2HH2b /2 +2`i�BM2b K�i`B+2b MBHTQi2Mi2bX

AX.XRV PM MQi2 Ӷ � ৄূৃ � � ਲ�� � ਲ��� � ਲ� ে 2i Ԥ HǶ2M/QKQ`T?BbK2 /2 ජ� +�MQMB[m2K2Mi �bbQ+Bû ¨ ӶX

Z kyX *�H+mH2` H� i`�+2 2i H2 `�M; /2 ӶX 1M /û/mB`2- b�Mb �m+mM +�H+mH- H2 TQHvMƬK2 +�`�+iû`BbiB[m2 /2 ӶX
JQMi`2` [m2 Ӷ 2bi MBHTQi2Mi2 2i /QMM2` bQM BM/B+2 /2 MBHTQi2M+2X

Z kRX .ûKQMi`2` [m2 Ӷ 2bi b2K#H�#H2 ¨ H� K�i`B+2 EJBH	ӿ� ӿ�
X .QMM2` H� p�H2m` /ǶmM2 K�i`B+2 ԅ BMp2`bB#H2
i2HH2 [m2 Ӷ � ԅ EJBH	ӿ� ӿ�
 ԅ ਲ�X

PM +?2`+?2 ¨ /ûi2`KBM2` HǶ2Mb2K#H2 /2b K�i`B+2b ԇ ୩ ෧�	ජ
 i2HH2b [m2 ԇ� � ӶX PM MQi2 ᅶ HǶ2M/QKQ`T?BbK2
+�MQMB[m2K2Mi �bbQ+Bû ¨ ԇX

Z kkX .ûKQMi`2` [m2 *N Ԥ 2i ,FS Ԥ bQMi bi�#H2b T�` ᅶ 2i [m2 ᅶ 2bi MBHTQi2MiX

Z kjX 1M /û/mB`2 HǶ2Mb2K#H2 /2b `�+BM2b +�``û2b /2 ӶX

PM TQm``� +QMbB/û`2` ԇங � ԅ ਲ�ԇԅX

AX.XkV PM b2 T`QTQb2 /�Mb +2ii2 [m2biBQM /Ƕûim/B2` HǶû[m�iBQM K�i`B+B2HH2 ԇ� � ӿ�X

Z k9X aQBi ԇ mM2 bQHmiBQM /2 +2ii2 û[m�iBQMX .QMM2` H2b p�H2m`b /2 ԇ� 2i ԇ�- TmBb HǶ2Mb2K#H2 /2b bQHmiBQMb
/2 HǶû[m�iBQMX
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AX.XjV SHmb ;ûMû`�H2K2Mi- bQBi ԋ ୩ ෧ԝ	ජ
 mM2 K�i`B+2 MBHTQi2Mi2 /ǶBM/B+2 ԟX PM b2 T`QTQb2 /Ƕûim/B2`
HǶû[m�iBQM ԇ� � ԋX

Z k8X JQMi`2` [m2- bB �ԟ ਲ � � ԝ- �HQ`b BH MǶ2tBbi2 �m+mM2 bQHmiBQMX

Z keX SQm` iQmi2 p�H2m` /2 HǶ2MiB2` ԝ  �- 2t?B#2` mM2 K�i`B+2 ԋ ୩ ෧ԝ	ජ
- MBHTQi2Mi2 /ǶBM/B+2 ԟ  � 2i
�/K2ii�Mi �m KQBMb mM2 `�+BM2 +�``û2X

AA .2mtBĕK2 T�`iB2
PM +?2`+?2 /�Mb +2ii2 T�`iB2 ¨ ;ûMû`�HBb2` H2b `ûbmHi�ib /2b bQmb@T�`iB2b AX� 2i AX"X

AAX� Ĝ _û/m+iBQM /2b K�i`B+2b MBHTQi2Mi2b

PM bmTTQb2 ԝ  �X aQBi Ԥ mM 2M/QKQ`T?BbK2 /2 Ӻ MBHTQi2Mi /ǶBM/B+2 ԟ  �X

Z kdX .ûKQMi`2` [m2 *N Ԥ 2bi bi�#H2 T�` Ԥ 2i [m2 HǶ2M/QKQ`T?BbK2 BM/mBi T�` Ԥ bm` *N Ԥ 2bi MBHTQi2MiX
S`û+Bb2` bQM BM/B+2 /2 MBHTQi2M+2X

Z k3X SQm` iQmi p2+i2m` ԧ MQM MmH /2 Ӻ- QM MQi2 ӸԤ	ԧ
 HǶ2bT�+2 p2+iQ`B2H 2M;2M/`û T�` H2b ऺԤԚ	ԧ
ऻԚ୩ත c
/ûKQMi`2` [m2 ӸԤ	ԧ
 2bi bi�#H2 T�` Ԥ 2i [mǶBH 2tBbi2 mM THmb T2iBi 2MiB2` Ԣ	ԧ
  � i2H [m2 ԤԢ	ԧ
	ԧ
 � �X

Z kNX .ûKQMi`2` [m2 ऺԧ Ԥ	ԧ
 w ԤԢ	ԧ
ਲ�	ԧ
ऻ 2bi mM2 #�b2 /2 ӸԤ	ԧ
 2i /QMM2` H� K�i`B+2- /�Mb +2ii2 #�b2- /2
HǶ2M/QKQ`T?BbK2 BM/mBi T�` Ԥ bm` ӸԤ	ԧ
X
Z jyX .ûKQMi`2` T�` `û+m``2M+2 bm` ԟ [mǶBH 2tBbi2 /2b p2+i2m`b ԧ�- w- ԧԣ /2 Ӻ i2Hb [m2 Ӻ � ԣԘ�� ӸԤ	ԧԘ
X

PM TQm``� �TTHB[m2` HǶ?vTQi?ĕb2 /2 `û+m``2M+2 ¨ HǶ2M/QKQ`T?BbK2 BM/mBi T�` Ԥ bm` *N	Ԥ
X
Z jRX .QMM2` H� K�i`B+2 /2 Ԥ /�Mb mM2 #�b2 �/�Tiû2 ¨ H� /û+QKTQbBiBQM Ӻ � ԣԘ�� ӸԤ	ԧԘ
X
AAX" Ĝ S�`iBiBQMb /Ƕ2MiB2`b

PM �TT2HH2 T�`iBiBQM /2 HǶ2MiB2` ԝ iQmi2 bmBi2 }MB2 	ᅦ� w ᅦԚ
 ୩ 	තਗ਼
Ԛ i2HH2 [m2ᅦ�    ᅦԚ 2i ᅦ� �  � ᅦԚ � ԝ�
PM MQi2 ကԝ HǶ2Mb2K#H2 /2b T�`iBiBQMb /2 HǶ2MiB2` ԝX �BMbB- က� � \	�
^- က� � \	�
 	� �
^- က� � \	�
 	� �
 	� � �
^X

aQBi Ԥ mM 2M/QKQ`T?BbK2 /2 Ӻ MBHTQi2Mi /ǶBM/B+2 ԟ 2i /2 `�M; ԡX

Z jkX JQMi`2` [mǶBH 2tBbi2 mM2 T�`iBiBQM ᅷ � 	ᅦ� w ᅦԚ
 /2 ԝ 2i mM2 #�b2 ො /2 Ӻ /�Mb H�[m2HH2 H� K�i`B+2
/2 Ԥ 2bi û;�H2 ¨ H� K�i`B+2 ԃᅷ � EJBH	ӿᅦ� w ӿᅦԚ
X
Z jjX aQBi ᅦ mM 2MiB2` M�im`2H MQM MmHX *�H+mH2` H2 `�M; /2 ӿԙᅦ TQm` iQmi 2MiB2` M�im`2H ԙX 1M /û/mB`2 [m2 ӿᅦ
2bi MBHTQi2Mi2 2i T`û+Bb2` bQM BM/B+2 /2 MBHTQi2M+2X

Z j9X 1M /û/mB`2 H� p�H2m` /2 ᅦ�X

Z j8X SQm` ԙ ୩ ත- QM MQi2 ခԙ � \Ԙ ୩ र� Ԛऱ ] ᅦԘ  ԙ^X .ûKQMi`2` [m2 SH	ԃԙᅷ
 � Ԙ୩ခԙ	ᅦԘ ਲ ԙ
X
Z jeX .ûKQMi`2` [m2- TQm` iQmi ԙ ୩ තਗ਼- HǶ2MiB2` ԓԙ � SH	Ԥԙਲ�
 ਲ SH	Ԥԙ
 2bi û;�H �m MQK#`2 /2 #HQ+b ӿᅦԘ /QMi
H� i�BHH2 ᅦԘ 2bi bmTû`B2m`2 Qm û;�H2 ¨ ԙX
Z jdX .QMM2` H� p�H2m` /2 HǶ2MiB2` Ԛ- MQK#`2 /2 #HQ+b ӿᅦԘ BMi2`p2M�Mi /�Mb ԃᅷX

Z j3X SQm` iQmi 2MiB2` ԙ +QKT`Bb 2Mi`2 � 2i ԝ- 2tT`BK2` H2 MQK#`2 /2 #HQ+b ӿᅦԘ /2 i�BHH2 2t�+i2K2Mi û;�H2
¨ ԙX
Z jNX PM bmTTQb2 [mǶBH 2tBbi2 mM2 T�`iBiBQM ᅷங /2 HǶ2MiB2` ԝ 2i mM2 #�b2 ොங /2 Ӻ i2HH2b [m2 H� K�i`B+2 /2 Ԥ
/�Mb ොங bQBi û;�H2 ¨ ԃᅷங X JQMi`2` [m2 ᅷ � ᅷஙX
Z 9yX Zm2H 2bi H2 +�`/BM�H K�tBK�H /ǶmM 2Mb2K#H2 /2 K�i`B+2b MBHTQi2Mi2b- iQmi2b /2 KāK2 i�BHH2 ԝ- i2HH2b
[mǶBH MǶv �Bi T�b /�Mb +2i 2Mb2K#H2 /2mt K�i`B+2b b2K#H�#H2b \
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AAX* Ĝ �TTHB+�iBQMb

Z 9RX aQB2Mi Ӷ H� K�i`B+2
ৄৃৃৃৃৃৃ
ূ

� ਲ� � ਲ� ਲ�� � � � �� � � � �� � � � �� � ਲ� � �
ে 2i Ԥ HǶ2M/QKQ`T?BbK2 +�MQMB[m2K2Mi �bbQ+Bû ¨ ӶX

.ûi2`KBM2` H� T�`iBiBQM ᅷ /2 HǶ2MiB2` 8 �bbQ+Bû2 ¨ Ԥ 2i /QMM2` H� K�i`B+2 ԃᅷX

Z 9kX § HǶ�B/2 /m `ûbmHi�i /2 H� [m2biBQM jR- /ûKQMi`2` [m2 bB Ԃ ୩ ෧ԝ	ජ
 2bi MBHTQi2Mi2- �HQ`b Ԃ- �Ԃ 2iԂળ bQMi b2K#H�#H2bX

Z 9jX § HǶ�B/2 /m `ûbmHi�i /2 H� [m2biBQM R8- /ûKQMi`2` [m2 bB Ԃ 2i �Ԃ bQMi b2K#H�#H2b- �HQ`b Ԃ 2bi MBHTQi2Mi2X

AAX. Ĝ lM �H;Q`Bi?K2 /2 +�H+mH /m MQK#`2 /2 T�`iBiBQMb /2 ԝ
SQm` ԙ ୩ ත- QM MQi2 Ԏԝԙ HǶ2Mb2K#H2 /2b T�`iBiBQMb /QMi H2 T`2KB2` i2`K2 ᅦ� 2bi BM7û`B2m` Qm û;�H ¨ ԙ 2i Ԩԝԙ H2
+�`/BM�H /2 Ԏԝԙ c QM TQb2 Ԩ�� � �X

Z 99X *�H+mH2` Ԩԝ�X

PM b2 T`QTQb2 /2 KQMi`2` [m2- bB � ହ ԙ ହ ԝ- �HQ`b Ԩԝԙ � Ԩԝԙਲ� � ԨԝਲԙNJO	ԙԝਲԙ
X
Z 98X .ûKQMi`2` [m2 +2ii2 û;�HBiû 2bi p`�B2 TQm` ԙ � ԝX

Z 9eX SQm` ԙ � ԝ- pû`B}2` [m2 Ԩԝԙ � Ԩԝԙਲ� � ԨԝਲԙԙX *QM+Hm`2X

Z 9dX *�H+mH2` H2b Ԩԝԙ TQm` � ହ ԙ ହ ԝ ହ � 2M T`ûb2Mi�Mi H2b `ûbmHi�ib bQmb H� 7Q`K2 /ǶmM i�#H2�mX

Z 93X ú+`B`2 mM2 7QM+iBQM Svi?QM [mB T`2M/ 2M �`;mK2Mi mM 2MiB2` ԝ  � 2i [mB `2MpQB2 ԨԝԝX

Z 9NX *QKT�`2` +2 `ûbmHi�i ¨ +2HmB /2 H� [m2biBQM 9yXr r r 6AL r r r
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