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Corrigé CCP 2010 PC Math 1

Partie I

Calculons le polynéme caractéristique de A (donc aussi de f) :

8§—X 4 -7
—-4-X 8
0 0 1-X

—X(X - 1)(X —4).

Ainsi, P est scindé & racines simples, donc ‘ f est diagonalisable‘ .

L’étude des sous-espaces propres donne :
Eo(f) = Vect (v1) avec v1 = (1,-2,0),
Ey(f) = Vect (vg) avec v2 = (1,0,1),
E4(f) = Vect (v3) avec vg = (1,—1,0).

0 00
Dans ce cas, la matrice D est donnée par: D= |0 1 0
0 0 4
La formule de changement de base donne : A = P - D - P! et donc
[am = p.Dm.p1].
En utilisant par exemple la méthode du pivot de Gauss, on trouve : P~1 =
-1 -1 1
0 O 1
2 1 -2
Aprés calculs, on trouve que la matrice de f™ dans la base canonique est :
0 0 O 2 . 4771/ 47”/ 1 _ 2 . 47”
A"=P. (0 1 0 |-Pl=|—-2.4m —4m 2. 4™
0 0 4™ 0 0 1

En particulier, on vérifie que cela redonne A pour m = 1.

Soit M = (m;j)1<i,j<3 une matrice qui commute avec D. On écrit que M D = DM,
ce qui donne m;; = 0 si ¢ # j. Donc nécessairement, M est une matrice diagonale.
Réciproquement, toute matrice diagonale commute avec D qui est elle-méme diago-
nale.
Finalement,

les matrices qui commutent avec D sont les matrices diagonales | .

6) Ona HD = DH = H?, donc ‘ H et D commutent | .

7) D’aprés les questions 5) et 6), si H> = D, alors H est une matrice diagonale. La
condition H? = D donne également :

0 0 O
H=10 £1 0 | (ce qui fournit 4 solutions).
0 0 =£2

Pour obtenir les matrices solutions dans la base canonique, on effectue un change-
ment de base : les matrices solutions sont données par P-H - P~!, ot H est I'une des
4 solutions précédentes. Aprés calculs, on obtient & nouveau 4 solutions, qui sont :

4 2 -3 4 2 =5
(-4 -2 4 et £[—-4 -2 4
0 0 1 0 0 -1

B)

1) On trouve pour tout entier m > 1 : .

2) Travaillons avec les matrices A et J. On a A = J + I3. Comme J et I3 commutent,
la formule du bindéme donne :

L /m " /m 1
Vm e N*, A™ = (I3+J)" = F=1 BN T = o (4m-1) .
m € N, (Is+J]) Z(k>J 3+<Z<k) 3V T = Iy (4" 1)
k=0 k=1
Si on revient aux endomorphismes, cela donne : | pour tout m € N*, f™ =id + %(4’” —1)j
Evidemment, cette relation est encore valable pour m = 0 (car dans ce cas, on a id
=id ).
3) Un calcul du polynéme caractéristique de A donne : Pp(X) = Pa(X) = —(X —
1)2(X — 4). Donc ‘ f admet les deux valeurs propres A =1 et u = 4‘ .
4) D’aprés la question 2), on peut écrire f™ = 1™(id — %j) + 4™(3j) pour

tout entier m > 0. En posant p = id — %j et ¢ = %j, on obtient

‘ I’existence de la décomposition voulue ‘ .

De plus, on a nécessairement id = p + g (pour m = 0) et f = p+ 4q (pour m = 1).
Donc p = %(4id —fletg= %(f —1id), d’ou
Enfin, comme id et j sont deux endomorphismes linéairement indépendants (d’aprés
leur écriture matricielle), il en est de méme pour p et g.

I’unicité de cette décomposition‘ .
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5)

On obtient, en utilisant les expressions de p et ¢ trouvées a la question précédente :
p’=p, ¢"=q, pog=qop=0.

Soit maintenant h = a-p+ 3 - q tel que h? = f. D’aprés les relations précédentes, on
a

h?=a?-p+ % q=f=p+iq

Comme (p, q) est une famille libre, cette égalité équivaut & o? = 1 et 5% = 4.
Donc il y a 4 endomorphismes h solutions, donnés par : |h = +p + 2¢q| .

On détermine les sous-espaces propres de f :

Eq(f) = Vect (w1, wsq) avec wy = (1,—1,0) et we = (0,1, —1),
E4(f) = Vect (ws) avec wz = (1,1, 1).
Comme dim(Ey(f)) + dim(E4(f)) = 3 = dim(R?), | f est diagonalisable |

Et ‘ (w1, we, ws3) est une base de vecteurs propres pour f ‘ .

Notons By = (w1, we, ws). Alors :
1 0 O 1 0 0 0 0 0
D={0 1 0], Mg,=[0 1 0] et Mu,(g)=[0 0 0
0 0 4 0 0 O 0 0 1

0 1

010
On peut prendre par exemple : K = et Y=1[1 0 0
Lo 0 0 2

Soit h I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base By est Y. Alors

car Y2 = D. Et ‘ h n’est pas combinaison linéaire de p et ¢ ‘, car Y n’est pas combi-

naison linéaire de leurs matrices (vues précédemment) dans la base B,.

Soit h tel que h? = f. Comme f est diagonalisable et que ses valeurs propres sont 1
et 4, le polynome @Q1(X) = (X — 1)(X — 4) est un polynome annulateur de f, donc
de h2.

Donc le polynéme @Q2(X) = (X2 —1)(X? —4) = (X — 1)(X + 1)(X —2)(X +2)
est un polynéme annulateur de h. Or ce polynéme est scindé a racines simples, donc
d’aprés le cours, ‘ h est diagonalisable ‘

1)

2)

3)

6)

Partie I1

On a, en utilisant les trois relations, (f — Aid)o (f —pid) = f2—(A+u)f+(Au)id = 0.
Donc (X — A\)(X — p) est un polynéme annulateur de f, scindé a racines simples. Et

‘ f est diagonalisable ‘

A la question précédente, on a trouvé un polyndéme annulateur de f qui n’a que A et
w comme racines. Il en résulte que Sp (f) C {\; u}.

Si p n’est pas valeur propre de f, la seule valeur propre est donc A. Comme f est dia-
gonalisable, on a donc f = Aid. En utilisant les deux premiéres relations de 1’énoncé,
on a donc :

Ad = Ap + g = Ap + Aq.
D’ou (A — u)g =0, et comme X\ # u, ¢ = 0. Ceci est contraire aux hypothéses; ainsi

1 est valeur propre de f.
On montrerait de méme que A\ est aussi une valeur propre de f. Donc

| Sp(f) = {Mu}]

D’aprés la question 1), ona: 0 = (f — Aid) o (f — pid) = (u— A)go (A — p)p. Comme
A # u, on en déduit que .

De méme, comme (f — pid) o (f — Aid) = 0, on trouve .

Enfin, comme id = p + ¢, on obtient, en composant par p (resp. par q) : [p=p

(resp- [a = ).

Comme A\ # 0, f n’admet pas la valeur propre 0. Donc Ker f = {0}, et comme FE

est de dimension finie, | f est bijective | .

De plus, on a vuen 1) que f2—(A+pu)f+ (Ap)id = 0. D’out f~1 = ;—;(ff()\er)id).

11
f7t=sp+-qf.
AT

2

On remplace f et id a 1'aide de p et ¢, ce qui donne finalement :

La relation f™ = A"p + u™q est vérifiée pour m = 0,1,2 d’aprés I’énoncé, et pour
m = —1 d’aprés la question précédente.

Une démonstration par récurrence sans difficulté, d’'une part pour m € N, d’autre
part pour —m € N, donne (en utilisant le fait que pog = gop = 0) :
‘Vm ez, fm= /\mp—l—umq‘.

Soient deux réels a et 3 tels que ap+ Sq = 0. En composant par p, on a ap = 0 donc
« = 0 puisque p # 0. De méme, en composant par ¢, on obtient 3 = 0.

Donc (p, ) est une famille libre et | dim(F) = 2|.
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7) Soit h € R(f)NF. Alors h = ap + g et comme poq=qop =0, h? = a’p+ B%q = Partie III

f = Ap + pg. Comme (p,q) est une famille libre, on a a® = X et 2 = pu, ie.

(puisque A et p sont supposés positifs) a = +vV et = +,/1t. On obtient 4 possi-

bilités, qui réciproquement conviennent toutes. Par conséquent, les 4 solutions sont

h::l:\[\p:l:\/ﬁq . 1) Pour tout P(X):ZizoakaER[X],ona:
8) Définissons la matrice K diagonale par blocs de la fagon suivante : , , . . , .

. P = Yot = Yo (oot =3 (St )= 3
k=0 k=0 i=1 i=1 \k=0 i=1
K=|10 ,
I

ot Ij,_o est la matrice identité de My_2(R) (bien définie car k > 2).
Alors un produit par blocs donne immédiatement .

On va raisonner matriciellement. Appelons k lordre de multiplicité de la valeur
propre A (k > 2) et considérons une base de diagonalisation B, pour f; c’est égale-
ment une base de diagonalisation pour p et g car p = )\flu (f—pid) et g = #iA (f=Aid).
De plus, dans la base By, ces matrices sont définies par blocs comme suit :

) M) = ( ) e Muto) = (

Soit alors p’ ’endomorphisme dont la matrice dans la base By est :

- (et

ou la matrice K € My (R) a été définie a la question précédente. De plus,

e un produit par blocs donne M2 = Mg, (p), donc p'* = p;

e des produits par blocs donnent M - Mg, (q) = Mp,(q) - M = 0,, donc p’ o g =
qgop =0n;

e comme M n’est pas diagonale, p’ ¢ F' = Vect (p, q).

Ay,
0

0
.uln—k

Iy, 0
0 On—k

Ox 0

M, (1) = ( o

K 0
0 On—k:

En résumé, ‘l’endomorphisme p’ ainsi construit répond a la question ‘

10) Sidim(E) > 3, alors A ou u est d’ordre au moins 2. Supposons par exemple que c’est
. Posons h = vV \p/' + Vg, ot p’ est 'endomorphisme défini a la question précédente.
On a h? = A\p + uq = f par propriétés de p’ et g, et pourtant h ¢ F car p’ ¢ F et

A#£0.

m

2) Prenons P(X) = H(X_)‘i)‘ Alors P(\;) = 0 pour i = 1, ..., m, et d’aprés la question

précédente P(f) = 0. Le polynoéme P est annulateur de f et il est scindé a racines

simples. Donc ‘ f est diagonalisable‘ .

D’aprés la question 1), Le(f) = D" Le(Ni)pi- Mais Lg(N;) = 07 (o0t §p; = 1 si
L=1iet0sil#i).
Donc | Ly(f) = pe | - De plus,

M (f = Nid 0
(f = Addd) ope = (f — Addd) o Le(f) = ]_[H:i(f(ke _1>\>.) T e —N) 0-
1<i<m 1 1<igm 4
i AL

1l en résulte que ‘ Im (pg) C Ker (f — A\sid) ‘ .

En outre, le polynéme P(X) de la question 2) est annulateur de f et a pour racines
M,y Am. Done Sp (f) C {A1,..., A} Et par hypothése, pour tout 1 < ¢ < m,
pe # 0 done Im (py) # {Og} et Ker (f — M\id) # {0g}. Ceci signifie que A est effec-
tivement une valeur propre de f.

Finalement, on a bien ‘ Sp(f) ={ A1,y A} ‘ .

Comme pe(f) = Le(f), piopj = (éi L) (5)-

e Si i # j, le polynome P(X) = H(X — ;) divise (L; - L;)(X). Comme P(f) =0,
i=1

on adonc (L; - L;)(f) =0et .

e Sii=j, commeid =) ;" p; (relation de I’énoncé pour k = 0), en composant par

En conclusion, | R(f) ¢ F|.

p; on obtient .
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5)

L’endomorphisme f étant diagonalisable, d’aprés le cours on a

E = @ Ker (f - \id)
1=1

Le fait que chaque p; est un projecteur a été démontré a la question précé-
m

Zlm (pi). Or on a vu que

i=1

dente. De plus, comme id = Y." p;, on a E

m

Im (p;) C Ey,(f). D’aprés la somme directe précédente, on a donc E = @Im (pi)
i=1

et Im (p;) = Ex,(f) pour tout i. Enfin le fait que p; o p; = 0 pour 7 # j montre que

‘les p; sont les projecteurs associés & cette somme directe‘ .

Ecrivons une combinaison linéaire nulle des (p;)i<i<m @ Doreq @ipi = 0. Soit £ €
[1;m]. En composant par ps, on obtient asp, = 0, d’ott ay = 0 car py n’est pas nul
d’aprés I’énoncé.

Ainsi tous les coefficients a; sont nuls et la famille (pq,...,p,) est libre. Donc
dim(F)=m|.

Soit h = > a;p; € F telle que h? = f. Alors h? = 7" aZp; = >0" \ipi et
comme la famille (py, ..., p;,) est libre, af = )\; pour tout i. Réciproquement, tous les

R(f)NF = {ii\[\z‘pz}

h vérifiant cette relation sont solutions. En résumé,

a) Sim =n, il y a n sous-espaces propres dans l'espace E de dimension n.

Donc ‘ la dimension de chaque sous-espace propre de f est égale a 1 ‘ .

b) Si h € R(f), hof = h® = foh. Donc h et f commutent et d’aprés le
cours, tout espace propre Ey,(f) est stable par h. Soit = un vecteur propre de
f, par exemple x € Ej,(f) \ {Og}. Comme dim(Ey,(f)) = 1, h(z) = pz et
‘x est vecteur propre pour h‘ .

c) Soit h € R(f). D’aprés la question précédente, pour tout 1 < i < m, il existe
i € R tel que pour tout x; € Ey, (f), h(z;) = pix;.
n

Soit z € E. CommeE:@E,\i(f), r=x1+ -+ x, avec z; € Ey,(f) et

=1

h(x) _ h(:cl N -Tn) = Z,ui:ci = Z,Uipi(z)
i=1 =1

soit h = > """, pip;. Donc | R(f) C F|.

9)

A)
1)

En reprenant la question II1.7), on voit qu’une condition nécessaire et suffisante
sur les \; pour que R(f) soit non vide est : ‘Vi e [1;n], N\ = O‘ .

Si m < n, alors il existe i tel que dim(FEy,(f)) > 2. Si les A; sont positifs ou nuls, on
peut alors reprendre le méme raisonnement qu’a la question I1.10), qui montre que

R(f) L F|

Partie IV

Soit © € E tel que fP~(z) # Op et (a1,...
i;é apf¥(z) = 0.

En composant par fP~!, comme f¢ = 0 pour tout ¢ > p, on obtient agf?~!(z) =0

donc ap = 0. On recommence en composant par fP~2,..., f, ce qui donne au final

ap =" =0ap—-1 =0.

Donc ‘la famille (z, f(x), f2(z),..., fP~1(x)) est libre‘ . Cette famille a p éléments

dans un espace de dimension n, donc |p < n | et ‘ fr=f""Po fP= O‘ .
Si R(f) # 0, soit h € L(E) tel que h? = f. Alors h*" = f* = 0 donc h est nilpotent

et d’aprés 1), A" = 0. De plus, h??=2 = fP=1 £ 0 donc 2p—2 < n—1, i.e.

,ap) une famille de réels tels que

On sait d’aprés le cours que pour o ¢ N,
+o00 n—1
o ala—1)--(a—k+1) ala—1)--(a—k+1)
Vo €]-1;1[, (14x)* = Z x zk = Z o zk
k=0 k=0
au voisinage de 0. Ici, a = % et pour tout k € [O;n — 1],

G- G-k
k!

D’aprés la question précédente, pour —1 < = < 1, V14+2 = P,(z) + 2"y(z)
ou 7 est une fonction bornée au voisinage de 0. En élevant au carré, cela donne
L2 = (Po(2) +2"y(2))* = P2(z) + 2" (2P, (1)1(x) + 2™(2)?) = | P2(x) + 2" n(x) |
pour une fonction 7 bornée au voisinage de 0.

Posons alors Q,,(7) = P2(z) —x —1; c’est une fonction polynéme. D’aprés la relation
précédente, x — Qn(z)/x™ est une fonction bornée au voisinage de 0. Ceci n’est pos-
sible que si Q,,(X) n’admet pas de terme en X* pour k € [0;n — 1], ce qui entraine

ap =
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\Xn divise Qn(X) \ .

On écrira dans la suite @, (X) = X" - S,(X) ou S,, est une fonction polyndme.

5) e D’aprés les résultats des questions précédentes, (P, (f))?—f—id = (P?)(f)—f—id =

B)

1)

froSu(f). Or f =0 d’aprés 1), donc (P,(f))? = f +id, i.e. P,(f) € R(f +id).
e Plus généralement, (P,(af))? — af —id = (P2)(af) — af —id = (af)" o
Sn(af). Comme f* = 0, (P,(af))? = af +1id, i.e. Py(af) € R(af + id). Donc
[R(af +id) #0].

e Comme [ # 0, soit h € R(%f + id) (c’est possible d’aprés ce qui précéde). Alors
h? = %f+id et comme 3 > 0, (/B h)? = f + Bid. Donc /B h € R(f + Bid) et

[R(f + Bid) # 0.

La matrice T'— AI,, est triangulaire supérieure avec des zéros sur la diagonale ; il en ré-
sulte que rg (T'—AI,,) < n—1. Un calcul matriciel simple montre que rg ((T—\I,,)*) <
n —k pour k € [2;n] et en particulier pour k¥ = n : rg (T — AI,)") = 0, ie.
(T —2L)" =0].

Remarquons que cette question peut se traiter directement en utilisant le théoréme
de Cayley-Hamilton, mais que ce théoréme est hors programme en PC.

Comme f est un endomorphisme de F dont le polynéme caractéristique est scindé,
il est trigonalisable. De plus, comme f n’admet qu’une seule valeur propre A, il
existe une base dans laquelle la matrice T de f est triangulaire supérieure, dont tous
les coefficients diagonaux sont égaux a un réel A. D’aprés la question précédente,

(T = AL)" = 0, et (f — Xid)" = 0. Donc | E = Ker (f — Xid)" |

D’aprés la partie A), comme (f — Aid)" = 0, R((f — Aid) + Xid) # 0 (question A)5)
en prenant 5 = A et en remplagant f par f — Aid). Donc ‘ si A > 0 alors R(f) # @‘ .
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Premiers résultats.

QL.

Q2.

Q3.

Soit B une base de E et u un endomorphisme de E. Posons M = Matg(u).
Puisque M* = (Matg(u))* = Matg(u*), on a :

M est nilpotente d’indice p
MP=0et MP~1£0

Matg(uP) = 0 et Matg(uP~!) #0
uP =0 et uP~1 £ 0.

u est nilpotent d’indice p <
=4
<~
54

On utilisera dans la suite que :

‘u est nilpotent d’indice p si et seulement si u? = 0 et uP~1 # 0. ‘

Soit un endomorphisme nilpotent d’indice 1, alors u = u! = 0.

‘Un endomorphisme nilpotent d’indice 1 est nul. ‘

L’endomorphisme u est nilpotent d’indice p > 2. p est le plus petit entier £ > 1 tel
kE_

que u* = 0.

Donc u? = 0 et uP~! # 0 (sinon cela contredirait la minimalité de l'entier p).

Puisque uP~! #£ 0, ‘il existe un vecteur x € E tel que u?~*(z) # 0. ‘

L’endomorphisme w est nilpotent d’indice p > 2. Puisque w” = 0, on a également
Vk > p, u* = 0. ‘

Montrons que la famille (u*(z))o<k<p—1 est libre. Soit (Ao, ...
scalaires tels que :

s Ap—1) € CP des

Mo + Au(z) + ..+ Ap_uP T H(z) = 0. (%)

e En appliquant 'endomorphisme u?~! & 1’équation (x), il vient : Agu?~!(z) = 0
or uP~1(x) # 0 donc \g = 0.
L’équation (x) devient :  Au(z) + ...+ Ap_quP~!(x) = 0.

e En appliquant ’'endomorphisme u?~2 & I’équation (x), il vient : \juP~!(z) = 0
or uP~1(z) # 0 donc \; = 0.
L’équation (x) devient :  Aou?(z) + ...+ A\p_1uP~1(z) = 0.

e En itérant le procédé, on obtient \g = A = ... =X, =0.
L’équation (*) devient :  A\p—juP~!(z) = 0. Or uP~!(z) # 0 donc \p,—1 = 0.

e Finalement, Vi € [|0,p — 1|], \; = 0, donc la famille B = (z,u(x),...uP~1(x)) est
libre.

Q4.

Q5.

Q6.

Ainsi | la famille (u*(x))o<r<p—1 est libre.

L’espace vectoriel E est de dimension 2, donc toute famille libre est de cardinal
inférieur ou égal a 2.
La famille libre (u*(z))o<k<p—1 est de cardinal p, d’ott p < 2. Or p > 2 donc

L’endomorphisme u est nilpotent d’indice p = 2, donc u? = 0 avec u # 0.
Puisque u # 0 n’est pas ’endomorphisme nul, son rang vérifie rg (u) > 1.
Puisque dim(E) =n = 2, rg (u) vaut 1 ou 2.

Supposons par I’absurde que rg (u) = 2, alors u serait bijectif, donc u
lement bijectif. Ceci est absurde car u? = 0. On a donc rg (u) = 1.
Par le théoréme du rang, on a de plus rg (u) + dim(Ker(u)) = dim(E) = 2 donc
dim(Ker(u)) =2—-1=1.

Puisque u? = 0, on a Im(u) C Ker(u). En effet, soit z € Im(u), alors 3y € E,z =
u(y) donc u(x) = u?(y) = 0 et = € Ker(u).

On obtient Im(u) C Ker(u) et ces sous-espaces vectoriels sont de méme dimension
1, d’ou I'égalité ‘ Ker(u) = Im(u). ‘

2 serait éga-

On a montré que p = 2 et que la famille (u*(z))o<r<p—1 = (@, u(x)) est libre.

La famille B = (x,u(z)) est libre et de cardinal 2 dans un espace E de dimension
2, donc c’est une base de E.

De plus u(z) = 0z + lu(z) et u(u(x)) = u?(z) = 0 donc la matrice de u dans B

vaut :
0 0
Matpg(u) = <1 0) = Jo.

‘La famille B = (z,u(z)) est une base de E dans laquelle la matrice de u vaut Jo.

Soit A € M5(C) une matrice nilpotente de M3(C), d’indice de nilpotence p.
Sip=1, alors A =0 donc la trace et le déterminant de A sont nuls.

Sip > 2, on a montré que p = 2. Notons v ’endomorphisme de C? canoniquement
associé a A. Alors u est nilpotent d’indice 2. Il existe une base B de E telle que
Matg(u) = Ja.

Notons P la matrice de passage de la base canonique de C2 & la base B, alors
P YAP = J; et A et J, sont semblables.

Puisque A et Jo sont semblables, elles ont méme trace et méme déterminant. Or

Jy = (? 8) est de trace nulle et de déterminant nul, donc A également.

On a montré que si A € M>(C) est nilpotente, alors Tr(A) = det(A) = 0.

a b
(c d> , le
polynéme caractéristique de A vaut
xA(X)=X?—(a+d)X + (ad — bc) = X? — Tr(A)X + det(A) = X2

Réciproquement, supposons que Tr(A) = det(A) = 0. En écrivant A =
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Q7.

Q8.

Q9.

D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, le polynéme caractéristique de A annule
A donc xa(A) = A%2 = 0 et A est nilpotente. Ainsi :

les matrices nilpotentes de M5(C) sont exactement les matrices de trace nulle et
de déterminant nul.

L’endomorphisme u est nilpotent d’indice p = 2 et de rang r.

Puisque u est nilpotent d’indice p = 2, on a u? = 0 avec u # 0.

Montrons que Im(u) C Ker(u). Soit z € Im(u), alors Jy € E,x = u(y) donc
u(x) = u?(y) = 0 et = € Ker(u).

Donc ‘Im(u) C Ker(u).‘ En particulier, on a r = rg (u) < dim(Ker(u)). Par le

théoréme du rang,

2r =7+ < 1g (u) + dim(Ker(v)) = dim(E) = n,

On a Im(u) = Ker(u) donc Im(u) et Ker(u) sont de méme dimension r et
dim(E) = rg (u) + dim Ker(u) = 2r.

Soit H un supplémentaire de Ker(u) dans E : E = H @ Ker(u). Alors dim(H) =
n—r=r.

Soit (ey,...,e,) une base de H.

Puisque u?> = 0, on a Vi € [|1,7|,u(e;) € Ker(u). Montrons que la famille
(u(e1),...,u(e,)) de Ker(u) est libre.

Soit (A1,...,Ar) € C” des scalaires tels que Adju(er)+...+A-u(e,) = 0. Par linéarité
de u :

0=Muler) +...+ Mule,) =u(Aier + ...+ A\eey).

Donc le vecteur A\jeg + ...+ \.e, appartient & H N Ker(u) = {0}, donc est nul. Or
la famille (eq,...,e,) est libre donc Vi € [|1,7|], A; = 0.

Finalement, (u(e1),...,u(e,)) est une famille libre et de cardinal r de Ker(u) qui
est de dimension r, donc c’est une base de Ker(u).

La décomposition E = H & Ker(u) montre qu’en réunissant la base (e1,...,e,.) de
H et la base (u(e1),...,u(e,)) de Ker(u), on obtient une base de E.

En réordonnant cette base, ‘ (e1,uler),ea,u(es),. .., eq,u(e,)) est une base de E. ‘
Notons B = (e1,u(e1), ez, u(ea),...,er,u(e,)) la base de E obtenue dans la ques-

tion précédente.
Soit k € [|1,7]], alors u envoie ey, sur u(eg).
u? = 0 donc u(u(er)) = 0. Chaque famille (ex,u(ex)) fait apparaitre un bloc

<(1) 8) = Jy sur la diagonale. On en déduit la matrice par blocs de u dans B,

Q10.

Q11.

Q12.

qui contient r blocs J :
Jo
Matg(u) =
Jo

Ainsi ’ Matg(u) = Diag(Ja,. .. J2) avec r blocs diagonaux Ja. ‘

On a Im(u) C Ker(u) avec Im(u) # Ker(u) donc Ker(u) est de dimension
dim(Ker(u)) =n —r > r.

Soit H un supplémentaire de Ker(u) dans F : E = H & Ker(u). Alors dim(H) = r.
Soit (ey,...,e,) une base de H.

Comme dans la question Q8., la famille (u(e1),...,u(e,)) est encore une famille
libre et de cardinal r de Ker(u) qui est de dimension n — r > r. Donc on peut
compléter cette famille en une base de Ker(u), en rajoutant (n —r) —r =n — 2r

vecteurs de Ker(u), que 'on note (vy,...,v,_2,).

La décomposition £ = H @ Ker(u) montre qu’en réunissant la base (eq,...,e,) de
H et la base

(u(er),...,uler),v1,...,0n—2-) de Ker(u), on obtient une base de E.

En réordonnant cette base,

‘ (e1,u(er),es,u(ea),... e uler),vr,...,v,_2.) est une base de E. ‘

Notons B = (eq,u(ey), ea, u(es), ..., er, uler),v1,...,0p_2-) la base de E obtenue

dans la question précédente.

Soit k € [|1,7]], alors u envoie ey, sur u(eg).

u? = 0 donc u(u(ex)) = 0. Chaque famille (eg,u(ex)) fait apparaitre un bloc
0 0
10

donc Vk € [|1,n — 2r|],u(vx) = 0.

On en déduit la matrice par blocs de u dans B, qui contient r blocs Jo puis n — 2r

termes 0 sur la diagonale :

= J sur la diagonale. Les vecteurs vy, ..., v,_o, appartiennent a Ker(u)

Jo

Matg (u) = J
2

Op—2r

Ainsi ’ Matg(u) = Diag(Ja, ... Ja,0,—2,) avec r blocs diagonaux Js.

Soit A € M, (C) nilpotente d’indice p > 1. Alors A? = 0 donc le polynéme
P(X) = X? annule A.
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Q13.

Ql4.

Q15.

Q6.

D’aprés le cours, Sp(A) C Racines(P) = {0}. De plus, le polynome caractéristique
de A est de degré n > 1 et scindé sur C donc posséde au moins une racine, donc le
spectre de A est non vide et nécessairement Sp(A4) = {0}.

‘ Si A est nilpotente, alors 0 est I'unique valeur propre de A. ‘

Soit A € M,,(C) nilpotente et diagonalisable.

Alors A est semblable & une matrice diagonale D € M, (C) dont la diagonale
contient les valeurs propres de A. On a montré que Sp(A) = {0}, donc D = 0.
Ainsi 3P € GL,(C),P~*AP =D =0, doit A= POP~! =0 et A est nulle.
Réciproquement, la matrice nulle est clairement diagonalisable et nilpotente.

La seule matrice de M,,(C) a la fois nilpotente et diagonalisable est la matrice
nulle.

Soit A € M, (C) une matrice nilpotente. Puisque 0 est la seule valeur propre, la
seule racine de son polynome caractéristique x4 est 0. De plus x4 est unitaire et
de degré n, donc ya(X) = X™.

Réciproquement, soit A € M,,(C) de polynome caractéristique x 4(X) = X™.
D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, le polynéme caractéristique de A annule
A donc xa(A) = A™ = 0 et la matrice A est nilpotente (d’indice de nilpotence
p<n).

Une matrice A € M,,(C) est nilpotente si et seulement si son polynoéme caracté-
ristique vaut y4(X) = X™.

On suppose que 0 est 'unique valeur propre de A € M, (C).

Les racines du polynome caractéristique x 4 sont exactement les valeurs propres de
A. Donc la seule racine de x4 est 0. De plus x4 est unitaire et de degré n, donc
xa(X)=X"

D’aprés la question Q14., A est nilpotente.

‘ Si 0 est I'unique valeur propre de A € M,,(C), alors A est nilpotente. ‘

Soit A € M, (C) une matrice triangulaire de diagonale nulle. Alors le polynéme
caractéristique se calcule aisément : x4(X) = det(XI, — A) = X™ (la matrice
X1, — A est en effet triangulaire supérieure avec des X sur sa diagonale).
D’aprés la question Q14., A est nilpotente.

‘Une matrice triangulaire de M, (C) de diagonale nulle est nilpotente. ‘

Soit A € M,,(C) une matrice nilpotente. Alors Sp(A) = {0}.

Son polynéme caractéristique y 4 est scindé sur C donc A est trigonalisable dans
M, (C). 1l existe P € GL,(C) telle que T = P~1AP est triangulaire supérieure.
Ces deux matrices sont semblables donc ont méme spectre, or Sp(A) = {0}, donc
les coefficients diagonaux de 7', qui sont aussi ses valeurs propres, valent 0.

Q17.

Q18.

Q19.

Q20.

‘ Une matrice nilpotente est semblable & une matrice triangulaire & diagonale nulle.

Soit A une matrice nilpotente d’indice p. Alors AP = 0.

Soit P € C[X] un polynéme multiple de X?. Alors il existe Q@ € C[X] tel que
P(X)=XPQ(X).

Alors P(A) = APQ(A) = 0Q(A) = 0 donc P est un polyndme annulateur de A.

Si A est nilpotente d’indice p, alors tout polyndéme de C[X] multiple de XP est
un polynome annulateur de A.

Soit A une matrice nilpotente et P un polynéme annulateur de A.

Puisque A est nilpotente, sa seule valeur propre est 0.

Puisque P annule A, {0} = Sp(A4) C Racines(P) : les valeurs propres de A sont des
racines de P.

En particulier, ’ 0 est racine de P. ‘

On a P(A)=0et P(X)=X"Q(X) avec Q(0) # 0.

Puisque Q(0) # 0, 0 n’est pas racine de . On note d le degré de @, C # 0 son
coefficient dominant, a; ses racines qui sont toutes non nulles, alors

d d
QX) = CT[(X —aw). @A) = C (A - arln).
k=1 k=1

A est nilpotente donc 0 est la seule valeur propre de A. Ainsi YA € C\ {0}, A
n’est pas valeur propre de A donc Ker(A — AI,,) = {0} et la matrice (A — AI,,) est
inversible.

Ainsi Vk € [|1,d|], ar, # 0 donc (A —ayI,) est inversible. Alors Q(A) est un produit

de matrices inversibles, donc ‘ Q(A) est inversible. ‘

On en déduit alors :
0=PA)=A"Q(A) = A™=0(Q(A) =0

donc A™ = 0. Par minimalité de I'indice de nilpotence p de A, on a p < m. Ainsi
FeN, m=p+let

P(X) = X"Q(X) = XP(X'Q(X)),

donc ‘ P est un multiple de X? dans C[X]. ‘

1 3 =7
On considére A= [2 6 —14|. La trace de A est nulle : Tr(4) =146 —-7=0.
1 3 -7

Notons (1, Co,C3 les trois colonnes de A, puisque Cy = 3C; et C3 = —7C7 on a
Im(A) = Vect (Cy) donc rg (A) < 1. Or A # 0 donc rg (A) > 1. Ainsi [rg (A) = 1.
Par le théoréme du rang, rg (A) 4+ dim(Ker(A4)) = 3 donc ‘ dim(Ker(4)) = 2.
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Q1.

Q22.

En particulier, 0 est valeur propre de A, de multiplicité au moins 2.

Supposons que 0 soit valeur propre de multiplicité exactement 2 dans x4, alors il
existe une valeur propre A # 0, nécessairement de multiplicité 1.

Puisque la trace est la somme des valeurs propres comptées avec multiplicité, on
aurait :

Tr(A) =0=2x0+1x A=)\
donc A = 0, ce qui est absurde. Ainsi 0 est valeur propre de multiplicté 3 dans

le polynome caractéristique, donc | xa(X) = X3.| Par la question Q14., A est

nilpotente.
Un simple que A?2 = 0
‘A est nilpotente d’indice de nilpotence p = 2. ‘

calcul montre avec A # 0, donc

A est nilpotente d’indice 2 donc il existe e; € C3 tel que Ae; # 0. On pose ensuite
ea = Ae;. On peut prendre par exemple

1
€1 = 0

1
¢ Ker(A4), e =Ae; = [2] € Ker(4).
0 1

A% =0 donc Aey = A%e; =0 et ez € Ker(A). Or Ker(A) est de dimension 2 donc
on peut trouver es tel que (eq, e3) forme une base de Ker(A). On prend par exemple

3
es = | —1| € Ker(A).
0
Posons
1 1 3
P=10 2 -1
01 0

Alors P est inversible (en calculant son déterminant par exemple). Puisque Ae; =
ea,Aes = Aes = 0, la matrice de 'endomorphisme u canoniquement associé a A
dans la base B = (e, €2, e3) vaut

Matg(u) = P~'AP = = Diag(J2, J1)-

o = O
o O O
o OO

Notons C la base canonique de C3, alors A = Matc(u) et R = Mate(p). L'égalité
R? = A conduit &

R? = (Matc(p))? = Mate(p?) = A = Mate (u).

10

Q23.

DoncAlors uop=plop=p3=pop>=pou donc‘uetpcommutent.‘

Montrons que Im(u) est stable par p. Soit © € Im(u). Iy € E, v = u(y). Alors

p(x) = p(u(y)) = u(p(y)) € Im(u). Donc ‘ Im(u) est stable par p. ‘

Montrons que Ker(u) est stable par p. Soit 2 € Ker(u). Alors u(z) = 0 donc
u(p(z)) = p(u(x)) = p(0) = 0 donc p(x) € Ker(u). Donc ‘
Puisque A2 = 0, on a u? = 0 d'ou p* = (p?)? = u? = 0. Ainsi p* = 0 et

Ker(u) est stable par p. ‘

‘ p est nilpotent. ‘
Posons R’ = P~'RP. Alors

000
(R')> = (P~'RP)* = P"'R2PP~'AP = Diag(J5,J1) = (1 0 0
00 0

Avec les notations de la question Q21. pour les vecteurs eq, ez, e3, on a Im(u)
Vect (ez) et Ker(u) = Vect (eq, e3). Déterminons p(eq), p(ez2), p(es) en utilisant que
la matrice de p? vaut (R')?, et que Im(u) et Ker(u) sont stables par u. On a en
particulier

p*ler) = eo.
p*(e2) = 0.
p*(es) = 0.

e Im(u) = Vect (ez2) est stable par p donc Ja € C, p(e2) = aes.

Alors p?(e2) = a%es = 0 donc a = 0 et m

o Ker(u) = Vect (ez,e3) est stable par p donc u(es) € Vect (e2,e3) et I(a,b) €
C?, p(e3) = aeq + bez. Alors

p*(e3) = ap(ea) + bp(ez) = bp(ez) = abey + b*ez = 0.

Puisque (eg, e3) est libre, ab = b?> = 0 donc b = 0 et M

e J(b,c,d) € C3,p(e1) = bey + cea + des. Alors

p*(e1) = ea = bp(er)+cp(ez)+dp(es) = b(bey+cea+des)+daes = b?ey+(be+da)ea+bdes.

Donc
b%e; + (be + da — 1)ey + bdes = 0.

La famille (eq, s, e3) est libre donc ces trois coefficients sont nuls.

b2 = 0. b O b — O
be+da—1 = 0 :{da _ é{d — 1/a, a #0.
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Q25.

On en déduit finalement qu’il existe a # 0 et ¢ € C tels que :

pler) = cea+ (1/a)es. 0 00
plea) = 0. = R =Matg(p)=[ ¢ 0 a
ples) = aes. 1/a 0 0

Réciproquement, une telle matrice vérifie bien (R’)? = Diag(Js, J1).
Donc 'ensemble des racines carrées de A vaut :

0
Pl c
1/a

0 0
{racines carrées de A} = 0 a|P lacCceC
0 0

ou P est la matrice de passage définie & la question Q21..

On démontre le résultat préliminaire suivant.

Soit B € M,,(C) nilpotente d’indice p. Alors x5(X) = X" donc B"=0et p< n

Ainsi ‘ Pindice de nilpotence p d’une matrice nilpotente B € M,,(C) vérifie p < n.
0 00

On suppose qu’il existe une solution R vérifiant R?> =J; = (1 0 0 ]. En calcu-
01 0

lant (J3)2 et (J3)3 :

00 0
R* = (R?)? = (J3)* 0 0 0], RS=(R*3=(J3)?°=0.
100

On en déduit que ‘ R est nilpotente. ‘ Puisque R* # 0 et RS = 0, l'indice de nilpo-
tence de R vaut ¢ =5 ou ¢ = 6, or n = 3 donc ¢ > n, ce qui est absurde.

L’équation R? = .J5 n’a pas de solution. ‘

Soit V' € M,,(C) une matrice nilpotente d’indice p, avec 2p — 1 > n.
On suppose qu’il existe une solution R vérifiant R?> = V.
V est nilpotente d’indice p donc VP =0 et VP~ £ 0. Alors

R? = (R*P =VP =0
donc R est nilpotente. Notons g I'indice de nilpotence de R. On a
R?P72 = (R*)P T =VPl 0.
Donc l'indice de nilpotence de R est strictement supérieur a 2p — 2 :

q=2p—1>n

11

Q26.

Q27.

donc g > n, ce qui est absurde.

Si 2p — 1 > n, alors 'équation R? = V n’a pas de solution.

Soit n > 3. On remarque que

2

00 0 00 0
(J)2=(1 0 o] =(0 0 0| =8,
0 0 0 1 00

avec B% = 0 donc B est nilpotente d’indice 2.

0 0 O
Posons | V = Diag 0 0 0],0,.3]¢€M,(C).|OnaV?=0doncV est nil-
1 0 0

potente d’indice p = 2. De plus

(Diag (J3,0,,-3))* = Diag ((J3)?, (0 3)?)

v,

donc ‘ V admet au moins une racine carrée. ‘

Deuxiéme partie.

Soit x € Im(u), alors u(x) € Im(u) donc ‘ Im(u) est stable par u. ‘

Notons v = u|y(y) 'endomorphisme induit par u sur Im(u). u est nilpotent d’in-
dice p donc u? = 0.

Alors Vz € Im(u),vP(x) = uP(x) = 0 donc v est nilpotent. Notons ¢ l'indice de
nilpotence de v.

Soit x € Im(u). Alors Jy € E, z = u(y), donc vP~!(z) = uP~!(z) = uP~ ! (u(z))
uP(x) =0 donc ¢ < p— 1.

u est nilpotent d’indice p donc uP~! # 0. Donc Iz € E,uP~!(z) # 0. Alors
u(z) € Im(u) et :

VP (@) = w7 (u(@) = uP (@) #0,

donc vP~2 #£ 0. Finalement ¢ > p—1et g =p — 1.

L’endomorphisme induit v = u1y(y) est nilpotent d’indice ¢ = p — 1.
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Soit # € E non nul et O, (x) = Vect (uf(x),k € N).

Montrons que C,,(z) est stable par u. Soit y € C,(z).

Le vecteur y est combinaison linéaire d’un nombre fini de u*(x), donc 3d € N tel
que y € Vect (u(z),0 < k < d). Ainsi J(ag, ..., aq) € CH tels que

d
y o= 3wt
ij
u(y) = Zaku Zakuk"’l € Vect (uf(z),k € N) = C, ().
k=0

On a montré que Yy € Cy(x), u(y) € Cy(x), donc‘C’( )eststableparu.‘

Puisque u? = 0, on a uP(x) = 0 avec p > 1. Posons Py = {k € N*, u*(z) = 0}. On
ap € Py. Py est une partie non vide et minorée de N, donc admet un plus petit
éléement noté s(x).

Ainsi | il existe un plus petit entier s(z) > 1 tel que u*® (z) = 0.
On a Vk > s(x),u¥(x) = 0 donc
Cy(x) = Vect (u*(x), k € N) = Vect (u*(x),0 < k < s(z)—1) = Vect (z,u(z), ...

ce qui prouve que la famille (z,u(x),...u*®)~1(z)) est génératrice de C,, ().
En appliquant la méme technique que dans la question Q3., montrons que cette fa-

mille est libre. Pour simplifier les notations, on pose ¢ = s(z). Soit (Ao, ..., \g—1) €
C1? des scalaires tels que :
Mo + Au(x) + ..o+ AgudHz) =0, (%)
e En appliquant I’'endomorphisme u?~! & I’équation (x), il vient : Agu?=!(z) = 0
or u?~1(z) # 0 donc \g = 0.
e En appliquant I’'endomorphisme u?~2 & I’équation (x), il vient : \ju?=!(z) = 0

or u?~!(z) # 0 donc \; = 0.

e On obtient \g = A\; = ... = Ao = 0. Alors A\;_ju?"!(z) = 0 or wi™(z) #0

donc A\g—; = 0.
e Finalement, Vi € [|0,q — 1|, \; = 0, donc la famille B = (z,u(z), ... u*®~1(z))
est libre.
Ainsi :
la famille B = (z,u(x),...u*®~1(z)) est libre et génératrice, donc une base de
Cy(x).

e

12

Q30.

Dans cette base, par construction, la matrice de 'endomorphisme uc, () induit
par u sur C,(z) vaut :

—
o

Matg(mcu(m)) = ’Matg(u‘cu(m)) = Js(m). ‘

1 0
Montrons par récurrence sur p >
(Hp)

E= @ Cu(l‘z)

Initialisation : p = 1. Soit w nilpotent d’indice 1, alors v = 0. Soit (z1,...,z,)
une base quelconque de E. Alors Vi, € [|1, n|], s(z;) = 1 donc C\,(x;) = Vect (z;) et

E= @Vect (x;) = @Cu(xl)

i=1
Heredlte (Hp—1) = (Hp)

1 Phypothése (H,,) suivante :

: si w est nilpotent d’indice p, alors il existe des vecteurs (z;)1<i<: tels que
t

: Supposons le résultat vrai au rang p— 1 et montrons-le

~1(z By rang p.

Soit u nilpotent d’indice p. Soit v = iy () 'endomorphisme induit par u sur
Im(u).

Alors v est nilpotent d’indice p — 1 (question Q27.).

Par hypothése de récurrence appliquée a v, il existe des vecteurs y, . . .

tels que
t
u) = @ Culyi)-
i=1

Pour tout ¢ € [|1,¢]], on a y; € Im(u) donc Jz; € E,y; = u(x;). Remarquons que
s(z;) =s(y;)+1. Ona:

,yr de Im(u)

Culx;) = Vect (xs,u(zs), ..., us@)=1(z;)).
Culyi) = Vect (yi,...,u*W)=1(y,))
= Vect (u(a:i),. u W) (z;))
= Vect (u(z;),...,u* @)1 ().
dim(Cu(z;)) = dim(Cu(y:)) + 1.

Posons z = dim(Ker(u)). Les vecteurs (u*®)=1(zy), ..., u*@)~1(z;)) forment une
famille libre de cardinal ¢ de Ker(u), que 'on peut compléter en une base de Ker(u)
a l'aide de z — t vecteurs :

(@)=Y (zy), . wt @)= () vy, .. v.—). On a v; € Ker(u) donc s(vj) = 1 et
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Cyu(vj) = Vect (vj). De plus s(x1) + s(z2) + ... + s(zg) = dim(E) = n.
On introduit le sous-espace vectoriel F' de E suivant : Avec les notations précédentes, en posant Vi € [|1,k|l,a; = s(z;) et 0 =
(a1y... ),
Fo (é Cu(x1)> ® éscu(vj) ‘il existe une base B de E vérifiant Matg(u) = N, = Diag(Jo,, .-, Jay)- ‘
i=1 j=1 Q33. Soit a € N*. Soit (eq,...,en) la base canonique de C™.
Calculons la dimension de F : 0
1 0 ; _
t 2=t _ Vielll,n—1]], Jale:) = eiy1.
dim(F) = S dim(Cu(z) + 3 dim(Cy (v;)) Jo = _ @%@){ Tu(en) = 0.
i=1 =1
t ’ z—t 1 0
- Z;(dlm(Cu(yi)) +h+ .2211 En étudiant 'action de J, sur la base canonique de C™, on montre aisément que
i= j=

Q3L

Q32.

dm1<Q96g@g>+¢+wz—ﬁ

dim(Im(u)) + #
rg (u) + dim(Ker(u)) = dim(FE),

autrement dit Donc

en utilisant le théoréme du rang. Donc F FE,

, ce qui termine la récurrence.

E = <@Cu(xz)> S2) G_acu@j)

D’aprés la question Q29., la matrice de v dans une base B adaptée a la décompo-
t

sition £ = @ Cy(x;) vaut :

i=1

‘Matg(u) = Diag(Js(ml), JS(I2), e Js(:z:t)) ‘

t
On utilise la question Q29.. Il existe une décomposition de ’espace £ = @ Cu(zy).
i=1
Soit B une base de E adaptée a cette décomposition. Alors
Matg(u) = Diag(Js(xl), JS(QL’Q)? e Js(acf,))'

Quitte & permuter les éléments de la base B pour réordonner les éléments blocs
diagonaux, on peut supposer que

s(z1) = s(xa) = ... = s(ag).

13

Q34.

Q35.

pour k<n—1:

Citk-

Vi e [|1,n — k],
= 0.

Ty (e:)
Vie[ln—k+1nl, Ji(e)
Donc J¥ est une matrice contenant n — k termes 1 sur la k-iéme sous-diagonale et
des 0 partout ailleurs.

Ainsi rg (J,) = a — 1, rg (J¥) = a — k pour k < n — 1 et enfin rg (J?) = 0.

si0<j<a—1.
si0<j 2 a.

: rg(J) = a—j
wend w20

En particulier on a rg (J&) = 0 donc J¢ =0 et rg (J¢ 1) = 1 donc J2~1 # 0.
D’ou ‘ Jo, est nilpotente d’indice a. ‘

u est nilpotent d’indice p donc la matrice Matg(u) = N, = Diag(Ja,, - - -
aussi nilpotente d’indice p.

Puisque J,, est nilpotente d’indice p avec a; > ... > ap, on a Vi € [|1,k[],J3} =0
donc

s Jay ) €st

Ng+ = Diag(Jgt, ..., J3)

0.
N~ :Diag(nglfl,...,Joojéfl) 0

”
Ainsi N, est nilpotente d’indice «. Donc

On note A; = {i € [|1,k|],a; > j}. On a

car Jg1—1 £ 0.

Ng = Diag(Jalv RN J&k )j = Dlag(Jj

«1? "

k
L), done rg (ND) = rg (1)
=1
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Sii ¢ Aj, alors o; < j donc Jé =0etrg (Jg) = Q39. On suppose qu’il existe deux partitions o et o’ de ’entier n telles que Matg(u) = N,

Sii € Aj, alors a; > j donc rg (J7 ) = a; — j. Ainsi et Matp (u) = Ny .
D’apres la question Q38., le nombre de blocs de taille exactement égale a j vaut

rg (N7) = Z 0+ Z rg (J1) = Z (a; — 7). |rg(N2) = Z (v — j) —1g (u?) + 2rg (u?~1) — rg (v ~2) donc ne dépend que de 'endomorphisme w.
igA, icA; icA; ieA; Pour tout j € [|1,n|], les matrices N, et N, ont méme nombre de blocs de taille
) 7, ce qui détermine entiérement les deux matrices. Ainsi N, = N, et
Q36. D’aprés la question Q35. :

Q37.

Q3s.

dj =rg (W) —rg () =rg (NJ ) =g (N)) = > (ai—(G—1)= Y (i —).

iEAj—l ’iEAj
Remarquons que A; C A;_1. On décompose Aj_1 = Aj U (A;_1 \ A;) avec
AN NN ={ie[|LEk|]llos 2j—1leta; <j}={ie[l,k|]|os=7—1}.

Il vient :
dj = Y (-G-1)+ > (u-(G-1)=> (ai—j)

i€A; i€A;_1\A; ien;

= Y 1+ > (w—-G-1)
i€EA; ilag=j—1

= Y 1+ > 0
i€EA; ilay=j—1

= ) 1=Card(4;)).
ieA;

On a montré que

dj = Card(Aj)

d; est égal au nombre de blocs J,, dont la taille vérifie a;; > j. ‘

Pour tout bloc J,,, sa taille est supérieure ou égale a 1.
Donc le nombre total k£ de blocs est égal au nombre de blocs J,, dont la taille

a; = 1, d’ou

Ainsi k = d; = rg (u' 1) —rg (u') = rg (Idg) — rg (u) = n — rg (u). Finalement
‘ k=dy =n—rg(u) =dim(Ker(u)). ‘

Soit j € [|1,n|]. Le nombre de blocs J,, de taille exactement égale & j est égal au
nombre de blocs de taille o; > j moins le nombre de blocs de taille o; > j — 1,
c’est-a-dire :

dj—d;—1 = (vg (/™) —rg (/) ) - (rg (=) —rg (w71 ) = —rg (u/)+2rg (') —1g

Le de Jo, de taille

nombre blocs exactement égale a j vaut

Q40.

Q41.

(uj_z).

dj —dj—1 = —rg () + 218 (") —rg (u/ ).

1

4

Dans la question Q39., on a montré que si N, et N, représentent le méme endo-
morphisme u dans deux bases différentes, alors o = ¢’.

On en déduit immédiatement que si o # ¢, alors N, et N,/ ne sont pas semblables.
Considérons I'ensemble :

E={N,,oceTl,} C M,(C),

alors £ est constitué de matrices nilpotentes, telles qu’il n’existe pas dans £ deux
matrices semblables. De plus Card(E,) = Card(T',).

Soit A € M,,(C) une matrice nilpotente. D’aprés la question Q32., Jo € T, telle
que A est semblable a N, .

Soit F un ensemble de matrices nilpotentes de M, (C) telles qu’il n’y en ait pas
deux semblables, alors les matrices de F sont semblables & un sous-ensemble de &,
donc Card(F) < Card(€).

Le cardinal maximal d’un ensemble de matrices nilpotentes de M, (C),

ne contenant pas deux matrices semblables, vaut | Card(T,,).

(Autrement dit, le nombre de classes de similitude de matrices nilpotentes dans
M,,(C) est exactement égal au nombre Card(I',,) de partitions de lentier n.)

-1 -2

0

-1

2
0
On considére la matrice A = 0
0

o oo oo

0 0

1 0 0 | et u 'endomorphisme ca-
1 0 0

1 -1 1 0

noniquement associé a A.

Soit z; le deuxiéme vecteur de la base canonique de C° :

-1

|
—

x = u(zy) ;o () = , u(zy) = 0.

O OO = O
Il

_ == O

o O OO
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Donc s(z1) = 3 et (21, u(z1),u?(z1)) forme une base de Cy(z1). Or M est semblable & Matg, (u), 2M est semblable a Matp, (2u) = Matg, (u),
Soit 5 le troisiéme vecteur de la base canonique de C : donc par transitivité de la similitude, ‘M et 2M sont semblables. ‘
0 2 e Montrons que M et M7 sont semblables.
0 0 M est semblable & Matg, (u), donc M est semblable a Diag(Js(z,),- - Js(a;));
zo= 1], wx)=| 01|, u?(x2)=0 donc M7 est semblable & Diag(Jy(z,), - - - Js(z,)) " -
0 0 Pour z € E, B = (z,u(x),...u*®~1(z)) est une base de C, (), avec :
0 -1
0
Donc s(z2) = 2 et (z2,u(zs)) forme une base de C,(z2). 1 0
La famille B = (z1,u(z1),u?(x1), 22, u(x2)) est libre et de cardinal 5, donc forme Mats(u|c, (z)) = ‘MatB<U\Cu(x)) = Jy(z)- ‘
une base de C°. La matrice de u dans B vaut 1' 0
Matg(u) = No = Diag(Jy(z,)s Js(as)) = Diag(Js, J2), avec a3 =32=a =2, 34+2=05.
En inversant l'ordre de la base, c’est-a-dire en posant B, =
Donc‘ o = (3,2) est la partition de Uentier 5 associée a u, avec N, = Diag(Js, Ja). ‘ (u¥®=(z), ..., u(z), x), Biny est encore une base de Cy (), avec :
Remarque : ce résultat est cohérent avec la question Q37. : le nombre de blocs 0 1
vaut k =2, or rg (u) =3 doncn —rg(u) =5—-3=2==%F.
Q42. Soit M € M, (C) nilpotente et u 'endomorphisme canoniquement associé a M. Matg,,, (o, (2)) = N Matg,, (ujc, (z)) = JST(I).
t 0 1
Par la question Q30., il existe des vecteurs (z;)1<i<t tels que E = @ Cu(z;). 0

i=1
Soit B; une base adaptée a cette décomposition, alors par la question Q31. :

‘Matgl (u) = Diag(Js(xl), ‘e Js(;ct))~ ‘

e Montrons que M et 2M sont semblables. 2u est 'endomorphisme canoni-
quement associé & la matrice 2M. Soit i € [|1,t|], alors

(2u)*(z;) = 2"uF (z;) = 0 & uF(2;) =0

donc le plus petit entier & > 1 tel que u*(z;) = 0 est le méme pour u et 2u, on
le note toujours s(x;). De plus,

Cau ('rz)

Donc on a la méme décomposition de I’espace pour u et pour 2u :

E = @C (xl) =F= @Cgu(l‘z)

= Vect (z;, 2u(x;), . . ., 2°@) 715 @D =1 (1)) = Vect (x4, u(x;), . .., u* @)Y (z,

Il vient alors

Soit By la base obtenue en rangeant les vecteurs de Bj, en sens inverse dans
chaque base de C,(x;). Plus précisément, on pose donc :

Bl = (z1,...,u*®) " Yay), ao,...,ut @) N(zy), .. .., ut @) ().
By = (@) (), ..z, w®) 7N (ay), . 2, w2, ).
D’aprés ce qui précéde :
Matg, (u) = Diag(J1 .y - L) = Diag(Js@y)s - - - Js(@n) -

B Pa; 13ran51t1v1te M est semblable & Matp,(u), donc M est semblable a
g( s(z1)» G(Tt))Tv
donc ‘ M est semblable a M7, ‘
Q43. Soit M € M, (C). On suppose que M et 2M sont semblables.
Alors M et 2M ont méme polyndme caractéristique. Puisque ’ensemble des valeurs

propres d’une matrice est égal aux racines de son polynéme caractéristique, on en
déduit que M et 2M ont mémes valeurs propres : Sp(M) = Sp(2M).

Matgl (u) = Diag(JS(ml), JS(Iz), - Js(wt)) = Matgl (2u)

1

On a
Ker(M — M) = Ker(2M — 2)\1,),

5
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Q4.

Q5.

Q6.

donc A est valeur propre de M si et seulement si 2\ est valeur propre de 2M. 11
vient :

Sp(M) = Sp(2M) = {2X\, X € Sp(M)}.

Soit A € C une valeur propre de M. Supposons par I'absurde que A # 0. Par une ré-
currence immédiate, on montre que Vk > 0,28\ € Sp(2M) = Sp(M). Alors Sp(M)

est un ensemble fini de cardinal inférieur ou égal & n et contient ’ensemble infini
suivant :

{28\, k € N} € Sp(M),

ce qui est absurde. Donc A = 0 et 0 est 'unique valeur propre de M. D’aprés la
question Q15., M est nilpotente.
On a montré que ‘ si M et 2M sont semblables, alors M est nilpotente. ‘

Y., 1 est le nombre de partitions dont le premier terme vérifie a; < 1.
Puisque o est le plus grand terme, tous les autres termes valent 1 et on obtient

une unique partition (1,1,...,1) de n (avec k = n). Par suite, ‘ vn>=1, yp1=1 ‘
Remarquons pour la suite que 9,0 = 1 par convention mais pour n = 1,y 0 = 0.
Pour j = n, le membre de droite de la formule vaut :

Yn,n—1 + Yn—n,min(j,n—75) = Yn,n—1 + Y0,0 = Yn,n—1 + 1.
Or
Yon={c€l,, a1 <n}={cel,, a1 <n-1}{o ey, a1 =n} =Y, ,1U{(n)

car il existe une seule partition, la partition (n), telle que a3 = n.
Ainsi Card(Y,, ) = Card(Y,,n—1) + 1 donc ‘Vn 22, Ynn =Ynn-1+ 1L ‘ L’égalité
est vraie pour j = n.

Soit j < n.

Yn,j = {U el,, a1 < ]} = {U ely,, a1 < j—1}|_|{0' el,, aq :]} = Yn,j,ll_l{o el,, aq

En passant au cardinal,

Yn,j = Yn,j—1 + Card({o € ', a1 = j}).

= (a1,qa,...qk) dans ensemble {o € T, ay = j}. Alors a; = j et
jzar> ... 2apavec g +...+ay =n—a; =n—j, donc (ag,...,0p) € Y,_j ;.

Card({a € Fn, oy = j}) = Cal‘d(Yn_]‘J‘) = Yn—j,j-

16

Q47.

Q48.

On en déduit que ‘Vj <N, Ynj=Ynj—11 Yn—sj-

Si j <n—j,alors min(n — j, j) = j donc yn—jj = Yn—jmin(n—j,j)-
Sij >mn—j,alors min(n —j,5) = n—j et Yn—j; = Yn—jn—j donc yn,_;,; =
ynfj}min(nfj}j)'

Dans les deux cas, Vj <n, Ynj = Yn,j—1+ Yn—j,min(n—j,5)-

Avec la question Q45., on a ‘Vj € [12,n]],  Ynj = Ynj—1 + Yn—jmin(n—j,j)-

Calculons les y,, j pour 1 < j < n < 5.

Puisque y,,,1 = 1, on remplit la colonne j =1 de termes 1.

Ensuite, on utilise la relation de récurrence yn ; = Yn,j—1 + Yn—j min(j,
Par exemple, y22 =921 +1=14+1=2.

n—j)*

j=1]7=2|j=3|j3j=4|75=5
n=1 1
n=2 1 2
n=3 1 2 3
n=4 1 3 4 5
n=>5 1 3 5 6 7

On propose la fonction récursive Python calculY(n,j) qui calcule les y, ;, et
la fonction Python calculY2(n) qui calcule les y,, en appelant la fonction
calculY(n,j) :

def calculY(n,j)
if n==0
if j==
return 1
else
return 0
elif n >= 1
if j==
return 0
elif j==
return 1
elif j>= 2 :
return calculY(n,j—1) + calculY(n—j, min(j,n—j))
def calculY2(n):
return calculY(n,n)

for n in range (1,6)
print(’Ligne ’,n)
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for j in range(l,n+1)
print(’n=’,n,’j=",7,

y=",calculY(n,j))

Q49. Ce résultat fait référence a y,, p.
Y, » est I’ensemble des partitions de n dont le premier terme vérifie o; < n, ce qui
est le cas pour toutes les partitions de n.

Donc ‘ Yn,n = Card(T'y,) ‘est le nombre de partitions de I’entier n, c’est aussi le résul-

tat de la question Q40., le nombre de classes de similitude de matrices nilpotentes
dans M, (C).
Vérifions par exemple qu'il existe y5 5 = 7 partitions de l'entier 5 :

5 = 141414141 (partition 1)
= 241+1+1 (partition 2)
= 242+1 (partition 3)
= 3+1+1 (partition 4)
= 342 (partition 5)
= 441 (partition 6)
=5 (partition 7).
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