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Exercice 1

1. a. Soit n > 1. Soit (un),; € CN. Soit S,, la n-éme somme partielle de la série
Zn>1 (Unt1 — un).

Alors S, = D 7| Ukl — Uk = Upy1 — Ug.

Donc la suite (Sy,),,; converge si et seulement si la suite ( u,+1 ) converge, i.e. si
et seulement si (u,) converge.

Ainsi, (un)”>1 converge si et seulement si la série 3 o) (up+1 —u

n) converge.

n+1 1

( n
Do by = k- +ol)

n+1 n—-+oo

c. Soit n = 1,up41 — up =

1 1
m+ln(1+%>-

%ﬂ—ln(n—l—l)—i—ln(n) = %H—i—ln(n%rl) =

At~ = %= o () 4 (1 ko ()
R

n—-+oo

Il vient u —u ~ .
n+1 n n—-+oo 2n

1 1 -
d. On a upy1 — uy W T <0, et Zn>1 5= est une série convergente.

D’aprés les théorémes de comparaison pour les séries & signe constant,

> n>1 (Unt1 — up) converge.
1 9 ~ . .
Puis, d’aprés la question 1a, la suite (un)n>1 converge.

Ainsi, il existe £ € R tel que H, — In(n) ———.
Donc H, = In(n)+£¢+o0(1).
n—-+oo

n—-+4o0o
Puis H,, ~ In(n).
n—

. —1)" .. . . s
.a. Sia>0, ( na) - 0, donc la série S, diverge grossiérement.
Si o < 0, la suite (=) s
des séries alternées, S, converge.
Par conséquent, la série S, converge si et seulement si o > 0.

est décroissante et tend vers 0 . Par le critére spécial

. a. Soit f, : & +— x(n —x). f, est une fonction polynomiale, donc dérivable sur R.

On a Vz € R, f/ () = n — 2z. Puis f,, est positive sur | —oo, § | et négative sur
n
Donc f est croissante sur | — oo, 2| et décroissante sur [2,+ool.

Ainsi, f admet un maximum en 3.

Le maximum de la fonction f, : @ — x(n — x) est f, (%) = %

. a. On trouve Vx € R

n—1 (=1)* (-1)"~*k
b.cn =2 4 (ka) ((n)k)a = (=" Zk 1 (k(n k)«
puis |e,| =Y 1_; W
2
Or, d’aprés la question prze;cedente, pour tout k € [1,n —1],0 < k(n — k) < &
Puis 0 < (k(n — k))® < %= par croissance de x — 2 sur Ry car a > 0.
Enfin 0 < % <

Donc |c,| > p2) 4.
4%(n—1)
n2a .

m par passage a 'inverse.

Il vient |c,| >

c. On suppose que 0 < a < % Alors 4&7(3;1) ~ 77,2‘1 . Or 2aa — 1 < 0. Donc

77124:4 —>n*> +oo (ou2sia=1/2).

Ainsi (¢,,) ne converge pas vers 0 et Zn>2 ¢, diverge grossiérement.

On a bien montré que, pour 0 < a< 5, lasérie Zn>2 cp, diverge.

=14

’x(n ;c) n(n z)*

b. On ac, = (-1)"Yp2; k(n B = 2;11% + —L- (d’apres la question

n
précédente)

Or Yot e =20 L done, = E2y ) L

n—k jnk]
D"2H
pulscn:( )n"l
c. Soit n > 2

d. D’aprés ce qui précéde, la suite (2%) est & termes positifs et décrois-
n>2

2H, _1 ~ 21In(n)
n n n——+oo
9 N A N P P , s
D’aprés le théoreme spécial des séries alternées, la série 3 o,(—1)
converge. i.e. la série ) -, ¢, converge.
=

sante. De plus 0 par croissances comparées.

n2Hn_1
n
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Exercice 2

. 1 . . .
1. La série g o converge comme série géométrique de raison de module < 1. Son
n=0
reste d’ordre n est :

= 1 1 1
=) ok “ontl X7_L1 " on
k=n+1 2
+oo
Ainsi E r, converge comme série géométrique de raison 3 et Z rp = 2.
n=0 n=0

. . 1 .
2. a. Puisque la fonction x — — est décroissante,
x

1 1 1
<

VtE[k},kJrl], mgﬁ\ﬁ

b. Par croissance de l'intégrale, pour tout k € N* :

1 k+1 1 k+1 K+l 1
S - < —dt < =
(k+1)2 /k (k+1)2 /k t2 /k k2 k?

Soit n € N* et N un entier supérieur a 2 et & N + 1; on somme ces inégalités
pour n variant de n + 1 & N ; on obtient :

d’aprés Chasles

Mz :Mz
??‘
%

+1 k=n+1
c. Puisque :
S o
2 2 .2
n+1 (k + 1) k=n-+2 k=n-+1 k (7’L + ) (N + )
et

on en déduit :

N+1 N N+1 4 1 1
—dt < — < —dt -
/7 2 Z 12 /7 £2 + (n+1)2 (N+1)?2

1 kit 1 1
! 1 N 11 Lo, 1
n+1 N+1\k=n+1k2\”+1 N+1 (n+1)2 (N+1)2

. . . 1 .
Puisque la série de riemann, Z = converge, en faisant tendre N — 400 on

obtient :
1

MECESIE

<
n+1
k=n-+1 +

1 1 1
d. Pui ~ :
eque n+1Jr (n+1)2 +on+1

donc par comparaison avec la série harmonique, E ry, diverge.

n>1
3. a. La série E

effet elle est alternée et

Converge d’aprés le critére spécial des séries alternées : en

tend vers 0 en décroissant.

b. i. On a par croissance de Iintégrale :

1 1
" 1
|In|:/ z dxé/ 2"dx = — 0
0o 1+ 0 n+1 ns+oo

1 1
1 1—(—x)"
In:/ dx—/ 7( z) dz
o 1+=z 0 1+

= {ln(l +x)‘: — /01 nil(_m)k

ii. On a:
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B n—1 (—$)k+1 1
_ln(2)—k_0{— E+1 ]0

n—1 (_1)k+1
_1n(2)+kZ:O T

noo Nk
:1n(2)+z( kl)

k=1

lim Zn: (-1)* = —1In(2)

r—-+o00

Autrement dit :

+oo + \m
Z< D = —1In(2)

n=1

D’autre part pour N > n, puisque :

' U B G0 R G Vi
/O(fx)k dz = [f } -

k 0 k
N (—1)F N 1 1 N
Z = Z — [ (—z)Fldz = 7/ Z (—z)*1dz
k=n-+1 k=n+1 70 0 kp—nt1

L) — (o)
:7/0 H—xdl‘:INfln

puisque Iy — 0:
N—+oco

c. i. Effectuons une intégration par partie :

u,v € €1([0,1],R).
1 " xn+1 1 1 1 xn—i—l
dz = d
/0 T+a [(1+x)(n+1)]0+n+1/0 (14 x)2 *

1 1 L gnitl
- d
2(n+1)+n+1/0 Q+z32"

Remarquons que par croissance de 'intégrale :

1 boogntt 1 ! 1 1
< n+1 - - @ _ -
n—i—l/o (1+x)2dx\n—|—1/0x dz (n+1)(n+2) O(n2>

et donc :
I = ( 1)”/1 AP Gl S
n = (— xTr =
o 1+ 2(n+1) n?
ainsi a = a. = 2.
ii. D’aprés le critére des séries alternées Z ﬂ converge et par com-
2(n+1)

. . . 1 o
paraison avec une série de Riemann, > O (2 converge. Ainsi E T
n

neN*
converge.

iii. Soit N € N*

N N N

1 n

X

2 e
LR . L] 1 (—a)NH
:_/01+xnz_%(_x) dx:_/ol—i—xx 1+e &

1 1/, \N+1
:_/ L+/ (2™
o (14+2)? o l+=z

1/ \N+1 1
/ (x)dx’ < — 0,dou:
0

mais comme précédemment, Tt
T

+oo 1 1 g
d 1 1 1

E Tnz_/ 1:2:|: :| :7_1:_725 Tn

— o (1+z) I+z], 2 2
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Probleme 3

Partie A

1. La relation ~ est :

~ réflexive car VA € M3(R), A= I;'Al; donc A~ A;

— symétrique car sil existe P € GL3(R) tel que A = P 'BP, alors B
(P~1)71AP~! et, par conséquent, A ~ B implique B ~ A pour toutes ma-
trices A et B de M3(R);

— transitive : §’il existe P et @ de GL3(R) telless que A = P 1BP et
B = Q7'CQ, alors R = QP € GL3(R) et A = R"'CR donc VA, B,C €
M3 (R), (ANB et BNC) — A~C.

On conclut que ~ est une relation d’équivalence sur M3 (R).

.Si A et B sont semblables et si P vérifie A = P 'BP, alors detA
det P! x det B x det P.

Comme det P71 x det P = 1, il vient det A = det B, ce qui prouve le résultat
demandé par contraposée.

. a. Pour tout y € Imw, il existe 2 € Keru't’/ tel que y u’(x). Alors
u'(y) = u'tI(z) = 0 vu que x € Keru't/, d'out y € Keru’. Ceci établit I'in-
clusion Imw C Keru’®.

b. Le théoréme du rang appliqué & w donne dim Ker v**7 = dim Im w+dim Ker w.
Or dimImw < dimKeru?! d’aprés l'inclusion obtenue au a., et dimKerw <
dim Keru? (étant donné que w est la restriction de u/ a un sous-espace vecto-
riel de E).

L’inégalité dim Ker u'*7 < dim Ker u? + dim Ker«’/ en découle alors.

. a. En appliquant le 3.b. aux couples (i,5) = (1,1) et (2,1), on obtient :

dim Keru? < 2dim Ker u et dim Ker v? < dim Ker u? + dim Ker u.

Or dimKeru = 3—dimImu = 2 (d’aprés le théoréme du rang) et dim Keru® = 3
(car u® = 0).

Les deux inégalités conduisent & dim Keru? < 2 et dim Keru? > 2, et on conclut
sur 1’égalité.

b. L’existence de a est assurée par le fait que u? # 0.

Pour tous réels a, 3, v, l'égalité au?(a) + Bu(a) +va = 0 implique, en compo-
sant par u?, que yu?(a) = 0 (vu que u?(a) = u*(a) = 0). Il en résulte v = 0
puisque u?(a) # 0. En reportant dans 1'égalité de départ et en composant par
u, on obtient de méme Bu?(a) = 0, d’ott B = 0 et en reportant & nouveau, on
montre enfin la nullité de «.

La famille B’ = (u*(a), u(a), a) est donc libre de cardinal 3 = dim E : c’est une
base de E.

c. — Par définition de la matrice U et de la base B’, on a immédiatement

010
U=(0 0 1
0 00

— La matrice de ©? — u dans la base B’ étant U? — U, on en déduit V =
0 -1 1
0o 0 -1
0o 0 0

. a. L’existence d’un vecteur b tel que u(b) # 0 est due au fait que u # 0 (puisque

rangu = 1).

b. Comme u? = 0, le vecteur u(b) appartient & Keru, de dimension 2 d’aprés le
théoréme du rang.

On peut alors compléter le vecteur non nul u(b) en une base (u(b), ¢) de Keru
par application du théoréme de la base incompléte.

Enfin, b n’appartenant pas & Kerwu, la droite vectorielle D qu’il engendre est en
somme directe avec le plan vectoriel Kerw et, par suite, (b, u(b), ¢) est une base

de D @ Kerwu : cette famille libre de cardinal 3 est ainsi une base de E.
0 0 O
c. Par définition de U’ et V', onobtient U'= (1 0 0| puis V' =-U’
0 0 O
Partie B
6. A et T ayant méme déterminant d’aprés le 2., on a det A =1 # 0 donc A est

inversible.

— Un calcul matriciel sans difficulté améne & N3 = 0.

—De plus, (I3+ N)(I3 — N + N?) se simplifie en I3 — N® = I3. L’inverse a droite
donc I'inverse de I3+ N est donc I3 — N+ N2, doit (P~'AP)~! = I3— N+ N2
ce qui s’écrit encore P~1A71P =13 — N + N2.

.Si N =0, alors P"'AP = I3, ce qui conduit rapidement 4 A = I3, d’ou

ATl =A et A~ AL

. a. Soit B une base de F et u ’endomorphisme de E dont la matrice dans la

base B (qu’on notera Mat(u,B)) est N. De méme, soit v I'endomorphisme de

E tel que Mat(v,B) = M.

Comme u? =0 et que le rang de u vaut 2, il existe une base B’ de E telle que
0 1 0

Mat(u,B’) s’écrive U = [0 0 1] d’aprés le 4.. Ceci entraine que N et U

0 0 O

sont semblables.

Enfin, comme Mat(v,B') = U? — U, on en déduit que M est semblable a
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10.

11.

0 -1 1
V=10 0 -1
0 0 O

b. — Pour M3, le plus simple consiste & écrire M? = (N(N — I3))3 = N3(N —
I3)% = 0, la deuxiéme égalité provenant du fait que N et N — I3 commutent.

— Comme M et V sont semblables, ces matrices ont méme rang. Celui de V
se calcule directement : le premier vecteur colonne est nul et les deux autres non
colinéaires, donc rang M = rang V = 2.

c. Le raisonnement effectué pour N au a. s’applique alors aussi & M, qui est
ainsi également semblable a V. Par transitivité de ~, on conclut que M et N
sont semblables.

d. Si @ est une matrice de GL3(R) telle que Q7 'NQ = N? — N, alors
Q7 '(I3 + N)Q = I3 + N? — N, ce qui établit que A ~ I3 — N + N2, d’ou
A~ A7 d’aprés le 7..

Dire que le rang de N vaut 1 signifie que ses deux derniers vecteurs colonnes Cs
et C5 sont proportionnels, c’est-a-dire que o« = 0 (si C3 = 0) ou v = 0 (si

Cy #0).

0 0 ay
Le calcul direct de N2 donne alors [0 0 0 |, soit N2 = 0.
0 0 O

La question 5. s’applique donc a endomorphisme u de E tel que Mat(u,B) =
N, ce qui s’interpréte matriciellement par : N ~ U’ et N2> — N ~ (=U"), ot U’
est la matrice définie au 5..

Comme rang (N? — N) = rang (=U’) = 1 et que (N? — N)? = 0, la matrice
N2 — N est également semblable & U’ et, en raisonnant comme au 9., on en
déduit que A et A~! sont semblables.

0 0 0
a.A—I3 =10 —1 —1] ayant unrang égal & 1 (matrice non nulle aux colonnes
0 1 1

proportionnelles), le théoréme du rang implique que dim Ker (u—idg) =3—-1=2.
De plus, les vecteurs non colinéaires a et b — ¢ appartiennnent clairement &
Ker (u — idg) donc (a, b —¢) en constitue une base.

b. Pour faire court, on peut dire que (a, ¢, b — ¢) est échelonnée par rapport a la
base (a, ¢, b) donc est aussi une base de E, et il en est de méme de (eq, ez, ¢)
par permutation.

On a directement u(e;) = e et u(ez) = ea par définition de Ker (u — idg). De
plus, u(c) = —b+ 2¢c = —es + ¢ donc la matrice de u dans la base (e1, e, ¢) est

12.

1 0 O

01 -1

00 1
c. La matrice A est alors semblable 4 une matrice du type T ou, avec les nota-
tions précédentes, (a, 3, v) = (0,0,—1). La question 10. s’applique : A et A~!
sont semblables.

-1 0 0
SiA=|0 1 0],alors A= A"! (donc A ~ A7'), mais A n’est pas
0 01

semblable & une matrice du type T car sinon on aurait det A = 1.



