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Correction

Q1. 11 faut avoir fait au moins 2 tirages pour observer un numéro déja tiré précédemment, et au

n + 1-éme tirage, la boule tirée aura nécessairement été déja tirée : T, = [2,n + 1]).

Q2. On a Z(Q) = [[1,n]*.

Soit (a1,--- ,ax) € [1,n]*. On a par indépendance des tirages :
k o 1
P(Z = =DP(X; = , X = = = | | - = —
( (a1, ,ax)) (X1 =a,- k= ak) J:ll = a;) iin nk

Donc Z suit une loi uniforme sur [1, n])*.

Q3. 0On a Card(4) =n(n—1)---(n—k+1) = (nﬁi‘k)' (nombre de k-listes d’éléments distincts d’un
ensemble a n éléments).
Ezxplication rapide : n choix pour a; puis n — 1 choix pour as tel que a; # ao, puis n — 2 choix pour

as ....

Les événements (T, > k) et (Z € A) sont clairement égaux :

si T,, > k alors les k premiers tirages donnent des numéros 2 & 2 distincts donc Z € A

si Z € A, alors les k premiers tirages donnent des numéros 2 & 2 distincts donc T, > k.
Card(A) i ! 1

Card ([1,n]]*) ~ nk (n— k) nk’

Donc P(T,, > k) =P(Z € A) =

Q4. T, est d’espérance finie car T,, est une variable aléatoire bornée (et méme & support fini).

Onapour k 2n+1, P(T, > k) =0 car T, < n+ 1, par conséquent la série Z P(T,, > k) est
k=0
convergente et d’apreés le cours :

+0© n n
:é@P(Tn>k)=l§PT,L>k Z e g W

Q5. L’application fj, : t — t*e~* est continue (et positive) sur [0, +oo].

De plus par croissance comparée tEr-Poo 2 fr(t) = tl}rfoo tF*+2e=t = 0 donc fi(t) =0 (t%)

Et t — t% est intégrable sur [1, +oo[ donc fi est intégrable en +0o0 et par conséquent l'intégrale
I = S—OO fr(t)dt est convergente.

Remargue : on peut aussi conclure en remarquant que f(t) =0 (e‘t/ 2).
—4w

Q6. On procéde par récurrence sur k :

+0
e initialisation k = 0. Iy = f e~tdt =1 =0l
e hérédité soit k € N. On Sup(ioose I, = k.
On pose u(t) = tF*1 et v(t) = —e~*; alors u et v sont de classe C! sur [0, +00[
et w'(t) = (k+ 1)tk et v/'(t) = e L.
Par croissance comparée tli)rfoou(t)v(t) = tli)rjpoo —tFtle™t = 0, et u(0)v(0) = 0; on peut donc

procéder a l'intégration par parties suivante :

+oo +0
T = [ et = [w@o®)g” ~ [~ Ve e = (k4 DI = (k4 1)

en utilisant I’hypothése de récurrence pour la derniére égalité.
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Conclusion : pour tout k € N, I, = k.

Q7. L’application g, =t — (1 + %)n et est continue positive sur [0, +00[

t " 1 n n_—t 5 4 A n_—t
<1 + n) et n—nt donc gy (t) t:JQO (t"e~") or lintégrale I, = Jo t"e "dt est convergente,

+0 n
. . i . t _
donc par comparaison de fonctions positives I'intégrale J 1+ ) tdt est convergente.

Et par la formule du binéme de Newton et linéarité de I'intégrale :

+00 +0 n k n +00
f (1 - t) e tdt = J ( ) (t) etdt = ) (n> ikf the~tdt
0 n n = k) nF J,

- Zn: (Z) nk —S— Zn: 'nk Q28 E(Tn)

Q8. On effectue le changement de variable usuel v =t —n :

+o0 A\ " +00 n +0 n
T = f (1 + ) e~tdt = f (1 M ") e dy = e_”J (2 + 3) edv
n n 0 n 0 n

donc par croissance de 'intégrale

+00 VAT +00 N too
0< J (1 + —) e ’dv < J eze Ydv = J ezdv=2 donc 0< K, <2
0 2n 0 0

Q10. On a pour tout n € N* par la question 32 :

+00

+00 oAn . N
Jp = 6_"f (2 + 7> e dv = e_"2”f (1 + —) e Vdv = () K,
0 n 0 27’L e

2 n
Oro0< % < 1, donc lim () =0 et (K,) étant bornée d’aprés la question précédente :

n—+00 e

n—+o0 n—+aw \ €

lim J, = lim (2> K, =0

Remarque : on peut rédiger en écrivant I’encadrement, 0 < J,, < 2 (%)n, obtenu & partir de la question

précédente, puis invoquer le théoréme des gendarmes.

Q11. En effectuant le changement de variable ¢t = uy/n,

n t nit v u nfu\/ﬁ _ v
%:L<Lnje &:L Q+wJe wm%ﬂmL.mwm

Et par la relation de Chasles

+o0 +00

i
fo(u) du = f frn(u) du
——

0

anM=fﬁ

0

fn(u) du + f

0 N

wj ful w—w’ " fu(u) du

Q12. Soit u €]0,/n[. Le développement en série entiére de In(1 + x) s’écrit :

k—1

Vree]—1,1[, In(l+=z) = -io %xk

-
—

on aurait pu rédiger la
convergence par somme

d’intégrales convergentes

je considére (a tort?) le
changement de variables
tellement simple que je ne
vérifie pas les hypothéses :
classe C!, strictement mo-
notone donc bijective de I

sur J



En particulier pour z = & €]0, 1],

In

7 N

kel
—

Donc

u TO )kl k O (k-1 gk
ln(fn(u))—nln<l+\/ﬁ>—uf—;l(llzng_l—uf—];Q(llz ro

, uk n( u\"
Q13. Soit u €]0, 4/n[. Notons pour k € N* Vj, = Ty T (\/ﬁ) .

knz
La suite (Vi)k>1 est décroissante de limite nulle car 0 < ﬁ <let:

k+1 k
n u n u
° Vk+1 = m (\/ﬁ) < E (ﬁ) =V pour tout ke N*,

k k
: u N L L T
* kEIEoo (\/ﬁ) = 0 d'on kEToo k (\/ﬁ) 0

Donc la série Z (—1)’“_11/;C est une série alternée vérifiant le critére spécial ; on a donc par majoration

k=1
du reste :
w2 Jrzolo 1 ud
In(fn(u) + 2| = | 2, (D) Ve < [Va| = o=
2 = 3v/n
Par conséquent, en utilisant ﬁ < 1,

uwd P u 1 1 1 2
o <55 -5 = (5 3) < (-3) - %

Q14. On applique le théoréme de convergence dominée :

e s0it u €]0, +00[, en utilisant le développement In (1 + %) et % — %%2 +o0 (%),
u _u? 1
o) = (i) —uvn _ o o) %
Vn>u n—+00

w2
La suite (f,) converge simplement vers u — e~ 2 sur |0, +o0[;
e pour tout u €]0, +00[, et n € N*_ en utilisant la question précédente pour le cas u < 4/n :

2

|fn(u)‘ :fn(u) Se% Sl'LL<\/’ﬁ donc |fn(u)‘ <€7Tu2
o) = fal) =0 siuz ya

2

711,2 —u
et u— e 7o est intégrable sur |0, +0o[ car elle est continue sur [0, +00[ et e 75~ =0
u—+00

Donc d’aprés le théoréme de convergence dominée,

+0 4 +o0 o
nlirfw ( . fn(u) du) = L (nlirfw fn(u)) du = Jo e du

Q15. Par la question 31, et la définition de I, et J,, :
VneN* E(T,) =1I,+J,

De plus d’aprés les questions Q35 et Q38,

+00 +o papen
I, =+n fo(w)du ~ \/ﬁf ez du ~ —
0 0

n——+0o0 n—-+oo 2

0 (e*“).

il fallait penser a la majo-
ration du reste d’une série
alternée vérifiant le critére

spécial

la seconde inégalité est une
simple conséquence de la

premiére



De plus, d’aprés la question 34, lim J, =0, donc J, =o (I,) donc
n—+00 n——+00

n—+o0 2



