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Exercice 1 Exercice 1 du chapitre 13.
Il s’avère que la famille (e1, e2) est une base orthonormale de F . Il suffit donc d’appliquer
les formules de projection orthogonale : soit u = (x, y, z, t),

pF (u) = 〈u | e1〉 · e1 + 〈u | e2〉 · e2

=
1

2
· (x− y − z + t) · e1 +

1

2
· (x+ y + z + t) · e2

=
1

4
· (2x+ 2t, 2y + 2z, 2y + 2z, 2x+ 2t)

=⇒



pF ((1, 0, 0, 0)) = 1
2 · (1, 0, 0, 1)

pF ((0, 1, 0, 0)) = 1
2 · (0, 1, 1, 0)

pF ((0, 0, 1, 0)) = 1
2 · (0, 1, 1, 0)

pF ((0, 0, 0, 1)) = 1
2 · (1, 0, 0, 1)

=⇒ Mat(pF ) =
1

2
·


1 0 0 1

0 1 1 0

0 1 1 0

1 0 0 1



Exercice 2 Exercice 2 du chapitre 13
On sait deja que pF (φ) = t− 1

6 .
D’après la relation précédente (Théorème de Pythagore) :

d(φ, F )2 = ‖φ‖2 − ‖pF (φ)‖2

=

∫ 1

0

t4dt−
∫ 1

0

(
t− 1

6

)2

dt

=

[
t5

5
− t3

3
+
t2

6
− t

36

]1
0

=
1

5
− 1

3
+

1

6
− 1

36

=
36− 60 + 30− 5

5× 36

=
1

5× 36
=⇒ d(φ, F ) =

1

6
√
5
.

Exercice 3 Exercice 1 du TD 13
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Exercice 4 Exercice 2 du TD 13
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Exercice 5 Exercice 6 du TD 13

Déterminer inf
(a,b)∈R2

∫ π

0

(sin(t)− at− b)2dt.

Dans E = C 0([0, π],R) muni du produit scalaire :

< f |g >=
∫ π

0

f(t)g(t)dt

il s’agit du carré de la distance minimale de sin au plan P = Vect(t 7−→ 1, t 7−→ t) que
l’on sait être atteint en t 7−→ a0t+ b0 projeté orthogonal de sin sur P , c’est à dire pour
(a0, b0) ∈ R2 vérifiant :

t 7−→ sin(t)− a0t− b0 ∈ P⊥ ⇐⇒

{
< t 7−→ sin(t)− a0t− b0|t 7−→ 1 >= 0

< t 7−→ sin(t)− a0t− b0|t 7−→ t >= 0

⇐⇒

{∫ π
0
sin(t)− a0t− b0dt = 0∫ π

0
t sin(t)− a0t2 − b0tdt = 0

⇐⇒


[
− cos(t)− a0 t

2

2 − b0t
]π
0
= 0∫ π

0
t sin(t)dt−

[
a0

t3

3 + b0
t2

2

]π
0
= 0

Une IPP donne
∫ π
0
t sin(t)dt = [−t cos(t)]π0 +

∫ π
0
cos(t)dt = π. Ainsi le couple (a0, b0) est

caractérisé par le système :{
π2

2 a0 + πb0 = 2
π3

3 a0 +
π2

2 b0 = π
⇐⇒

{
a0 = 0

b0 = 2
π

Ainsi (par stricte croissance de √) :

inf
(a,b)∈R2

∫ π

0

(sin(t)− at− b)2dt =
∫ π

0

(sin(t)− b0)2dt

=

∫ π

0

sin2(t) + b20 − 2b0 sin(t)dt

=

∫ π

0

1− cos(2a)

2
+ b20 − 2b0 sin(t)dt

=

[
t

2
− sin(2t)

4
+ b20t2b0 cos(t)

]π
0

=
π

2
+ b20π − 4b0

=
π

2
− 4

π
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