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Exercice 1

On a K = R ou C.

a) Supposons que M ∈Mn(K) soit semblable à une matrice T0 strictement triangulaire
supérieure. Alors ces deux matrices ont même polynôme caractéristique :

χM = χT =

∣∣∣∣∣∣∣
X ∗

. . .
0 X

∣∣∣∣∣∣∣ = Xn

D’après le théorème d’Hamilton-Cayley Mn = On et donc M est nilpotente.

Réciproquement, supposons M nilpotente, et donc soit p ∈ N∗ tel que Mp = On. Soit
λ une valeur propre complexe de M vue comme matrice de Mn(C). Alors un argument
immédiat montre que λp est valeur propre de Mp = On et donc λp = 0 ce qui im-
plique λ = 0. Ainsi SpC(M) = {0} et le polynôme caractéristique de M (étant scindé
dans C[X]) est χM = Xn. Puisqu’il est aussi scindé dans K[X], M est semblable dans
Mn(K) à une matrice triangulaire supérieure avec ses valeurs propres sur la diagonale,
c’est à dire à une matrice strictement triangulaire supérieure.

b) SoitM ∈Mn(K) dont le polynôme caractéristique est scindé ; alorsM est semblable
à une matrice triangulaire supérieure T = D + T0 avec D diagonale et T0 strictement
triangulaire supérieure. Ainsi il existe P ∈ GLn(K) tel que :

M = P (D + T0)P−1 = PDP−1︸ ︷︷ ︸
diagonalisable

+PT0P
−1︸ ︷︷ ︸

nilpotente

.

M est donc somme d’une matrice diagonalisable et d’une matrice nilpotente.

Exercice 2

a) Soit :

A =

 −2 2 2
−10 6 8

3 −1 −2



det(λ.I3 −A) =

∣∣∣∣∣∣
λ+ 2 −2 −2

10 λ− 6 −8
−3 1 λ+ 2

∣∣∣∣∣∣ =
C1←C1+C2
C2←C2−C3

∣∣∣∣∣∣
λ 0 −2
2 λ+ 2 −8

λ− 1 −1− λ λ+ 2

∣∣∣∣∣∣
= λ((λ+ 2)2 − 8(1 + λ)) + 2(2 + 2λ) + 2(λ+ 2)(λ− 1)

= λ(λ2 − 4λ− 4) + 2(2 + 2λ) + 2(λ+ 2)(λ− 1)

= λ3 − 4λ2 − 4λ+ 4 + 4λ+ 2λ2 + 4λ− 2λ− 4

= λ3 − 2λ2 + 2λ

= λ(λ2 − 2λ+ 2) ∆ = 4− 8 = −4 < 0 λ1, λ2 = 1± i

Sp(A) =
{

0, 1− i, 1 + i
}

Il y a 3 valeurs propres distinctes, donc A est diagonalisable dans M3(C) (mais pas dans
M3(R)). Déterminons une base de vecteurs propres :xy

z

 ∈ E0(A) ⇐⇒

 −2x+ 2y + 2z = 0
−10x+ 6y + 8z = 0

3x− y − 2z = 0
⇐⇒

 x− y − z = 0
−4y − 2z = 0

2y + z = 0

⇐⇒
{
x = −y
z = −2y

=⇒ E0(A) = Vect

 1
−1
2


xy
z

 ∈ E1−i(A) ⇐⇒

 (−3 + i)x+ 2y + 2z = 0
−10x+ (5 + i)y + 8z = 0

3x− y + (−3 + i)z = 0

⇐⇒

 3x− y + (−3 + i)z = 0
(5 + 3i)y + (−6 + 10i)z = 0

(−3− i)y + (2− 6i)z = 0

⇐⇒

 3x− y + (−3 + i)z = 0
(5 + 3i)y + (−6 + 10i)z = 0

((5 + 3i)(2− 6i) + (3 + i)(−6 + 10i))z = 0

⇐⇒

 3x− y + (−3 + i)z = 0
(5 + 3i)y + (−6 + 10i)z = 0

0 = 0

⇐⇒
{
x = (1− i)z
y = −2iz

=⇒ E1−i(A) = Vect

1− i
−2i

1



1
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Enfin finalement puisque la valeur 1+ i est conjuguée de la valeur propre 1− i et puisque
A est à coefficients réels, on remarque facilement que les vecteurs propres associés à 1+ i
ont des coordonnées conjugués de celles des vecteurs propres associés à 1− i ; donc :

E1+i(A) = Vect

1 + i
2i
1


En posant :

P =

 1 1 + i 1− i
−1 2i −2i
2 1 1


la matrice de passage de la base canonique dans une base de vecteurs propres de A on
obtient :

P−1AP =

 0 0 0
0 1 + i 0
0 0 1− i

 = D

b) Pour tout t ∈ R, posons X(t) =

x(t)
y(t)
z(t)

 et U(t) =

u(t)
v(t)
z(t)

 = P−1 ×X(t) ; ainsi :

X(t) = P × U(t)

Enfin posons X ′(t) =

x′(t)y′(t)
z′(t)

 et U ′(t) = P−1 ×X ′(t) ; par linéarité de la dérivation :

U ′(t) =

u′(t)v′(t)
z′(t)


Les fonctions x, y, z vérifient le système différentiel linéaire ssi pour tout t ∈ R :

X ′(t) = A×X(t) ⇐⇒ P−1X ′(t) = P−1AP × P−1X(t) ⇐⇒ U ′(t) = D × U(t)

c’est à dire ssi les fonctions u, v, w sont solutions du système différentiel linéaire : u′(t) = 0
v′(t) = (1 + i)v(t)
w′(t) = (1− i)w(t)

qui se résout facilement en :
u(t) = α
v(t) = βe(1+i)t

w(t) = γe(1−i)t
(α, β, γ) ∈ C3

et donc :x(t)
y(t)
z(t)

 = P ×

 α
βe(1+i)t

γe(1−i)t

 =

α+ (1 + i)βe(1+i)t + (1− i)γe(1−i)t
−α+ 2iβe(1+i)t − 2iγe(1−i)t

2α+ βe(1+i)t + γe(1−i)t


Puisque x(t), y(t), z(t) sont réels, ils sont égaux à leur conjugués, dont on déduit :

α ∈ R, γ = β

en posant β = a+ ib :

x(t) = α+ (1 + i)βe(1+i)t + (1− i)βe(1−i)t

= α+ (1 + i)(a+ ib)e(1+i)t + (1− i)(a− ib)e(1−i)t

= α+ ((a− b) + i(a+ b))e(1+i)t + ((a− b)− i(a+ b))e(1−i)t

= α+ et ×
(
(a− b)(eit + e−it) + i(a+ b)(eit − e−it)

)
= α+ et × (2(a− b) cos(t)− 2(a+ b) sin(t))

= α+ 2aet(cos(t)− sin(t))− 2bet(cos(t) + sin(t))

y(t) = −α+ 2iβe(1+i)t − 2iβe(1−i)t

= −α+ 2i(a+ ib)e(1+i)t − 2i(a− ib)e(1−i)t

= −α+ et ×
(
2ia(eit − e−it)− 2b(eit + e−it)

)
= −α− 4aet sin(t)− 4bet cos(t)

z(t) = 2α+ βe(1+i)t + βe(1−i)t

= 2α+ (a+ ib)e(1+i)t + (a− ib)e(1−i)t

= 2α+ et ×
(
a(eit + e−it) + ib(eit − e−it)

)
= 2α+ 2aet cos(t)− 2bet sin(t)

Finalement, en notant λ = α, µ = 2a et η = −2b, x, y, z : R −→ R sont solutions du
système différentiel si et seulement si :

∃(λ, µ, η) ∈ R3,


x(t) = λ+ µ.et(cos(t)− sin(t)) + η.et(cos(t) + sin(t))

y(t) = −λ− 2µ.et sin(t) + 2η.et cos(t)

z(t) = 2λ+ µ.et cos(t) + η.et sin(t)
2


