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Soit 6 €]0, 7 [. Pour n € N*, on pose u,, = "‘ZZQ. ‘

toet (0 =0
1) >, cn- Un est-elle absolument convergente ? 3) Montrer que /0 1oy dt =—1In (2 sin <2)> +1 5
Non bien sir, puisque >, . |un| = ZHGN* 1 est une série divergente (série harmo- | C’est 'occasion de réviser le calcul intégral... sur des fractions rationnelles... complexes.
nique). On commence par rendre le dénominateur réel (en utilisant le conjugué) :

2) Montrer que ) . U, est convergente et que

+o00 1 i0
Z“n:/ Ty
ot o 1—ewt

Utilisons la formule trés utilisée pour les séries

1 1
—:/ b de
n 0

D’ou : 4
— e’ [ et = o [' et
dNo—=> [ emrtar=> e (et)" " dt
=1 " k=170 k=1 0
; n
_ o /1 1— (1)
=e ———dt
0o 1—eift
1 i0 1 (Li04\"™
. et
:/ < = dt—e’e/ ( ).9 dt
o 1—e’t o 1—et
(on a bien Vt € [0,1], et #1).
0,1 — R% .
En remarquant que { " - i f| est continue sur un segment et donc at-

teint ses bornes, en particulier il existe un a = min;¢g 1) ’1 — ei0t| >0

vte[0,1] |1-

</td
Oa

ei9t| > a

On en déduit alors aisément :

1 (0"
i0 (e t)
€ /0 1 — et d

— 5 0
(n—|—1) n—-+4oo

n einQ 1 67,0
En conclusion : Z = — dt+ o (1)
n 1— et n—+o0
k=1 0
too L b
Donc la série Z u, est convergente et E Uy, = / 1=
neN* n=1 0 -

oif B it (1 _ e*wt)
L—eft |1 — eift]?
_ —t+cosf +isinf

1 —2tcosf + 2
Commengons par la partie réelle :
1 1
—t 5 0 1 2t — 2cos
/ + cos g — L / cos gt
o 1—2tcosf+t2 2 Jo 1—2tcosh+1t?
1 2\11
=3 [ln (1 — 2tcosf +t )]0

_ 1 In[2(1 — cosf)] = 1 In {lein2 0]
2 2 2

o)

(carf €]0,7 [ = sin (%) > 0)
Pour la partie imaginaire :

/1 sin @
o 1 —2tcos€+t2

81110/
t—cos@ + sin? 6‘

/ dt
t—cos 9 41

“sinf

(on a utilisé sind > 0)

t — cost
par le changement de variable u = - ,du = ——dt, il vient :
sin 6 sin 6
1 sin 1 e |
/ dt = — X sin 6 / —du
o 1—2tcosf + t2 sin 0 _eoo u?41
1-— 0 0
= Arctan OS71 _ Arctan | — C?S
sin 6 sin 6
1 —cosf 2sin? ¢ sin 2
Remarquons que - = 2 _ = 2 —tan?
4 4 sin 0 2sin2cos?  cos? 2

2 2 2
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Finalement
1 .
sin 6 0 cosf
—————dt = Arct tan — Arct
/0 1 —2tcosf + 2 e an<an2)+ retan Lin@}
0 T—0
= — 7_0: J——
2 + 2 2

Explications - 0 €]0,7 [donc § €] 0, Z [ d’ott Arctan (tan §) = £

~si60€)0,5 [, €8>0 donc
Arctan [£58] = T — Arctan [$26] = 7 — Arctan[tan6] = 5 — 60
- sif €]F, 7|
Arctan {C?Se} = T _ Arctan {sin@} =T Arctan[tan(f — )]
sin 6 2 cos 6 2
z—g—(e—w):g—e
~ 510 =Z, alors Arctan [<22] =0 (= £ — )

cos 6

(solution n°2 : on remarque que <
sin 6

plus rapide)

= tan (3 — Z—0€]—Z,Z], cest

0) et comme 3 515

Lo gid . 0 m—0

cos(nb) sin(nd) .,
” et Z n !

4) Que peut-on en déduire concernant Z

neN* neN*
Il s’agit des parties réelles et imaginaires de notre série de départ, elles sont donc aussi

convergentes et valent

+00 +oo .
cos(nfl) . [0 sin(nf) 7 —0
n ——1n<281n<2)> et E T—T
n=1 n=1
| sin nf|
5) Pour n € N*, on pose v,, = .
n

. R—|R

a) Soit f : { x— || sin(x + 0)| + | sin x|.

Montrer qu'’il existe A > 0 tel que pour tout z € R, on ait f(z) > A.

f est m— périodique et continue donc min,cg f(x) existe et vaut un certain f(«) =
A o €0,7]

Si f(a) =0 alors sina = 0 et sin(aw+6) =0

donc a = 0 ou o = 7, mais ceci implique que sin§ = 0 contredisant 6 €]0, 7[.
CONCLUSION A > 0.
b) Montrer que, pour tout p € N*

Vop_1 + Vop = —.
Ecrivons pour p € N*

sin(2p — 1)0 sin 2p6
v2p71+v2p:\ ;pp_l) | 2pp |

> QL(| sin(2p — 1)0| + | sin 2pf)|)
p

f(@r-10) A
2p 2p

c) En déduire la nature de Z Up,.
neN*

1
La série (& termes positifs) Z — étant divergente, on en déduit la divergence de la
pEN* p
série & termes positifs Z (vap—1 + v2p)
peEN*

Ecrivons S,, = Z vg. Nous avons (S,,) croissante et
k=1
CONCLUSION La série Z v, est divergente

neN*
(ainsi les séries précédentes sont semi-convergentes (sin ou cos peu importe))

Em San = 400 donce (S,,) diverge

n—+oo



