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Étude d’une série

Soit θ ∈ ]0, π [ . Pour n ∈ N∗, on pose un =
einθ

n

1)
∑
n∈N∗

un est-elle absolument convergente ?

2) Montrer que
∑
n∈N∗

un est convergente et que

+∞∑
n=1

un =

∫ 1

0

eiθ

1− eiθt
dt

3) Montrer que
∫ 1

0

eiθ

1− eiθt
dt = − ln

(
2 sin

(
θ

2

))
+ i · π − θ

2
.

4) Que peut-on en déduire concernant
∑
n∈N∗

cos(nθ)

n
et
∑
n∈N∗

sin(nθ)

n
?

5) Pour n ∈ N∗, on pose vn =
| sinnθ|

n
.

a) Soit :
f : R −→ R

x 7−→ | sin(x+ θ)|+ | sin(x)|

Montrer qu’il existe A > 0 tel que pour tout x ∈ R, on ait f(x) > A.
b) Montrer que, pour tout p ∈ N∗

v2p−1 + v2p >
A

2p
.

c) En déduire la nature de
∑
n∈N∗

vn.


