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1. (a) Soit f affine, f : x 7−→ αx+ β, et donc :

∫ b

a

f(t)dt =

∫ b

a

αt+ βdt =

[
α
t2

2
+ βt

]b
a

=
α

2

(
b2 − a2

)
+ β(b− a)

= (b− a)× αb+ αa+ 2β

2
= (b− a)× f(a) + f(b)

2

(b) En particulier
∫ n

n−1
h(t)dt =

ln(n) + ln(n− 1)

2
; ainsi par linéarité de l’inté-

grale :

un =

∫ n

n−1
ln(t)dt−

∫ n

n−1
h(t)dt =

[
t ln(t)− t

]n
n−1
− ln(n) + ln(n− 1)

2

= −1 + 2n− 1

2
× (ln(n)− ln(n− 1))

(c) On a :

ln(n)− ln(n− 1) = ln(n)− ln(n)− ln

(
1− 1

n

)
=
+∞

1

n
+

1

2n2
+

1

3n3
+ o

(
1

n3

)

=⇒ un =
+∞
−1 +

(
n− 1

2

)
×
(
1

n
+

1

2n2
+

1

3n3
+ o

(
1

n3

))
=
+∞
−1 + 1 +

1

2n
+

1

3n2
+

(
1

n2

)
− 1

2n
− 1

4n2
− 1

6n3
+

(
1

n3

)
=
+∞

1

12n2
+ o

(
1

n2

)

(d) Par comparaison avec une série de Riemann,
∑ 1

12n2
est convergente et∑

o

(
1

n2

)
est absolument convergente et donc convergente. Ainsi, comme

somme de séries convergentes,
∑

un converge.

(e) On a :

Sn =
n∑
k=2

un =

n∑
k=2

∫ k

k−1
ln(t)dt−

n∑
k=2

ln(k) + ln(k − 1)

2

=

∫ n

1

ln(t)dt− 1

2

n∑
k=2

ln(k)− 1

2

n−1∑
k=1

ln(k)

=

∫ n

1

ln(t)dt−
n−1∑
k=2

ln(k)− 1

2
ln(n)

=

∫ n

1

ln(t)dt−
n∑
k=2

ln(k) +
1

2
ln(n)

= n ln(n)− n+ 1− ln(n!) +
1

2
ln(n) =

(
n+

1

2

)
ln(n)− n+ 1− ln(n!)

(f) D’après (e) :

ln(n!) =

(
n+

1

2

)
ln(n)− n+ 1− Sn

=⇒ n! = nn
√
n× e−n × e1−Sn

=⇒ n!× 1(
n
e

)n√
n
= e1−Sn −→

n→+∞
e1−S = C > 0

=⇒ n! ∼
+∞

C ×
(n
e

)n√
n

avec C = e1−S .
2. (a) Pour tout t ∈

[
0, π2

]
, 0 6 sin(t) 6 1, et donc sinn+2(t) 6 sinn+1(t) 6 sinn(t).

Ainsi par croissance de l’intégrale : In+2 6 In+1 6 In.
D’autre part pour tout n ∈ N, t 7−→ sinn(t) est continue, par composition
de fonctions continues, positive, et non nulle, donc In =

∫ π
2

0
sinn(t)dt > 0.

Ainsi :
0 < In+2 6 In+1 6 In

(b)

In+2 − In =

∫ π
2

0

sinn+2(t)− sinn(t)dt = −
∫ π

2

0

sinn(t) cos2(t)dt

On procède à l’intégration par partie avec (u, v de classe C 1) :

1
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∣∣∣∣ u′ = sinn(t) cos(t) u = 1
n+1 sin

n+1(t)

v′ = − sin(t) v = cos(t)

In+2 − In = −
[ 1

n+ 1
sinn+1(t) cos(t)

]π
2

0︸ ︷︷ ︸
=0

− 1

n+ 1

∫ π
2

0

sinn+2(t)dt

= − 1

n+ 1
In+2

=⇒ n+ 2

n+ 1
× In+2 = In

=⇒ In+2 =
n+ 1

n+ 2
× In

(c) Par récurrence sur p :
(I) Pour p = 0 :

I2p = I0 =

∫ π
2

0

dt =
π

2
et I2p+1 = I1 =

∫ π
2

0

sin(t)dt =
[
− cos(t)

]π
2

0
= 1.

Ainsi l’assertion est vraie au rang 0.
(H) Supposons l’assertion vraie au rang p > 0.

I2p+2 =
2p+ 1

2p+ 2
× I2p =

HR

(2p+ 1)(2p− 1)(2p− 3) · · · 3 · 1
(2p+ 2)2p(2p− 2) · · · 4.2

· π
2

I2p+3 =
2p+ 2

2p+ 3
× I2p+1 =

HR

(2p+ 2)2p(2p− 2) · · · 4.2
(2p+ 3)(2p+ 1)(2p− 1) · · · 3 · 1

Ainsi l’assertion reste vraie au rang p + 1. On conclut avec le principe de
récurrence.
En remarquant que :

2p(2p− 2) · · · 4.2︸ ︷︷ ︸
p termes

= 2p · p! et (2p− 1)(2p− 3) · · · 3 · 1× 2p · p! = (2p)!

on en déduit que :
I2p =

(2p− 1)(2p− 3) · · · 3 · 1
2p(2p− 2) · · · 4.2

× 2p · p!
2p · p!

· π
2
=

(2p)!

22p(p!)2
× π

2

I2p+1 =
2p(2p− 2) · · · 4 · 2

(2p+ 1)(2p− 1) · · · 3 · 1
× 2p · p!

2p · p!
=

22p(p!)2

(2p+ 1)!

Ainsi :

I2p × I2p+1 =
(2p)!

22p(p!)2
× π

2
× 22p(p!)2

(2p+ 1)!
=

1

2p+ 1
× π

2

(d) D’après (b),
In+2

In
=
n+ 1

n+ 2
−→

n→+∞
1. Or d’après (a) :

0 < In+2 6 In+1 6 In =⇒ 0 <
In+2

In︸ ︷︷ ︸
−→1

6
In+1

In
6 1

ainsi d’après le théorème des gendarmes,
In+1

In
−→

n→+∞
1.

En particulier :

I2p×I2p+1 =
1

2p+ 1
× π

2
=⇒ (I2p)

2 ∼ 1

2p+ 1
× π

2
=⇒ I2p ∼

√
1

2p+ 1
× π

2
(1)

par produit et puissance d’équivalents.

(e) On a d’une part : (
2n

n

)
=

(2n)!

(n!)2
=

22n+1

π
× I2n (2)

D’autre part : d’après (d)

I2p ∼
√

1

2p+ 1
× π

2
. (3)

D’après (1) et (2) :(
2n

n

)
∼ 22n+1

π
×
√

1

2n+ 1
× π

2
∼ 22n+1

√
π
×
√

1

4n
∼ 22n√

nπ

3. En injectant l’équivalent de n! obtenu en 1) dans celui de
(
2n
n

)
obtenu en 2) :(

2n

n

)
∼ 22n√

nπ(
2n

n

)
=

(2n)!

(n!)
2 ∼

C

(
2n

e

)2n√
2n

C2
(n
e

)2n
n
∼ 22n

√
2

C
√
n


=⇒ C =

√
2π

2
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On obtient finalement :

n! ∼
(n
e

)n√
2πn

3


