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Nous étudions dans ce chapitre les séries entiéres, ce sont des séries de fonctions de la variable
complexe (ou réelle) dont les sommes partielles sont polynomiales. Il s’avére que la plupart des fonc-
tions usuelles sont sommes de séries entiéres, au moins localement ; ce qui leur confére le plus haut
degré de régularité. L’écriture sous forme de séries entiéres permet une résolution simple d’équations
fonctionnelles, dont la résolution d’équations différentielles.

Dans tout le chapitre K désigne R ou C, n un entier, x un réel, et z un complexe.

1. SERIE ENTIERE ET RAYON DE CONVERGENCE

1.1. Séries entiéres.
( - P . LY \
DEFINITION 1. (Série entiére)

Soit (an),cn une suite a valeurs dans K.

o On appelle série entiére Z anx” de la variable réelle, la série de fonctions Z Uy OU Uy :

neN neN
R—-K, z— a,z".

e On appelle série entiére Z anz"™ de la variable complexe, la série de fonctions Z Uy OU

neN neN
U, :C—>C, z— a,z".
+00
e Une telle série définit une fonction x — Z apx” o valeur dans K (resp. compleze z —
n=0

+00
Z anz" G valeurs dans C) en tout point x € R (resp. z € C) en lequel la série converge. On
n=0

Uappelle la somme de la série entiére.
\_ J

Remarque. Autrement dit, une série entiére est une série de fonctions dont le terme général d’ordre
n est (nul ou) monomial de degré n. En particulier toutes les sommes partielles S,, :  — S, (z) ou
Sp iz —> S,(2) sont polynomiales de degré au plus n.

Exemples.

e Lorsque Vn € N, a, = 1, les séries entiéres Ex", a variable réelle, et Zz", a variable complexe,

sont pour tout x € R (resp. z € C) fixés des séries géométriques; elles convergent sur | — 1, 1] (resp. sur

{zeC||z| <1}) vers & —> 1= (resp. z —> 7). En tout = €] — 1,1] (resp. ze{zeC]| 7] < 1})

la convergence est absolue.
1
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n
la série entiére Z — converge vers la fonction exp. En tout z € C la
n

n=0 "

1

e Lorsque Vn € N, a, = .,

convergence est absolue.

Dans la suite nous traiterons des séries entiéres a variables complexes Y a,2" ; mais tous les résultats

restent valides pour les séries entiéres a variables réelles > a,z™ vues comme restrictions & R des
précédentes.

1.2. Rayon de convergence.

Le lemme fondamental suivant procure une information précieuse sur le domaine de définition d’une
fonction définie par une série entiére.

e \
THEOREME 1. (Lemme d’Abel)

S’il existe zg € C* tel que la suite (an2(),cn S0it bornée, alors pour tout nombre complexe z tel
que |z| < |zo]

5 ™
lanz"| = O( — )
n—+00 20
en particulier, Z an 2" est absolument convergente.
neN
\_ J
Démonstration. Soit un tel zg € C* ; alors pour tout z € C :
n
a, Zn = |a Zn X —
[anz"| ¥ X Tw
. n . 5|
=lanzy| X |—| = lanz"| = O( — )
\ ) n—+o Z0

bornée

2 oot 2 - . z " . Py n
Or pour z fixé avec |z| < |zo], la série géométrique Z —| est convergente; par comparaison, la série Zanz est alors
Z0

absolument convergente. [ ]

Remarque. Ainsi si pour zp € C* fixé, la série Zanzg’ est absolument convergente (i.e. Z lanzg |
converge), alors en particulier |a,z{| — 0 et donc la suite (Ja,2{]),, est bornée. Ainsi pour tout z € C
vérifiant |z| < |zo], Zanz" converge absolument.

Exemple. Puisque 1™ = 1 est bornée, pour tout z € C avec |z]| < 1, Zz” converge absolument.

PROPOSITION-DEFINITION 2. (Rayon de convergence)

Soit Zanz” une série entiére ; on appelle rayon de convergence de la série entiére,

R = sup {r € Ry | a,r™ soit bornée } e Ry U {+x}

Démonstration. La borne sup est bien définie (éventuellement R = 400 lorsque {r € Ry | anr™ soit bornée } n’est pas
majorée), puisque {7‘ € R4 | anr™ soit bornée } est une partie non vide de R car il contient r = 0. | |
Le résultat fondamental est alors le suivant :

4 )
THEOREME 2.

Si R est le rayon de convergence d’une série Zanz" alors :

e Pour tout z € C vérifiant |z| < R, il y a convergence absolue de la série Zanz".

e Pour tout z € C vérifiant |z| > R, il y a divergence grossiére de la série Zanz".
\ y,

Démonstration. Le premier point découle du lemme d’Abel : si |z| < R alors il existe r € Ry avec |z| < r < R tel que apr"
soit borné et donc Y a, 2" est absolument convergente. Pour le second point si |z| > R par définition du rayon de convergence
(an|z|™) n’est pas bornée donc (a,2™) non plus donc (a,2™) ne peut pas tendre vers 0 c’est a dire que la série ), a, 2™ diverge
grossiérement. |

Remarque. Rappelons que (u,), € CN est bornée si et seulement si (|uy,|), est bornée.
Jean-Philippe Préaux 2
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Ainsi on est amené & définir :

( - . . \
DEFINITION 3. (Disque/intervalle ouvert de convergence)

n

e Si R est le rayon de convergence d’une série zanz alors on appelle disque ouvert de

convergence

D(0,R) = {z eCl 2l < R}
Bien str lorsque R = +oo0, D(0, R) = C.

e Si R est le rayon de convergence d’une série Zanm" alors on appelle intervalle ouvert de
convergence :

D(OaR) =] - R7 R[
Bien str lorsque R = +o0, D(0,R) = R.
G J

Remarque. Notons aussi :

Soit R le rayon de convergence d’une série a variable complexe (resp. réelle), notons :
D(0,R) = {z eC |z < R} resp. D(0,R) = [~R, R]

le disque fermé de rayon R.

Alors le domaine de définition D de la Z a, 2" de rayon de convergence R € R, vérifie :

D(0,R) = D < D(0, R)

La frontiére du disque ouvert de convergence D(0, R) ~. D(0, R) s’appelle le cercle d’incertitude. Le
seul rayon de convergence ne permet rien de déduire quant a la nature de Y] a,, 2™ pour z dans le cercle
d’incertitude.

Exemples.

e Pour ) 2" le rayon de convergence est R = 1; il a a convergence (absolue) dans le disque ouvert de
convergence, mais divergence partout ailleurs (série géométrique) et méme grossiére partout ailleurs
(puisque si |z] = 1, |2]™ ne tend pas vers 0).

xn
e Pour > — : pour = 1 il y a divergence tandis que pour |z| <1 :
n

" 1
T o=
n n—to \n?

par croissance comparée. Ainsi le rayon de convergence est 1 : il y a convergence absolue sur le disque
ouvert de converge | — 1, 1[, divergence grossiére a 'extérieur du disque fermé de convergence (c’est a
dire sur ] — 0, =1[u]1, +0[), et quant au cercle d’incertitude { — 1,1} :
. _ . I . - . 1
~Il'y a divergence en = 1 (mais non grossi¢re) par divergence de la série harmonique ] .
— Iy a convergence en = —1 (mais non absolue) d’aprés le critére spécial des séries alternées appliqué
=n"

a la série harmonique alternée )} *—>.

THEOREME 3. (Convergence normale sur tout segment fermé)

St R est le rayon de convergence de la série entiére Zanz", alors il y a convergence normale
(et donc uniforme) de la série entiére sur tout segment fermé [a,b] <] — R, R|.

Démonstration. En effet pour tout z € [a, b], en posant r = max(|al, |b]) on a :
lanz™| < |an|r™ et 2 lan|r™ converge.

]
Remarque. Mais attention, il n’y a en général ni convergence normale ni uniforme sur Iintervalle
ouvert de convergence.
Contre-exemple : Ex" ne converge ni normalement ni uniformément sur son intervalle ouvert de
convergence | — 1,1[. En effet, sinon, d’aprés le théoréme d’interversion des limites (cf. Chapitre :
Suites et séries de fonctions), puisque pour tout n € N, ™ — 1, on aurait alors que Z il_)ml " = Z 1

Jean-Philippe Préaux 3



PC SERIES ENTIERES ENCPB

converge, ce qui n’est pas le cas.

COROLLAIRE 4. (Continuité sur ’intervalle ouvert de convergence)
+00
La fonction x — Z an,x" est continue sur son intervalle ouvert de convergence.

n=0

Démonstration. Pour une série entiére a variable réelle c’est une conséquence de la convergence normale sur tout intervalle
fermé [—r,r] €] — R, R[ : en effet les sommes partielles sont toutes continues, car polynomiales, et la convergence normale sur
tout segment [—r, r] implique la convergence uniforme sur tout segment inclus dans | — R, R[; d’ou la continuité de la somme
(cf. Chapitre : Suites et séries de fonctions).

Le résultat demeure vrai pour les séries entiéres de la variable complexe.

THEOREME 5. (Continuité sur le disque ouvert de convergence)
+00
La fonction z — Z anz" est continue sur son disque ouvert de convergence.

n=0

Démonstration. Admis.

Il s’avére que les notions de convergence uniforme/normale ont un sens (similaire) pour les séries de fonctions de la variable
complexe. Il y a alors, par le méme argument, pour une série entiére de la variable complexe convergence normale sur tout disque
fermé dans le disque de convergence, et de méme la continuité en découle.

1.3. Calcul du rayon de convergence.
Pour calculer le rayon de convergence on procéde souvent par double inégalité :

- a
PROPOSITION 6. (Minoration/Majoration du rayon de convergence)

Soit Zanz” une série entiére de rayon de convergence R e R, .

Si l'une des condition suivantes est vérifiée :
— la suite (an2™)y est bornée,
— la suite (an2™)y est convergente,

n

— la série numérique Y anz" converge,

™ converge absolument,

— la série numérique > anz
alors R = |z|.

e Si l'une des conditions suivantes est vérifiée :
— la série numérique Y, |a,z"| diverge,

— la série numérique , a,z" diverge,

— la suite (an2™)n ne tend pas vers 0,

— la suite (anzn)n n'est pas bornée,

alors R < |z|.
\ y

Démonstration. Par définition du rayon de convergence, si la suite (a,z"), est bornée alors R > |z|. De plus Y, a,z" CVA
= Y apz" CV = (anz")p CV = (anz")n est bornée.

Par contraposée du lemme d’Abel si la série numérique ) |a,2"| diverge alors R < |z|. De plus (anz™), non bornée —
(anz")n ne tend pas vers 0 = > a, 2" diverge = ) |a,2"| diverge. ]

Exemples.

e La série exponentielle Z — a pour rayon de convergence R = 400 puisque pour tout z € C, elle
n!

converge.

e La série Enz" a pour rayon de convergence 1. En effet, pour z = 1 la série diverge, donc R < 1.

Pour tout 0 < r < 1, nr™ converge par croissance comparée, donc R > r pour tout r < 1, et donc
R>1.

e Si > a,2" a pour rayon de convergence R, alors Y. a,z?" a pour rayon de convergence R; = VR (en
notant /400 = +00). En effet :

—Si 2| < VR alors |22| < Ret Y a, (22)" converge; donc R; > VR.
—Si |z| > VR alors |22| > Ret Y a, (22)" diverge; donc Ry < VR.

Jean-Philippe Préaux 4
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e 2
Exercice 1. Soit p € N* ; déterminer le rayon de convergence de la série )| cos (%) z".
\ J
Résolution.

Le plus direct pour le calcul du rayon de convergence, lorsque c’est possible, utilise le critére de

d’Alembert.
( - - . . \
THEOREME 7. (Application de la régle de d’Alembert)
Soit Zanz" une série entiére ; si tous les a, sont non nuls & partir d’un certain rang, et si :
im 2ol _ g Ry
n—+00 ‘an|
alors le rayon de convergence R de la série est donné par :
+oo sil=0,
1
R= Z sile Rj_,
0 st = +00.
G J

Démonstration. Appliquons sous ces hypothéses la régle de d’Alembert a la série Z anz" pour z € C¥ fixé :
n+1‘ 0 sifd=0 (1)

={lzl xt siteR*® (2
+00 sif =400 (3)

\an+1z

n—+t0  |anpz”|
D’aprés d’Alembert :
— dans le cas (1) la série Zanz" converge absolument pour tout z € C; ainsi R = +00,

1

— dans le cas (2) la série Zanzn converge absolument dés que |z| x £ < 1, c’est & dire dés que |z| < § donc R > % et diverge

dés que |z| x £ > 1, c’est & dire dés que |z| >  donc R < % ; ainsi R = %,

— dans le cas (3), la série Zanz" diverge pour tout z € C* ; ainsi R = 0. ]
( . J . L. )
Exercice 2. Déterminer le rayon de convergence des séries :
»Z P ok
n ’ e ’ \/ﬁ
G J
Résolution.

Jean-Philippe Préaux 5
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THEOREME 8. (Comparaison de rayons de convergence)

Soient Zanz" et anz” deux séries entieres, et Ry, Ry leur rayon de convergence respectif.
e Sia, = O0(b,) oua, =o(b,) alors R, = Ry.

e Sia, ~b, alors R, = Ry.

Démonstration. Sia, = O(b,) (en particulier si a,, = o(b,)) alors si b, 2™ est borné il en est de méme de a,,z" donc R, = Ry.
Si an ~ by, alors a, = O(by,) et b, = O(ay) et donc R, = Rp et Ry < Ry. | ]

Exemples.

e Rayon de convergence de Z d(n)z"™ ou d(n) est le nombre de diviseurs de n.

Pour tout n € N, 1 < d(n) <n. Or Zz" a pour rayon de convergence 1, donc R < 1 et an" aussi
(voir exemple plus haut), donc R > 1. Finalement le rayon de convergence est R = 1.

n
k
e Rayon de convergence de Z apz" ou a, = n <1 + >
k=1 n
On a:

k - k 2n)! 2n)n " 2 x 4"
an:H 142 :Hn-i- :(n)N(n) r—— e N\/7><
n Pl n

Pl nlnm® e2n n2n/2mn en

En appliquant d’Alembert :
lan1| . A2x4ntlen 4

m —— = lim ———— = —
n—-+o |an| n—-+oo 2 % 4nen+1 e

e
Le rayon de convergence est donc R = —.

(" 3 ) . )
Exercice 3. Déterminer le rayon de convergence de :

ZArctan(;)z" : Zsin<21n>z" : szn

G J

Résolution.

1.4. Rayon de convergence et opérations sur les séries entiéres.

PROPOSITION 9.
Soit Z anz" une série entiére de rayon de convergence R. Les séries entiéres Z anz", avec

neN nzngo
ng € N, ont méme rayon de convergence R.

Démonstration. Pour z € C et ng € N fixés, la suite (a,z")n>0 est bornée ssi la suite (anz”’)n>n0 est bornée. | ]

Jean-Philippe Préaux 6
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PROPOSITION 10.
+k

Soit 2 anz" une série entiere de rayon de convergence R. Les séries entiéres Z 2",

neN neN
avec k € N, ont méme rayon de convergence R et pour tout z € C tel que |z2| < R on a

+00 +o0
Z anz"tF = 2F x Z an2".
n=0 n=0

\ J
Démonstration. Soient k € N et z € C fixés; puisque anz"t* = 2F x a, 2" la suite (anz"““)n est bornée si et seulement si
la suite (a,2™), est bornée. Les séries ont donc méme rayon de convergence. ]
( )

DEFINITION 4. (Opérations algébriques sur les séries entiéres)
e On appelle produit de la série entiére Z anz" parle scalaire X € K la série entiére Z Aanz".
neN neN

e On appelle somme des séries entiéres Z a2 et Z bnz"™ la série entiére Z (an + bp) 2"
neN neN neN

e On appelle produit des séries entiéres 2 anz" et 2 bnz" la série entiére 2 2" o

neN neN neN
n
VneN,c, = Z apbg = Z apbn_k
ptg=n k=0
1l correspond au produit de Cauchy des séries numériques
\ J
e N

PROPOSITION 11. (Opérations algébriques et rayon de convergence)

Soient Z anz" et Z b, 2" deux séries entiéres de rayon de convergence respectif Ry, Rs, et

neN neN
soit X € K un scalaire.

e La série entiére Z Aa, 2" a pour rayon de convergence R =

neN
z € C tel que |z| < Ry on a

et pour tout

R st A#0
4+ siA=0

+00 +a0
Z a2z = A Z anz".
n=0 n=0

. . R = min(R;, R . R R
o La série entiére Z (an + bp) 2" a un rayon de convergence { min(Ry, Rp) st By + Ry

R>R1=R2 SiR1=R2

neN
et pour tout z € C tel que |z| < min (Ry, Ry), on a
+00 +0 +00
Z (an +bp) 2" = Z apz" + 2 bn2".
n=0 n=0 n=0

e La série entiére Z 2", produit de ces deux séries entiéres, a un rayon de convergence
neN
R > min (Ry, Ry) et pour tout z € C tel que |z| < min (Ry, R2), on a
+ + 40
Z Cp?" = 2 anz" | x Z by, 2"
n=0 n=0 n=0
\ J

Démonstration. Prouvons les dans 'ordre.

e Si A = 0, alors la série entiére )] _\ Aanz" est la série nulle de rayon de convergence infini, si A # 0, la suite (an7™), -, est
bornée si et seulement si la suite (Aa,m")nZo est bornée, d’ou ’égalité des rayons de convergence. La formule est immeédiate.
e On a pour tout r € [0, min (R1, R2) [, la suite ((an + bn) ™), 5( est bornée car (anr™), o et (bpr™), -, sont bornées donc
R > min (Rl, Rz).

Supposons sans perte de généralité que Ry < Rz et montrons qu’alors R = R;. On sait déja que R = R;. Soit r tel que
R1 < r < Rs. La suite (anr”)n>0 n’est pas bornée et la suite (bnr”)n>0 est bornée, donc la suite ((an + by)r"™) o N'est pas
bornée donc R < r. Comme ceci est vrai pour tout r €]|Ry1, Ra [, R < Ry et finalement R = R;.

Remarquons pour terminer que si Ry = Rg2, alors on peut trés bien avoir R > R; = Ry, en prenant par exemple deux séries
opposées de rayon de convergence fini : leur somme est alors la série nulle de rayon infini.

nz=

e Soit z € C tel que |z| < min (R1, R2). Les séries numériques Y] .\ anz™ et > .\ bnz™ sont toutes deux absolument conver-
gentes, donc d’aprés le théoréme sur le produit de Cauchy des séries numériques, on a :

Jean-Philippe Préaux 7
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+o0 +o0 0 n
( anz"> . (Z bnz"> = <Z akz)C <bn,kz"7k>
n=0 n=0 n=0 \k=0
e n +oo
= <Z akb",k> z" = Z cnz"
n=0

n=0 \k=0

+ ”M+

ce qui montre la formule et que R = min (R1, R2).
Remarquons qu’on peut trés bien avoir R > min (R1, Rs2), par exemple si I'une des deux séries est la série nulle et que ’autre a

un rayon de convergence fini. |
q ) . )
Exercice 4. Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de :
Z (n+1)2"
neN
\ J
Reésolution.
s A
PROPOSITION 12.
Les séries Z a, 2" et Z napz" ont méme rayon de convergence.
neN neN
\. J

Démonstration. (Argument a retenir!)
Notons R; le rayon de convergence de la premiére série entiére Z anz" et Ry celui de la seconde série entiére Z napz".

Pour tout n = 1, |a,| < n|an| = |by,| donc Ry = Rs.
Pour tout r tel que 0 < r < Ry, il existe r1 tel que 0 < r < r1 < R;. Or la suite (anr;L)neN est bornée, d’ou :
N A\
napr” = (n | — (anry) = Of(n|— — 0
r1 —— n—>+0 r1 n—+w
bornée

par croissance comparée. En particulier pour tout 0 < r < Ri, (na,r™), est bornée, et donc R2 > R;, donc, finalement,
Ry = Rq.

( - 2eg a0 2l O gAC )
DEFINITION 5. (Séries entiéres dérivées/primitives)

Soit Z anz™ une série entiére.
neN
o Sa série entiére dérivée (terme a terme) est :
Z na,z" "t
n=1
e Une série entiére primitive (terme a terme) est :
anzn+1
or 3
o ™ +

ot ce K.

COROLLAIRE 13.

Une série entiére, sa série dérivée, et toutes séries primitives, ont méme rayon de convergence.
\ J

n+1
Démonstration. Découle des propositions 9, 10 et 12 puisque Y, o, nanz™ =z x 3 -, nanz""! et Ymso(n +1)* 22— =

nt+1l _ n
20 an? =2 XY ,500n2" u

Jean-Philippe Préaux 8
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Remarque. Par une récurrence immédiate il en est de méme des séries dérivées successives.

N
Exercice 5. Déterminer pour tout p € N le rayon de convergence de :
Y
— !
=, (n—p)
\ J

Résolution.

2. SERIE ENTIERE D’UNE VARIABLE REELLE ; PROPRIETE DE LA SOMME

Rappelons que si Y] a,z™ est une série entiére de la variable réelle de rayon de convergence R > 0,
alors pour tout = €] — R, R[ (intervalle ouvert de convergence), la série numérique >, a,x™ converge,
et la convergence est normale sur tout segment inclus dans | — R, R[. Notons f:] — R,R[— K sa
somme. La fonction f est continue sur | — R, R[. Nous allons approfondir la connaissance des propriétés
de f somme d’une série entiére a variable réelle.

2.1. Théoréme d’intégration terme a terme pour les séries entiéres.

r 2
THEOREME 14. (Primitivation terme a terme)

Soit Y, N anT™ une série entiere, a valeurs dans K et de rayon de convergence R > 0, et soit
f:]— R,R[—> K sa somme. Alors pour tout z € |—R, R|[,

a +00 @
_ mn n+1
L f(t)dt 1;0”+ T

et les primitives de f sur | — R, R[ sont les applications :

1o
Fc:x'—>c+z n_pntl
~0

n +

ot c € K est une constante. Les séries entiéres ont toutes méme rayon de convergence R.

THEOREME 15. (Intégration terme a terme sur un segment)
Sous les mémes hypotheéses, on peut intégrer terme a terme sur tout segment [, 5] <] — R, R| :

B [ t® +00 ¥ to
f D ant™ | dt = Zanf thdt= > —— (B~ — a1,
a p— =0 a "0 n+1
\ J

Démonstration. Des théorémes 14 et 15. Ils découlent tous deux immeédiatement du théoréme d’intégration terme a terme
sur un segment d’une limite uniforme (Chapitre suites et séries de fonctions) puisque la série de fonction Y] _\ anz™ converge

normalement sur le segment [0, z] (resp. sur [«, 8] <] — R, R][). ]
Exemples.
e De:
1 +00
Vee]—-1,1 = "
ver-n -
on en déduit (en 'appliquant en —z) :
1 +00
Vre|—-1,1 = -1z
rel-LIL = R

Jean-Philippe Préaux 9
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puis par primitivation (avec In(1) = 0) :

400 (_1)n+1
Vee|—-1,1, In(l+z)= Z Tl‘n
n=1

e Puis de :

1 +0
Veel-1,1[, —— =) (-1)"z™"
€ ] ? [’ 1+ 1‘2 712=0( ) €

on obtient par primitivation (avec Arctan(0) = 0) :

+90 n
Vo e]-1,1[, Arctan(z)= f 2(_1) Tl
= 2n +1

2.2. Dérivation terme a terme des séries entiéres.

Les sommes de séries entiéres sont on ne peut plus réguliéres :

e )
THEOREME 16. (Dérivations successives terme a terme)
Soit Z a,x" une série entiere a valeurs dans K et de rayon de convergence R > 0, et soit
neN
f:]-R,R[ — K sa somme. Alors f est de classe €% sur |—R, R[, et on obtient les dérivées
successives par dérivation terme ¢ terme : pour tout k € N et pour tout x €] — R, R,
+00 +00 |
¥) () — ) (n— nk_ (AR
F¥Nz) = 2 nn—1)---(n—k+1)a,x Z T Ok
n=k n=0
et les séries entieres obtenues ont toutes méme rayon R.
\ J

Démonstration. Immeédiate avec le théoréme précédent de primitivation terme a terme, sachant que le rayon de convergence
]

reste le méme.
Exemple. L’application
f:R — R

Arct;\n(x) siz#£0
T —>

1 siz=0
est de classe €% sur R. En effet elle est de classe €% sur R* (comme quotient de fonctions ¢*).

Et puisque (cf. exemple précédent),

Ve e |-1,1[, Arctan(z) = 2 ot 1
n

en particulier :
+00
(_1)77, 2n

T
02n+1

Vo e ]_171[ \{0}7 f(.l?):
n—
et clairement cette relation demeure aussi vraie en x = 0. Ainsi f est somme d’une série entiére et
donc de classe € sur | — 1, 1[, et par conséquent sur R.

e )
COROLLAIRE 17.
Soit Z a,x" une série entiere a valeurs dans K de rayon de convergence R > 0, et soit f :
neN
|—R, R[ — K sa somme ; alors pour tout n € N,
f™(0)
Qp = .
n!
_ J

Remarque. On en déduit I’application importante : Si deux séries entieres >, _\ anz™ et >\ bpa”
de rayons respectifs R; > 0 et Ry > 0 coincident sur un intervalle | — a, a [ avec o > 0, alors ces deux
séries entiéres sont égales (c’est a dire pour tout n € N, a,, = b, ).

10
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On retiendra que 1'on peut intégrer ou dériver librement une série entiére sur tout segment inclus dans
I'intervalle ouvert de convergence.

Exercice 6. Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de la série entiére :
Z n?z".
neN
\ J

Résolution.

3. DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE

On donne une écriture sous forme de somme de série entiére de la plupart des fonctions usuelles.

Dans toute cette partie I désigne un intervalle contenant 0 comme point intérieur, c’est & dire tel qu’il
existe r > 0 avec | — r,r[ < I.

3.1. Fonctions développable en série entiére.

Puisque la somme d’une série entiére est une fonction de classe € dont les coefficients a,, sont

. , . L. . . . (n)(0) .
uniquement déterminés par ses dérivées successives via la relation a,, = ! n,( ), il est naturel pour une

fonction de classe € de lui associer la série entiére ayant ces mémes coefficients. C’est sa série de
Taylor.

DEFINITION 6. (Série de Taylor d’une fonction)
Soit I un intervalle de R contenant 0 comme point intérieur a I, et soit f € €*(I,K).

() (o
On appelle série de Taylor de f la série entiére Z fi()x"

n!
neN

On s’intéresse aux fonctions qui sont somme d’une série entiére :

e “
DEFINITION 7. (Fonction développable en série entiére)

Soit I un intervalle de R contenant 0 comme point intérieur, et soit f : I — K. On dit que
f est développable en série entiére si il existe un intervalle |—r,r[ < I, avec r > 0, et une série

entiére 2 anx™ a valeurs dans K et de rayon de convergence R = r > 0 telle que :
neN

+o0
Ve e |-r,r[, f(zx)= 2 anz"”
n=0

" est alors appelée le développement en série entiére de f.

La série entiére Z an®
neN
G J

Bien siir si un développement en série entiére existe, ce ne peut étre que la série de Taylor.
Jean-Philippe Préaux 11
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THEOREME 18. (Unicité du dévelopement en série entiére)

Sous les hypothéses de la définition, si f est développable en série entiére sur | — r,r[, alors :

o [ est de classe €° sur | —r,r|,

e son développement en série entiére est unique : il s’agit de sa série de Taylor; pour tout

neN :
_ £"(0)

n!
\ Y,

Qnp

Démonstration. Découle immeédiatement du théoréme 16 et de son corollaire 17. |

Remarques.
e Ainsi, si la fonction est paire (resp. impaire), tous les asp, 41 (resp. as,) sont nuls.

e Ses primitives sur | — r,r[ sont développables en série entiére sur | — r,r[. Ses dérivées successives
sur | — r, r[ sont développables en série entiére sur | — r, r[.

e Une fonction peut étre de classe € sur I sans étre développable en série entiére, soit parce que sa
série de Taylor a un rayon de convergence nul, soit parce qu’elle converge vers une autre fonction que
f. Par exemple, on montre que ’application :

f:R — R

exp (—I%) six #0

€T >

0 siz=0

est de classe ¥ sur R et que toutes ses dérivées successives sont nulles en 0. Donc sa série de Taylor
converge vers la fonction nulle sur R : f n’est pas développable en série entiére.

e Pour montrer qu’une fonction est développable en série entiére on peut parfois montrer que la série
de Taylor de f converge (simplement) vers f en utilisant une formule de Taylor qui donne le reste, ou
au moins une majoration :

e 2
Soit f une application de classe €* sur | — a,a| avec a > 0, alors (formules de Taylor) :

VneN,Vz e |—a,a], f(z)= Zn: %xk + R, (x)
k=0 :

R, (x)

xn

=0

avec R, (x) = o(z") ie lim
z—0 z—0
e D’apres la formule de Taylor avec reste intégral :

X

1
Rala) = o [ @@= 0n 0o,
n! Jy
e D’apres la formule de Taylor-Lagrange Vr €10, af :

||+
(n+1)!
Et f sera développable en série entiére si et seulement si il existe 0 < r < a tel que :
Ve e|—rr[, Ry(z) e 0
\_ _J

X

|Ry(2)] < max | fO+D ()

te [—r,r]

Ainsi pour qu’une fonction de classe €% sur | — a, a| soit développable en série entiére :
— I faut et il suffit que :

Ir€]0,a], Ve e] —r,r, l'fw(x_t)nf(n-rl)(t)dt — 0

n.Jo n—+00
— 11 suffit que :
Ire]0,al, Yz €] —r,r[, max f(”“)(t)‘ X M —
te [—r,r] (n+1)! no+owo

Jean-Philippe Préaux 12
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3.2. Développements en série entiére usuels.
e A
1 +00
vxe]f1,1[,1_x=2x R=1
n=0
+0
v - 1,1, = —1)"a™ R=1
rel =11l g = 2V
Plus généralement :
1 +00
VzeC 1 = " R=1
z€eC, |z < — = ;Oz
1 +00
VzeC <1 — = —1)"" R=1
2€C, |21 <1 = ngo( )"z
\ J

Démonstration. Déja établie en exemple : somme d’un série géométrique de raison tz avec —1 < z < 1 (ou £z avec |z| < 1).
]

4 N\
+00 2n
Vee]-1,1[, n(l-z) = - > — R=1
n
=1
190 (_1>n—1 .
Vee]—1,1[, In(l+2z) = R=1
n=1
\ J
Démonstration. Découle du résultat précédent par primitivation (théoréme 14).
Exercice 7. Montrer que : )
) = 3
n=1 o
\ J
Reésolution.
( )
+ n
Vee]—1,1[, Arctan(z) = ZOJO (_71)332"“ R=1
= (2n+1)
\_ J

Jean-Philippe Préaux
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PC SERIES ENTIERES
Démonstration. Déja traité en exemple en primitivant le développement en série entiére de z — 1+172 , lui méme obtenu en
appliquant en z? le développement en série entiére de x —— H% | |
. )
Exercice 8. Montrer que :
+00
-n L
4 2n + 1
n=0
\ J
Résolution.
( )
400
VzeC,ez:Z— R =+
n!
n=0
\_ J
Démonstration. Déja traité dans le chapitre sur les séries numériques. Pour rappel : on traite le cas particulier ot x € R a
l’aide de l’inégalité de Taylor-Lagrange ; pour z fixé
y no ok ||+
exp(™t )(t) =exp(|z|]) = |e” — Z — | <exp(|z|]) X ——— —> par croissance comparée
o k! (n + 1)! n>+4w

I
te[—|zl.|z[]

avant de ’étendre a tout complexe z par convergence absolue.
Rappelons au passage que exp(x + iy) = e*(cosy + isiny) et que ere? = e*ts pour (z7 z/) e C2. |
( )
+00 (_1)n
Vz € R, sin(z) = Z ——__ g+l R=+w»
(2n + 1)!
n=0
+00 (—1)"
Yz e R, cos(z) = 27 n R =+
(2n)!
n=0
\_ J
Démonstration. Déja traité dans le chapitre sur les séries numériques a ’aide de I’inégalité de Taylor-Lagrange. Pour rappel :

pour z fixé :

. (2n+2) . L b p2k+1 ‘z|271+2
max |sm (t)) <1 = |sin(z) — Z (-1) <1x — 0

tel—lzl,|x(] = (2k + 1)! (2n + 2)! notoo

n 2k 2n+1

max |cos(2"+1)(t)‘ <1 = |cos(z) — (_1)k r || 0

te[—|z|,[x[] “=o (Qk)l (2n+ 1)! n—+m

14
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- 2
to 2n+1
Vz € R, sh(z) = e R =+
= (2n+1)!
Jrzolo $2n
Vz eR, ch(z) = R=+o©
= (2n)!
_ J

—x

Démonstration. On effectue une combinaison linéaire des développements en série entiére de e® et e

N +0 1 "
VreR, e” = kgo ;z
0 n
VreR, e © = =D z"
“=o n!
A I e Gl DU S B
= Vz € R, ch(z) = 5 =3 TLZ::() —g % = ,,,Z::() WJ,Q
x —x +00 n +0o0
et Vz € R, sh(z) = e-e” 1 ﬂm" - _ L e
2 2.2 al A (2n+ 1)
|

s — N

Pour tout o € R, application

]=1,40[ — R
x — (1+x)°
est développable en série entiére de développement :
(a—1)---(a—n+1)
Vee]—1,1[, (1+2)® 1+Z o "
et a pour rayon de convergence :
R 4+ siaeN
1 siaae R\N'

\ J

Remarque. Dans le cas a € N, il s’agit en fait de la formule du binéme appliquée au développement
du polynoéme (1 + z)*; aussi cette formule s "appelle la formule du binéme généralisée.

Démonstration. Pour a € N cela découle de la formule du binéme ; puisqu’elle est vraie pour tout € R, le rayon de convergence
est R = +o00.

_ ala=1)-(a—n+1)

= . Alors pour

Supposons désormais que o € R ~. N. Soit la série entiére ), anxz™ ol ag = 1 et Vn e N¥ q

tout n € N,a,, # 0, et :

neN
a—n
an n+1

L’application de la régle de d’Alembert montre donc que cette série a un rayon de convergence égal a 1. Notons f sa somme sur

+ o0
-1l Ve el - L[ f@) =1+ 5 oa=1)--(azn+l)

|
ne1 n:

An 41

—
n—+w

z™. D’aprés le théoréme 16, f est de classe € sur | — 1,1[ de

dérivée :

ic a(a—l)-u(a—n-&-l)mn,l: JrZwa(oe—l)-w(a—n)ajn.

f(@) = T

n!

n=1 n=0

Calculons alors :

(z+ 1) f () = zf (x) + f'(2)

:fa(a_l)...(a—n-&-l) n+2a(a—1) (a—n)$n
(n—1)!

n=1

a(afl c(la=n+1)  ala—1)---(a—n)] ,
=a+2[ —T + o] ]I

_ 2 aa—1)---(a—n+1) a—-n] ,

) (= D) e

B ¥ al@—1)---(a—n+1) a g,

7a+n; (n—1)! n
a@-1)---(a—n

=a+a2 ( D) n'( +D f(z)
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On en déduit que f est solution sur | — 1, 1[ de I’équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre
, e
v= z+1 Y
Comme de plus f(0) = 1, f est donc solution sur | — 1, 1[ du probléme de Cauchy :

y(0) =1

’

y =

x+1y

Or on sait que la solution d’un tel systéme est unique, et on vérifie immédiatement que Papplication définie sur | — 1, 1[ par
Vo €] —1,1[, g(z) = (z + 1) est solution de ce systéme, d’ou f = g, ce qui achéve la preuve.

FORMULAIRE RECAPITULATIF SUR R
1 o
_ n
1_x_2x re]l—1,1]
n=0
oo o
1 _ _1\n—1% —
n(l+z) =Y (-1) - ze]l—1,1]
n=1
IO n
x
T _ -
e’ = Z o zeR
n=0
To
1 (a— 1
(L+a) =) ala=l-la=n+l) wl 11 RsiaeN)
n=0 n!
+9%0 x2n+l
inr = e eR
sinx Z( ) an ) x
n=0
+00 xgn
= -1)"—— eR
cos T Z (-1) o)l x
n=0
+ $2n+1
shz = —_— reR
= (2n+1)!
Jf 22n
chx = — reR
= (2n)!
+oo g2+l
Arctanz = Y (=1)"— €]-1,1
rctanx Z( o T 1 re]l—1,1]
n=0
FORMULAIRE RECAPITULATIF SUR C
1 400
1_2:22" zeCavec|z|<1,R=1
n=0
400 on
z __ - —
e—zn! 2zeC, R=+4w®
n=0
e )
Exercice 9. Développer en série entiére la fonction définie pour tout z € | — o0, 1] par :
R In(1 — x) .
1—x
(Indication : utiliser le produit de Cauchy des séries entiéres.)
\ J

Résolution.
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Méthode. Comment montrer quune fonction est développable en série entiére 7

e si c’est une expression, par opérations & l'aide des séries entiéres usuelles - somme, produit de
Cauchy, dérivation, primitivation, décalage d’indice, substitution de 2 par z? etc.

e A l'aide d’un développement limité en majorant le reste par une suite (cv,) qui tend vers 0 lorsque
n — +00; pour cela on utilise si on le peut l'inégalité de Taylor-Lagrange, sinon Taylor a reste
intégral.

e A P’aide d’une équation différentielle simple. Savoir utiliser dans ce cas I’existence et I'unicité d’une
solution & un probléme de Cauchy donnée par le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

e Pour une intégrale a paramétre : on utilise un théoréme d’intégration terme & terme pour faire
apparaitre une série entiére.

Remarque.

e le fait qu'une fonction est de classe €* n’est pas du tout suffisant pour qu’une fonction soit déve-
loppable en série entiére.

e la composition f o g avec g(0) = 0 et f et g DSE est bien DSE mais c’est un résultat hors-
programme qui nécessite de savoir manipuler des sommes doubles infinies (ce que I'on fait parfois
en probabilités...)
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