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Nous étudions dans ce chapitre les séries entières, ce sont des séries de fonctions de la variable
complexe (ou réelle) dont les sommes partielles sont polynomiales. Il s’avère que la plupart des fonc-
tions usuelles sont sommes de séries entières, au moins localement ; ce qui leur confère le plus haut
degré de régularité. L’écriture sous forme de séries entières permet une résolution simple d’équations
fonctionnelles, dont la résolution d’équations différentielles.
Dans tout le chapitre K désigne R ou C, n un entier, x un réel, et z un complexe.

1. Série entière et rayon de convergence

1.1. Séries entières.

Définition 1. (Série entière)
Soit panqnPN une suite à valeurs dans K.

‚ On appelle série entière
ÿ

nPN

anx
n de la variable réelle, la série de fonctions

ÿ

nPN

un où un :

R Ñ K, x ÞÑ anx
n.

‚ On appelle série entière
ÿ

nPN

anz
n de la variable complexe, la série de fonctions

ÿ

nPN

un où

un : C Ñ C, z ÞÑ anz
n.

‚ Une telle série définit une fonction x ÞÝÑ
`8
ÿ

n“0

anx
n à valeur dans K

´

resp. complexe z ÞÝÑ

`8
ÿ

n“0

anz
n à valeurs dans C

¯

en tout point x P R
`

resp. z P C
˘

en lequel la série converge. On

l’appelle la somme de la série entière.

Remarque. Autrement dit, une série entière est une série de fonctions dont le terme général d’ordre
n est (nul ou) monomial de degré n. En particulier toutes les sommes partielles Sn : x ÞÝÑ Snpxq ou
Sn : z ÞÝÑ Snpzq sont polynomiales de degré au plus n.
Exemples.
‚ Lorsque @n P N, an “ 1, les séries entières

ÿ

xn, à variable réelle, et
ÿ

zn, à variable complexe,
sont pour tout x P R (resp. z P C) fixés des séries géométriques ; elles convergent sur s´ 1, 1r

`

resp. sur

tz P C | |z| ă 1u
˘

vers x ÞÝÑ 1
1´x

`

resp. z ÞÝÑ 1
1´z

˘

. En tout x Ps ´ 1, 1r
´

resp. z P
 

z P C | |z| ă 1
(

¯

la convergence est absolue.
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‚ Lorsque @n P N, an “ 1
n! , la série entière

ÿ

ně0

zn

n!
converge vers la fonction exp. En tout z P C la

convergence est absolue.

Dans la suite nous traiterons des séries entières à variables complexes
ř

anz
n ; mais tous les résultats

restent valides pour les séries entières à variables réelles
ř

anx
n vues comme restrictions à R des

précédentes.

1.2. Rayon de convergence.
Le lemme fondamental suivant procure une information précieuse sur le domaine de définition d’une
fonction définie par une série entière.

Théorème 1. (Lemme d’Abel)
S’il existe z0 P C˚ tel que la suite panzn0 qnPN soit bornée, alors pour tout nombre complexe z tel
que |z| ă |z0|

|anz
n| “

nÑ`8
O
´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z

z0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
¯

en particulier,
ÿ

nPN

anz
n est absolument convergente.

Démonstration. Soit un tel z0 P C˚ ; alors pour tout z P C :

|anz
n
| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

anz
n
0 ˆ

zn

zn0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
ˇ

ˇanz
n
0

ˇ

ˇ

loomoon

bornée

ˆ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z

z0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n

ùñ |anz
n
| “
nÑ`8

O
´

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z

z0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n ¯

Or pour z fixé avec |z| ă |z0|, la série géométrique
ÿ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z

z0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n

est convergente ; par comparaison, la série
ÿ

anz
n est alors

absolument convergente. �

Remarque. Ainsi si pour z0 P C˚ fixé, la série
ÿ

anz
n
0 est absolument convergente (i.e.

ÿ

|anz
n
0 |

converge), alors en particulier |anzn0 | ÝÑ 0 et donc la suite p|anzn0 |qn est bornée. Ainsi pour tout z P C

vérifiant |z| ă |z0|,
ÿ

anz
n converge absolument.

Exemple. Puisque 1n “ 1 est bornée, pour tout z P C avec |z| ă 1,
ÿ

zn converge absolument.

Proposition-Définition 2. (Rayon de convergence)
Soit

ÿ

anz
n une série entière ; on appelle rayon de convergence de la série entière,

R “ sup
!

r P R` | anr
n soit bornée

)

P R` Y t`8u

Démonstration. La borne sup est bien définie (éventuellement R “ `8 lorsque
 

r P R` | anr
n soit bornée

(

n’est pas
majorée), puisque

 

r P R` | anr
n soit bornée

(

est une partie non vide de R car il contient r “ 0. �

Le résultat fondamental est alors le suivant :

Théorème 2.
Si R est le rayon de convergence d’une série

ÿ

anz
n alors :

‚ Pour tout z P C vérifiant |z| ă R, il y a convergence absolue de la série
ÿ

anz
n.

‚ Pour tout z P C vérifiant |z| ą R, il y a divergence grossière de la série
ÿ

anz
n.

Démonstration. Le premier point découle du lemme d’Abel : si |z| ă R alors il existe r P R` avec |z| ă r ă R tel que anrn

soit borné et donc
ř

anz
n est absolument convergente. Pour le second point si |z| ą R par définition du rayon de convergence

pan|z|
n
q n’est pas bornée donc panznq non plus donc panznq ne peut pas tendre vers 0 c’est à dire que la série

ř

anz
n diverge

grossièrement. �

Remarque. Rappelons que punqn P CN est bornée si et seulement si p|un|qn est bornée.
Jean-Philippe Préaux 2
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Ainsi on est amené à définir :

Définition 3. (Disque/intervalle ouvert de convergence)
‚ Si R est le rayon de convergence d’une série

ÿ

anz
n alors on appelle disque ouvert de

convergence :

Dp0, Rq “
!

z P C | |z| ă R
)

Bien sûr lorsque R “ `8, Dp0, Rq “ C.
‚ Si R est le rayon de convergence d’une série

ÿ

anx
n alors on appelle intervalle ouvert de

convergence :

Dp0, Rq “s ´R,Rr

Bien sûr lorsque R “ `8, Dp0, Rq “ R.

Remarque. Notons aussi :

Soit R le rayon de convergence d’une série à variable complexe (resp. réelle), notons :

Dp0, Rq “
!

z P C | |z| ď R
)

resp. Dp0, Rq “ r´R,Rs

le disque fermé de rayon R.

Alors le domaine de définition D de la
ÿ

anz
n de rayon de convergence R P R` vérifie :

Dp0, Rq Ă D Ă Dp0, Rq

La frontière du disque ouvert de convergence Dp0, Rq r Dp0, Rq s’appelle le cercle d’incertitude. Le
seul rayon de convergence ne permet rien de déduire quant à la nature de

ř

anz
n pour z dans le cercle

d’incertitude.
Exemples.
‚ Pour

ř

zn le rayon de convergence est R “ 1 ; il a a convergence (absolue) dans le disque ouvert de
convergence, mais divergence partout ailleurs (série géométrique) et même grossière partout ailleurs
(puisque si |z| ě 1, |z|n ne tend pas vers 0).

‚ Pour
ř xn

n
: pour x “ 1 il y a divergence tandis que pour |x| ă 1 :

xn

n
“

nÑ`8
o

ˆ

1

n2

˙

par croissance comparée. Ainsi le rayon de convergence est 1 : il y a convergence absolue sur le disque
ouvert de converge s ´ 1, 1r, divergence grossière à l’extérieur du disque fermé de convergence (c’est à
dire sur s ´ 8,´1rYs1,`8r), et quant au cercle d’incertitude

 

´ 1, 1
(

:
– Il y a divergence en x “ 1 (mais non grossière) par divergence de la série harmonique

ř

1
n .

– Il y a convergence en x “ ´1 (mais non absolue) d’après le critère spécial des séries alternées appliqué
à la série harmonique alternée

ř p´1qn

n .

Théorème 3. (Convergence normale sur tout segment fermé)
Si R est le rayon de convergence de la série entière

ÿ

anx
n, alors il y a convergence normale

(et donc uniforme) de la série entière sur tout segment fermé ra, bs Ăs ´R,Rr.

Démonstration. En effet pour tout x P ra, bs, en posant r “ maxp|a|, |b|q on a :

|anx
n
| ď |an|r

n et
ÿ

|an|r
n converge.

�

Remarque. Mais attention, il n’y a en général ni convergence normale ni uniforme sur l’intervalle
ouvert de convergence.
Contre-exemple :

ÿ

xn ne converge ni normalement ni uniformément sur son intervalle ouvert de
convergence s ´ 1, 1r. En effet, sinon, d’après le théorème d’interversion des limites (cf. Chapitre :
Suites et séries de fonctions), puisque pour tout n P N, xn ÝÑ

xÑ1
1, on aurait alors que

ÿ

lim
xÑ1

xn “
ÿ

1

Jean-Philippe Préaux 3
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converge, ce qui n’est pas le cas.

Corollaire 4. (Continuité sur l’intervalle ouvert de convergence)

La fonction x ÞÝÑ
`8
ÿ

n“0

anx
n est continue sur son intervalle ouvert de convergence.

Démonstration. Pour une série entière à variable réelle c’est une conséquence de la convergence normale sur tout intervalle
fermé r´r, rs Ăs ´ R,Rr : en effet les sommes partielles sont toutes continues, car polynomiales, et la convergence normale sur
tout segment r´r, rs implique la convergence uniforme sur tout segment inclus dans s ´ R,Rr ; d’où la continuité de la somme
(cf. Chapitre : Suites et séries de fonctions). �

Le résultat demeure vrai pour les séries entières de la variable complexe.

Théorème 5. (Continuité sur le disque ouvert de convergence)

La fonction z ÞÝÑ
`8
ÿ

n“0

anz
n est continue sur son disque ouvert de convergence.

Démonstration. Admis.
Il s’avère que les notions de convergence uniforme/normale ont un sens (similaire) pour les séries de fonctions de la variable
complexe. Il y a alors, par le même argument, pour une série entière de la variable complexe convergence normale sur tout disque
fermé dans le disque de convergence, et de même la continuité en découle. �

1.3. Calcul du rayon de convergence.
Pour calculer le rayon de convergence on procède souvent par double inégalité :

Proposition 6. (Minoration/Majoration du rayon de convergence)
Soit

ÿ

anz
n une série entière de rayon de convergence R P R`.

‚ Si l’une des condition suivantes est vérifiée :
– la suite panznqn est bornée,
– la suite panznqn est convergente,
– la série numérique

ř

anz
n converge,

– la série numérique
ř

anz
n converge absolument,

alors R ě |z|.
‚ Si l’une des conditions suivantes est vérifiée :
– la série numérique

ř

|anz
n| diverge,

– la série numérique
ř

anz
n diverge,

– la suite panznqn ne tend pas vers 0,
– la suite panznqn n’est pas bornée,
alors R ď |z|.

Démonstration. Par définition du rayon de convergence, si la suite panznqn est bornée alors R ě |z|. De plus
ř

anz
n CVA

ùñ
ř

anz
n CV ùñ panz

n
qn CV ùñ panz

n
qn est bornée.

Par contraposée du lemme d’Abel si la série numérique
ř

|anz
n
| diverge alors R ď |z|. De plus panznqn non bornée ùñ

panz
n
qn ne tend pas vers 0 ùñ

ř

anz
n diverge ùñ

ř

|anz
n
| diverge. �

Exemples.

‚ La série exponentielle
ÿ zn

n!
a pour rayon de convergence R “ `8 puisque pour tout z P C, elle

converge.
‚ La série

ÿ

nzn a pour rayon de convergence 1. En effet, pour z “ 1 la série diverge, donc R ď 1.
Pour tout 0 ă r ă 1, nrn converge par croissance comparée, donc R ě r pour tout r ă 1, et donc
R ě 1.
‚ Si

ř

anz
n a pour rayon de convergence R, alors

ř

anz
2n a pour rayon de convergence R1 “

?
R (en

notant
?
`8 “ `8). En effet :

– Si |z| ă
?
R alors |z2| ă R et

ř

an
`

z2
˘n converge ; donc R1 ě

?
R.

– Si |z| ą
?
R alors |z2| ą R et

ř

an
`

z2
˘n diverge ; donc R1 ď

?
R.

Jean-Philippe Préaux 4
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Exercice 1. Soit p P N˚ ; déterminer le rayon de convergence de la série
ř

cos
´

nπ
p

¯

zn.

Résolution.
Pour z “ 1 la suite cos

´

nπ
p

¯

1n est bornée ; donc R ě 1.

Mais elle ne tend pas vers 0
´

car cos
´

pn`2pqπ
p

¯

“ cos
´

nπ
p

¯¯

donc R ď 1.

Ainsi R “ 1.

Le plus direct pour le calcul du rayon de convergence, lorsque c’est possible, utilise le critère de
d’Alembert.

Théorème 7. (Application de la règle de d’Alembert)
Soit

ÿ

anz
n une série entière ; si tous les an sont non nuls à partir d’un certain rang, et si :

lim
nÑ`8

|an`1|

|an|
“ ` P R`

alors le rayon de convergence R de la série est donné par :

R “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

`8 si ` “ 0,
1

`
si ` P R˚`,

0 si ` “ `8.

Démonstration. Appliquons sous ces hypothèses la règle de d’Alembert à la série
ÿ

anz
n pour z P C˚ fixé :

lim
nÑ`8

ˇ

ˇan`1z
n`1

ˇ

ˇ

|anzn|
“

$

&

%

0 si ` “ 0 p1q

|z| ˆ ` si ` P R˚
`

p2q

`8 si ` “ `8 p3q

D’après d’Alembert :

– dans le cas p1q la série
ÿ

anz
n converge absolument pour tout z P C ; ainsi R “ `8,

– dans le cas p2q la série
ÿ

anz
n converge absolument dès que |z| ˆ ` ă 1, c’est à dire dès que |z| ă 1

` donc R ě 1
` et diverge

dès que |z| ˆ ` ą 1, c’est à dire dès que |z| ą 1
` donc R ď 1

` ; ainsi R “
1
` ,

– dans le cas p3q, la série
ÿ

anz
n diverge pour tout z P C˚ ; ainsi R “ 0. �

Exercice 2. Déterminer le rayon de convergence des séries :
ÿ zn

n
;

ÿ n2zn

2n
;

ÿ p´2qnzn
?
n

Résolution.

‚ an “
1

n
.

|an`1|

|an|
“

n

n` 1
ÝÑ
nÑ`8

1 ùñ R “ 1

‚ bn “
n2

2n
.

|bn`1|

|bn|
“
pn` 1q2

2n2
ÝÑ
nÑ`8

1

2
ùñ R “ 2

‚ cn “
p´2qn
?
n

.

|cn`1|

|cn|
“

2
?
n

?
n` 1

ÝÑ
nÑ`8

2 ùñ R “
1

2

Jean-Philippe Préaux 5
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Théorème 8. (Comparaison de rayons de convergence)
Soient

ÿ

anz
n et

ÿ

bnz
n deux séries entières, et Ra, Rb leur rayon de convergence respectif.

‚ Si an “ Opbnq ou an “ opbnq alors Ra ě Rb.
‚ Si an „ bn alors Ra “ Rb.

Démonstration. Si an “ Opbnq (en particulier si an “ opbnq) alors si bnzn est borné il en est de même de anzn donc Ra ě Rb.
Si an „ bn alors an “ Opbnq et bn “ Opanq et donc Ra ě Rb et Ra ď Rb. �

Exemples.

‚ Rayon de convergence de
ÿ

dpnqzn où dpnq est le nombre de diviseurs de n.

Pour tout n P N, 1 ď dpnq ď n. Or
ÿ

zn a pour rayon de convergence 1, donc R ď 1 et
ÿ

nzn aussi
(voir exemple plus haut), donc R ě 1. Finalement le rayon de convergence est R “ 1.

‚ Rayon de convergence de
ÿ

anz
n où an “

n
ź

k“1

ˆ

1`
k

n

˙

.

On a :

an “
n
ź

k“1

ˆ

1`
k

n

˙

“

n
ź

k“1

n` k

n
“
p2nq!

n!nn
„
p2nq2n

e2n

?
4πnˆ

en

n2n
?
2πn

„

?
2ˆ 4n

en

En appliquant d’Alembert :

lim
nÑ`8

|an`1|

|an|
“ lim
nÑ`8

?
2ˆ 4n`1en

?
2ˆ 4nen`1

“
4

e

Le rayon de convergence est donc R “
e

4
.

Exercice 3. Déterminer le rayon de convergence de :
ÿ

Arctan

ˆ

1

n2

˙

zn ;
ÿ

sin

ˆ

1

2n

˙

zn ;
ÿ chp´nq

2n
zn

Résolution.

‚ Puisque Arctan

ˆ

1

n2

˙

„
`8

1

n2
par équivalence, le rayon de convergence est le même que celui de

ÿ zn

n2
qui d’après d’Alembert est égal à 1 ; ainsi R “ 1.

‚ Puisque sin

ˆ

1

2n

˙

„
`8

1

2n
par équivalence, le rayon de convergence est le même que celui de

ÿ zn

2n
qui d’après d’Alembert est égal à 2 ; ainsi R “ 2.

‚ Puisque chp´nq „
`8

en

2
par équivalence, le rayon de convergence est le même que celui de

ÿ enzn

2n`1

qui d’après d’Alembert est égal à
2

e
; ainsi R “

2

e
.

1.4. Rayon de convergence et opérations sur les séries entières.

Proposition 9.
Soit

ÿ

nPN

anz
n une série entière de rayon de convergence R. Les séries entières

ÿ

něn0

anz
n, avec

n0 P N, ont même rayon de convergence R.

Démonstration. Pour z P C et n0 P N fixés, la suite panznqně0 est bornée ssi la suite panznqněn0
est bornée. �

Jean-Philippe Préaux 6
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Proposition 10.
Soit

ÿ

nPN

anz
n une série entière de rayon de convergence R. Les séries entières

ÿ

nPN

anz
n`k,

avec k P N, ont même rayon de convergence R et pour tout z P C tel que |z| ă R on a
`8
ÿ

n“0

anz
n`k “ zk ˆ

`8
ÿ

n“0

anz
n.

Démonstration. Soient k P N et z P C fixés ; puisque anzn`k “ zk ˆ anz
n la suite panzn`kqn est bornée si et seulement si

la suite panznqn est bornée. Les séries ont donc même rayon de convergence. �

Définition 4. (Opérations algébriques sur les séries entières)

‚ On appelle produit de la série entière
ÿ

nPN

anz
n par le scalaire λ P K la série entière

ÿ

nPN

λanz
n.

‚ On appelle somme des séries entières
ÿ

nPN

anz
n et

ÿ

nPN

bnz
n la série entière

ÿ

nPN

pan ` bnq z
n.

‚ On appelle produit des séries entières
ÿ

nPN

anz
n et

ÿ

nPN

bnz
n la série entière

ÿ

nPN

cnz
n où

@n P N, cn “
ÿ

p`q“n

apbq “
n
ÿ

k“0

akbn´k

Il correspond au produit de Cauchy des séries numériques

Proposition 11. (Opérations algébriques et rayon de convergence)
Soient

ÿ

nPN

anz
n et

ÿ

nPN

bnz
n deux séries entières de rayon de convergence respectif R1, R2, et

soit λ P K un scalaire.

‚ La série entière
ÿ

nPN

λanz
n a pour rayon de convergence R “

"

R1 si λ ‰ 0

`8 si λ “ 0
et pour tout

z P C tel que |z| ă Ra on a
`8
ÿ

n“0

λanz
n “ λ

`8
ÿ

n“0

anz
n.

‚ La série entière
ÿ

nPN

pan ` bnq z
n a un rayon de convergence

"

R “ minpR1, R2q si R1 ­“ R2

R ě R1 “ R2 si R1 “ R2

et pour tout z P C tel que |z| ă min pR1, R2q, on a
`8
ÿ

n“0

pan ` bnq z
n “

`8
ÿ

n“0

anz
n `

`8
ÿ

n“0

bnz
n.

‚ La série entière
ÿ

nPN

cnz
n, produit de ces deux séries entières, a un rayon de convergence

R ě min pR1, R2q et pour tout z P C tel que |z| ă min pR1, R2q, on a
`8
ÿ

n“0

cnz
n “

˜

`8
ÿ

n“0

anz
n

¸

ˆ

˜

`8
ÿ

n“0

bnz
n

¸

Démonstration. Prouvons les dans l’ordre.
‚ Si λ “ 0, alors la série entière

ř

nPN λanz
n est la série nulle de rayon de convergence infini, si λ ‰ 0, la suite panrnqně0 est

bornée si et seulement si la suite pλanrnqně0 est bornée, d’où l’égalité des rayons de convergence. La formule est immédiate.
‚ On a pour tout r P r0,min pR1, R2q r , la suite ppan ` bnq rnqně0 est bornée car panrnqně0 et pbnrnqně0 sont bornées donc
R ě min pR1, R2q.
Supposons sans perte de généralité que R1 ă R2 et montrons qu’alors R “ R1. On sait déjà que R ě R1. Soit r tel que
R1 ă r ă R2. La suite panrnqně0 n’est pas bornée et la suite pbnrnqně0 est bornée, donc la suite ppan ` bnq rnqně0 n’est pas
bornée donc R ď r. Comme ceci est vrai pour tout r PsR1, R2 r, R ď R1 et finalement R “ R1.
Remarquons pour terminer que si R1 “ R2, alors on peut très bien avoir R ą R1 “ R2, en prenant par exemple deux séries
opposées de rayon de convergence fini : leur somme est alors la série nulle de rayon infini.

‚ Soit z P C tel que |z| ă min pR1, R2q. Les séries numériques
ř

nPN anz
n et

ř

nPN bnz
n sont toutes deux absolument conver-

gentes, donc d’après le théorème sur le produit de Cauchy des séries numériques, on a :
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˜

`8
ÿ

n“0

anz
n

¸

¨

˜

`8
ÿ

n“0

bnz
n

¸

“

`8
ÿ

n“0

˜

n
ÿ

k“0

akz
k
¨ bn´kz

n´k

¸

“

`8
ÿ

n“0

˜

n
ÿ

k“0

akbn´k

¸

z
n
“

`8
ÿ

n“0

cnz
n

ce qui montre la formule et que R ě min pR1, R2q.
Remarquons qu’on peut très bien avoir R ą min pR1, R2q, par exemple si l’une des deux séries est la série nulle et que l’autre a
un rayon de convergence fini. �

Exercice 4. Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de :
ÿ

nPN

pn` 1qzn

Résolution.

Puisque n`1 “
n
ÿ

k“0

1ˆ1, la série est le produit de
ÿ

nPN

zn par elle-même. Son rayon de convergence

est donc R ě 1 et pour tout z P C tel que |z| ă 1 :

`8
ÿ

n“0

pn` 1qzn “

˜

`8
ÿ

n“0

zn

¸2

“
1

p1´ zq2

De plus pour z “ 1, la suite ppn` 1q1nq n’est pas bornée. Donc R “ 1.

Proposition 12.
Les séries

ÿ

nPN

anz
n et

ÿ

nPN

nanz
n ont même rayon de convergence.

Démonstration. (Argument à retenir !)
Notons R1 le rayon de convergence de la première série entière

ÿ

anz
n et R2 celui de la seconde série entière

ÿ

nanz
n.

Pour tout n ě 1, |an| ď n |an| “ |bn| donc R1 ě R2.
Pour tout r tel que 0 ď r ă R1, il existe r1 tel que 0 ď r ă r1 ă R1. Or la suite panrn1 qnPN est bornée, d’où :

nanr
n
“

ˆ

n

ˆ

r

r1

˙n˙

panr
n
1 q

looomooon

bornée

“
nÑ`8

O

ˆ

n

ˆ

r

r1

˙n˙

ÝÑ
nÑ`8

0

par croissance comparée. En particulier pour tout 0 ď r ă R1, pnanrnqn est bornée, et donc R2 ě R1, donc, finalement,
R2 “ R1. �

Définition 5. (Séries entières dérivées/primitives)
Soit

ÿ

nPN

anz
n une série entière.

‚ Sa série entière dérivée (terme à terme) est :
ÿ

ně1

nanz
n´1

‚ Une série entière primitive (terme à terme) est :

c`
ÿ

ně0

anz
n`1

n` 1

où c P K.

Corollaire 13.
Une série entière, sa série dérivée, et toutes séries primitives, ont même rayon de convergence.

Démonstration. Découle des propositions 9, 10 et 12 puisque
ř

ně1 nanz
n
“ z ˆ

ř

ně1 nanz
n´1 et

ř

ně0pn ` 1q anz
n`1

n`1 “
ř

ně0 anz
n`1

“ z ˆ
ř

ně0 anz
n. �
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Remarque. Par une récurrence immédiate il en est de même des séries dérivées successives.

Exercice 5. Déterminer pour tout p P N le rayon de convergence de :
ÿ

něp

n!

pn´ pq!
zn

Résolution.
ř

ně0 z
n a même rayon de convergence que

ř

ně1 nz
n´1,

qui a même rayon de convergence que
ř

ně2 npn´ 1qzn´2,
...

qui a même rayon de convergence que
ř

něp npn´ 1q...pn´ p` 1qzn´p,

qui a même rayon de convergence que zp
ř

něp npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ p` 1qzn´p “
ř n!

pn´ pq!
zn.

Donc R “ 1.

2. Série entière d’une variable réelle ; propriété de la somme

Rappelons que si
ř

anx
n est une série entière de la variable réelle de rayon de convergence R ą 0,

alors pour tout x P s ´ R,Rr (intervalle ouvert de convergence), la série numérique
ř

anx
n converge,

et la convergence est normale sur tout segment inclus dans s ´ R,Rr. Notons f : s ´ R,RrÝÑ K sa
somme. La fonction f est continue sur s´R,Rr. Nous allons approfondir la connaissance des propriétés
de f somme d’une série entière à variable réelle.

2.1. Théorème d’intégration terme à terme pour les séries entières.

Théorème 14. (Primitivation terme à terme)
Soit

ř

nPN anx
n une série entière, à valeurs dans K et de rayon de convergence R ą 0, et soit

f : s ´R,RrÝÑ K sa somme. Alors pour tout x P s´R,Rr ,
ż x

0

fptqdt “
`8
ÿ

n“0

an
n` 1

xn`1.

et les primitives de f sur s ´R,Rr sont les applications :

Fc : x ÞÑ c`
`8
ÿ

n“0

an
n` 1

xn`1

où c P K est une constante. Les séries entières ont toutes même rayon de convergence R.

Théorème 15. (Intégration terme à terme sur un segment)
Sous les mêmes hypothèses, on peut intégrer terme à terme sur tout segment rα, βs Ăs´R,Rr :

ż β

α

˜

`8
ÿ

n“0

ant
n

¸

dt “
`8
ÿ

n“0

an

ż β

α

tn dt “
`8
ÿ

n“0

an
n` 1

`

βn`1 ´ αn`1
˘

.

Démonstration. Des théorèmes 14 et 15. Ils découlent tous deux immédiatement du théorème d’intégration terme à terme
sur un segment d’une limite uniforme (Chapitre suites et séries de fonctions) puisque la série de fonction

ř

nPN anx
n converge

normalement sur le segment r0, xs (resp. sur rα, βs Ăs ´ R,Rr). �

Exemples.
‚ De :

@x P s ´ 1, 1r,
1

1´ x
“

`8
ÿ

n“0

xn

on en déduit (en l’appliquant en ´x) :

@x P s ´ 1, 1r,
1

1` x
“

`8
ÿ

n“0

p´1qnxn

Jean-Philippe Préaux 9
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puis par primitivation (avec lnp1q “ 0) :

@x P s ´ 1, 1r, lnp1` xq “
`8
ÿ

n“1

p´1qn`1

n
xn

‚ Puis de :

@x P s´1, 1r ,
1

1` x2
“

`8
ÿ

n“0

p´1qnx2n

on obtient par primitivation (avec Arctanp0q “ 0) :

@x P s´1, 1r , Arctanpxq “
`8
ÿ

n“0

p´1qn

2n` 1
x2n`1.

2.2. Dérivation terme à terme des séries entières.
Les sommes de séries entières sont on ne peut plus régulières :

Théorème 16. (Dérivations successives terme à terme)
Soit

ÿ

nPN

anx
n une série entière à valeurs dans K et de rayon de convergence R ą 0, et soit

f : s´R,Rr ÝÑ K sa somme. Alors f est de classe C8 sur s´R,Rr, et on obtient les dérivées
successives par dérivation terme à terme : pour tout k P N et pour tout x P s ´R,Rr ,

f pkqpxq “
`8
ÿ

n“k

npn´ 1q ¨ ¨ ¨ pn´ k ` 1qanx
n´k “

`8
ÿ

n“0

pn` kq!

n!
an`kx

n.

et les séries entières obtenues ont toutes même rayon R.

Démonstration. Immédiate avec le théorème précédent de primitivation terme à terme, sachant que le rayon de convergence
reste le même. �

Exemple. L’application

f : R ÝÑ R

x ÞÝÑ

$

&

%

Arctanpxq
x si x ‰ 0

1 si x “ 0

est de classe C8 sur R. En effet elle est de classe C8 sur R˚ (comme quotient de fonctions C8).
Et puisque (cf. exemple précédent),

@x P s´1, 1r , Arctanpxq “
`8
ÿ

n“0

p´1qn

2n` 1
x2n`1

en particulier :

@x P s´1, 1r r t0u, fpxq “
`8
ÿ

n“0

p´1qn

2n` 1
x2n

et clairement cette relation demeure aussi vraie en x “ 0. Ainsi f est somme d’une série entière et
donc de classe C8 sur s ´ 1, 1r, et par conséquent sur R.

Corollaire 17.
Soit

ÿ

nPN

anx
n une série entière à valeurs dans K de rayon de convergence R ą 0, et soit f :

s´R,Rr ÝÑ K sa somme ; alors pour tout n P N,

an “
f pnqp0q

n!
.

Remarque. On en déduit l’application importante : Si deux séries entières
ř

nPN anx
n et

ř

nPN bnx
n

de rayons respectifs R1 ą 0 et R2 ą 0 coïncident sur un intervalle s ´α, α r avec α ą 0, alors ces deux
séries entières sont égales (c’est à dire pour tout n P N, an “ bn ).

Jean-Philippe Préaux 10
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On retiendra que l’on peut intégrer ou dériver librement une série entière sur tout segment inclus dans
l’intervalle ouvert de convergence.

Exercice 6. Déterminer le rayon de convergence et calculer la somme de la série entière :
ÿ

nPN

n2xn.

Résolution.
Par d’Alembert, le rayon de convergence est R “ 1. On utilise les dérivées premières et secondes de
la série géométrique :

fpxq “
1

1´ x
“

`8
ÿ

n“0

xn pour tout x P s ´ 1, 1r

puisque pour tout x P s ´ 1, 1r :
`8
ÿ

n“0

n2xn “
`8
ÿ

n“0

npn´ 1qxn

loooooooomoooooooon

R“1

`

`8
ÿ

n“0

nxn

looomooon

R“1

“ x2
`8
ÿ

n“2

npn´ 1qxn´2

loooooooooomoooooooooon

“f2pxq

`x
`8
ÿ

n“1

nxn´1

loooomoooon

“f 1pxq

“ x2 ˆ
2

p1´ xq3
` xˆ

1

p1´ xq2

“
x2 ` x

p1´ xq3

3. Développement en série entière

On donne une écriture sous forme de somme de série entière de la plupart des fonctions usuelles.
Dans toute cette partie I désigne un intervalle contenant 0 comme point intérieur, c’est à dire tel qu’il
existe r ą 0 avec s ´ r, rrĂ I.

3.1. Fonctions développable en série entière.
Puisque la somme d’une série entière est une fonction de classe C8 dont les coefficients an sont
uniquement déterminés par ses dérivées successives via la relation an “

fpnqp0q
n! , il est naturel pour une

fonction de classe C8 de lui associer la série entière ayant ces mêmes coefficients. C’est sa série de
Taylor.

Définition 6. (Série de Taylor d’une fonction)
Soit I un intervalle de R contenant 0 comme point intérieur à I, et soit f P C8pI,Kq.

On appelle série de Taylor de f la série entière
ÿ

nPN

f pnqp0q

n!
xn.

On s’intéresse aux fonctions qui sont somme d’une série entière :

Définition 7. (Fonction développable en série entière)
Soit I un intervalle de R contenant 0 comme point intérieur, et soit f : I Ñ K. On dit que
f est développable en série entière si il existe un intervalle s´r, rr Ă I, avec r ą 0, et une série
entière

ÿ

nPN

anx
n à valeurs dans K et de rayon de convergence R ě r ą 0 telle que :

@x P s´r, rr , fpxq “
`8
ÿ

n“0

anx
n

La série entière
ÿ

nPN

anx
n est alors appelée le développement en série entière de f .

Bien sûr si un développement en série entière existe, ce ne peut être que la série de Taylor.
Jean-Philippe Préaux 11
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Théorème 18. (Unicité du dévelopement en série entière)
Sous les hypothèses de la définition, si f est développable en série entière sur s ´ r, rr, alors :
‚ f est de classe C8 sur s ´ r, rr,
‚ son développement en série entière est unique : il s’agit de sa série de Taylor ; pour tout

n P N :

an “
f pnqp0q

n!

Démonstration. Découle immédiatement du théorème 16 et de son corollaire 17. �

Remarques.

‚ Ainsi, si la fonction est paire (resp. impaire), tous les a2n`1 (resp. a2n) sont nuls.

‚ Ses primitives sur s ´ r, rr sont développables en série entière sur s ´ r, rr. Ses dérivées successives
sur s ´ r, rr sont développables en série entière sur s ´ r, rr.

‚ Une fonction peut être de classe C8 sur I sans être développable en série entière, soit parce que sa
série de Taylor a un rayon de convergence nul, soit parce qu’elle converge vers une autre fonction que
f . Par exemple, on montre que l’application :

f : R ÝÑ R

x ÞÝÑ

$

&

%

exp
`

´ 1
x2

˘

si x ‰ 0

0 si x “ 0

est de classe C8 sur R et que toutes ses dérivées successives sont nulles en 0. Donc sa série de Taylor
converge vers la fonction nulle sur R : f n’est pas développable en série entière.

‚ Pour montrer qu’une fonction est développable en série entière on peut parfois montrer que la série
de Taylor de f converge (simplement) vers f en utilisant une formule de Taylor qui donne le reste, ou
au moins une majoration :

Soit f une application de classe C8 sur s ´ a, ar avec a ą 0, alors (formules de Taylor) :

@n P N,@x P s´a, ar , fpxq “
n
ÿ

k“0

f pkqp0q

k!
xk `Rnpxq

avec Rnpxq “
xÑ0

o pxnq i.e. lim
xÑ0

Rnpxq

xn
“ 0

‚ D’après la formule de Taylor avec reste intégral :

Rnpxq “
1

n!

ż x

0

px´ tqnf pn`1qptqdt.

‚ D’après la formule de Taylor-Lagrange @r P s0, ar :

|Rnpxq| ď max
tP r´r,rs

ˇ

ˇ

ˇ
f pn`1qptq

ˇ

ˇ

ˇ
ˆ
|x|n`1

pn` 1q!

Et f sera développable en série entière si et seulement si il existe 0 ă r ď a tel que :
@x P s ´ r, rr, Rnpxq ÝÑ

nÑ`8
0

Ainsi pour qu’une fonction de classe C8 sur s ´ a, ar soit développable en série entière :

– Il faut et il suffit que :

Dr P s0, as, @x P s ´ r, rr,
1

n!

ż x

0

px´ tqnf pn`1qptqdt ÝÑ
nÑ`8

0

– Il suffit que :

Dr P s0, ar, @x P s ´ r, rr, max
tP r´r,rs

ˇ

ˇ

ˇ
f pn`1qptq

ˇ

ˇ

ˇ
ˆ
|x|n`1

pn` 1q!
ÝÑ
nÑ`8

0

Jean-Philippe Préaux 12



PC Séries entières ENCPB

3.2. Développements en série entière usuels.

@x P s ´ 1, 1r ,
1

1´ x
“

`8
ÿ

n“0

xn R “ 1

@x P s ´ 1, 1r ,
1

1` x
“

`8
ÿ

n“0

p´1qnxn R “ 1

Plus généralement :

@z P C, |z| ă 1 ùñ
1

1´ z
“

`8
ÿ

n“0

zn R “ 1

@z P C, |z| ă 1 ùñ
1

1` z
“

`8
ÿ

n“0

p´1qnzn R “ 1

Démonstration. Déjà établie en exemple : somme d’un série géométrique de raison ˘x avec ´1 ă x ă 1 (ou ˘z avec |z| ă 1).
�

@x P s ´ 1, 1r , lnp1´ xq “ ´
`8
ÿ

n“1

xn

n
R “ 1

@x P s ´ 1, 1r , lnp1` xq “
`8
ÿ

n“1

p´1qn´1

n
xn R “ 1

Démonstration. Découle du résultat précédent par primitivation (théorème 14). �

Exercice 7. Montrer que :

lnp2q “
`8
ÿ

n“1

p´1qn´1

n

Résolution.
La série converge d’après le critère spécial des séries alternées. C’est la série obtenue en faisant
tendre x vers 1 dans chaque terme du développement en série entière de lnp1` xq ; on souhaiterait
en déduire que sa somme vaut lim

xÑ1
lnp1` xq “ lnp2q.

Pour cela il faudrait appliquer le théorème d’interversion somme limite ; mais il nous faut pour cela

la converge uniforme de la série de fonctions
`8
ÿ

n“1

p´1qn´1

n
xn au moins au voisinage de 1´.

il n’y a pas convergence normale
´

car
›

›

›

›

p´1qn´1

n
xn

›

›

›

›

8

“
1

n
sur un voisinage de 1´

¯

.

Toujours d’après le critère spécial des séries alternées, pour tout x P s0, 1r,

|Rnpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8
ÿ

k“n`1

p´1qk´1

k
xk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

n` 1
ÝÑ
nÑ`8

0

D’où la convergence uniforme sur s0, 1r ; l’application du théorème d’interversion somme limite
fournit alors :

lnp2q “ lim
xÑ1´

lnp1` xq “
`8
ÿ

n“1

lim
xÑ1´

p´1qn´1

n
xn “

`8
ÿ

n“1

p´1qn´1

n

@x P s ´ 1, 1r , Arctanpxq “
`8
ÿ

n“0

p´1qn

p2n` 1q
x2n`1 R “ 1
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Démonstration. Déjà traité en exemple en primitivant le développement en série entière de x ÞÝÑ 1
1`x2

, lui même obtenu en

appliquant en x2 le développement en série entière de x ÞÝÑ 1
1`x . �

Exercice 8. Montrer que :
π

4
“

`8
ÿ

n“0

p´1qn

2n` 1

Résolution.
La série converge d’après le critère spécial des séries alternées. C’est la série obtenue en faisant
tendre x vers 1 dans chaque terme du développement en série entière de Arctanpxq ; on souhaiterait
en déduire que sa somme vaut lim

xÑ1
Arctanpxq “

π

4
.

Pour cela il faudrait appliquer le théorème d’interversion somme limite ; mais il nous faut pour cela

la converge uniforme de la série de fonctions
`8
ÿ

n“0

p´1qn

2n` 1
x2n`1 au moins au voisinage de 1´.

il n’y a pas convergence normale
´

car
›

›

›

›

p´1qn

2n` 1
x2n`1

›

›

›

›

8

“
1

2n` 1
sur un voisinage de 1´

¯

.

Toujours d’après le critère spécial des séries alternées, pour tout x P s0, 1r,

|Rnpxq| “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`8
ÿ

k“n`1

p´1qk

2k ` 1
x2k`1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
1

2n` 2
ÝÑ
nÑ`8

0

D’où la convergence uniforme sur s0, 1r ; l’application du théorème d’interversion somme limite
fournit alors :

π

4
“ lim
xÑ1´

Arctanpxq “
`8
ÿ

n“0

lim
xÑ1´

p´1qn

2n` 1
x2n`1 “

`8
ÿ

n“0

p´1qn

2n` 1

@z P C, ez “
`8
ÿ

n“0

zn

n!
R “ `8

Démonstration. Déjà traité dans le chapitre sur les séries numériques. Pour rappel : on traite le cas particulier où x P R à
l’aide de l’inégalité de Taylor-Lagrange ; pour x fixé :

max
tPr´|x|,|x|s

ˇ

ˇ

ˇ
exp

pn`1q
ptq

ˇ

ˇ

ˇ
“ expp|x|q ùñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e
x
´

n
ÿ

k“0

xk

k!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď expp|x|q ˆ
|x|n`1

pn` 1q!
ÝÑ
nÑ`8

0 par croissance comparée

avant de l’étendre à tout complexe z par convergence absolue.

Rappelons au passage que exppx` iyq “ expcos y ` i sin yq et que ezez
1
“ ez`z

1
pour

`

z, z1
˘

P C2. �

@x P R, sinpxq “
`8
ÿ

n“0

p´1qn

p2n` 1q!
x2n`1 R “ `8

@x P R, cospxq “
`8
ÿ

n“0

p´1qn

p2nq!
x2n R “ `8

Démonstration. Déjà traité dans le chapitre sur les séries numériques à l’aide de l’inégalité de Taylor-Lagrange. Pour rappel :
pour x fixé :

max
tPr´|x|,|x|s

ˇ

ˇ

ˇ
sin
p2n`2q

ptq
ˇ

ˇ

ˇ
ď 1 ùñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

sinpxq ´
n
ÿ

k“0

p´1q
k x2k`1

p2k ` 1q!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1ˆ
|x|2n`2

p2n` 2q!
ÝÑ
nÑ`8

0 par croissance comparée

max
tPr´|x|,|x|s

ˇ

ˇ

ˇ
cos

p2n`1q
ptq

ˇ

ˇ

ˇ
ď 1 ùñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

cospxq ´
n
ÿ

k“0

p´1q
k x2k

p2kq!

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď 1ˆ
|x|2n`1

p2n` 1q!
ÝÑ
nÑ`8

0 par croissance comparée

�
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@x P R, shpxq “
`8
ÿ

n“0

x2n`1

p2n` 1q!
R “ `8

@x P R, chpxq “
`8
ÿ

n“0

x2n

p2nq!
R “ `8

Démonstration. On effectue une combinaison linéaire des développements en série entière de ex et e´x :

@x P R, ex “
`8
ÿ

k“0

1

n!
x
n

@x P R, e´x “
`8
ÿ

k“0

p´1qn

n!
x
n

ùñ @x P R, chpxq “
ex ` e´x

2
“

1

2

`8
ÿ

n“0

1` p´1qn

n!
x
n
“

`8
ÿ

n“0

1

p2nq!
x
2n

et @x P R, shpxq “
ex ´ e´x

2
“

1

2

`8
ÿ

n“0

1´ p´1qn

n!
x
n
“

`8
ÿ

n“0

1

p2n` 1q!
x
2n`1

�

Pour tout α P R, l’application

s ´ 1,`8r ÝÑ R

x ÞÝÑ p1` xqα

est développable en série entière de développement :

@x P s ´ 1, 1r, p1` xqα “ 1`
`8
ÿ

n“1

αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ n` 1q

n!
xn

et a pour rayon de convergence :

R “

"

`8 si α P N
1 si α P RzN

.

Remarque. Dans le cas α P N, il s’agit en fait de la formule du binôme appliquée au développement
du polynôme p1` xqα ; aussi cette formule s’appelle la formule du binôme généralisée.

Démonstration. Pour α P N cela découle de la formule du binôme ; puisqu’elle est vraie pour tout x P R, le rayon de convergence
est R “ `8.

Supposons désormais que α P R r N. Soit la série entière
ř

nPN anx
n où a0 “ 1 et @n P N˚, an “

αpα´1q¨¨¨pα´n`1q
n! . Alors pour

tout n P N, an ‰ 0, et :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

an`1

an

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

α´ n

n` 1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÝÑ
nÑ`8

1

L’application de la règle de d’Alembert montre donc que cette série a un rayon de convergence égal à 1. Notons f sa somme sur

s ´ 1, 1r ; @x P s ´ 1, 1r, fpxq “ 1 `
`8
ÿ

n“1

αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ n` 1q

n!
x
n. D’après le théorème 16, f est de classe C8 sur s ´ 1, 1 r de

dérivée :

f
1
pxq “

`8
ÿ

n“1

αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ n` 1q

pn´ 1q!
x
n´1

“

`8
ÿ

n“0

αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ nq

n!
x
n
.

Calculons alors :
px` 1qf

1
pxq “ xf

1
pxq ` f

1
pxq

“

`8
ÿ

n“1

αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ n` 1q

pn´ 1q!
x
n
`

`8
ÿ

n“0

αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ nq

n!
x
n

“ α`
`8
ÿ

n“1

„

αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ n` 1q

pn´ 1q!
`
αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ nq

n!



x
n

“ α`
`8
ÿ

n“1

αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ n` 1q

pn´ 1q!
ˆ

„

1`
α´ n

n



x
n

“ α`
`8
ÿ

n“1

αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ n` 1q

pn´ 1q!
ˆ
α

n
x
n

“ α` α
`8
ÿ

n“1

αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ n` 1q

n!
x
n
“ αfpxq.
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On en déduit que f est solution sur s ´ 1, 1r de l’équation différentielle linéaire homogène du premier ordre

y
1
“

α

x` 1
y.

Comme de plus fp0q “ 1, f est donc solution sur s ´ 1, 1r du problème de Cauchy :
$

’

&

’

%

yp0q “ 1

y1 “
α

x` 1
y

Or on sait que la solution d’un tel système est unique, et on vérifie immédiatement que l’application définie sur s ´ 1, 1r par
@x Ps ´ 1, 1r, gpxq “ px` 1qα est solution de ce système, d’où f “ g, ce qui achève la preuve. �

Formulaire récapitulatif sur R

1

1´ x
“

`8
ÿ

n“0

xn x Ps ´ 1, 1r

lnp1` xq “
`8
ÿ

n“1

p´1qn´1x
n

n
x Ps ´ 1, 1s

ex “
`8
ÿ

n“0

xn

n!
x P R

p1` xqα “
`8
ÿ

n“0

αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ n` 1q

n!
xn x Ps ´ 1, 1r pR si α P Nq

sinx “
`8
ÿ

n“0

p´1qn
x2n`1

p2n` 1q!
x P R

cosx “
`8
ÿ

n“0

p´1qn
x2n

p2nq!
x P R

shx “
`8
ÿ

n“0

x2n`1

p2n` 1q!
x P R

chx “
`8
ÿ

n“0

x2n

p2nq!
x P R

Arctanx “
`8
ÿ

n“0

p´1qn
x2n`1

2n` 1
x Ps ´ 1, 1r

Formulaire récapitulatif sur C

1

1´ z
“

`8
ÿ

n“0

zn z P C avec |z| ă 1, R “ 1

ez “
`8
ÿ

n“0

zn

n!
z P C, R “ `8

Exercice 9. Développer en série entière la fonction définie pour tout x P s ´8, 1r par :

x ÞÝÑ
lnp1´ xq

1´ x
.

(Indication : utiliser le produit de Cauchy des séries entières.)

Résolution.
On a les développements en séries entières de rayon de convergence R “ 1 :

lnp1´ xq “ ´
`8
ÿ

n“1

xn

n

1

1´ x
“

`8
ÿ

n“0

xn

Jean-Philippe Préaux 16



PC Séries entières ENCPB

Par produit de Cauchy, x ÞÝÑ
lnp1´ xq

1´ x
est développable en série entière avec un rayon de conver-

gence ě 1 et :
lnp1´ xq

1´ x
“

`8
ÿ

n“0

anx
n avec an “ ´

n
ÿ

k“1

1

k

Le rayon de convergence vaut R “ 1 car
řn
k“1

1
k „ lnn et d’après d’Alembert

ř

lnpnqxn a pour
rayon de convergence 1.

Méthode. Comment montrer qu’une fonction est développable en série entière ?
‚ si c’est une expression, par opérations à l’aide des séries entières usuelles - somme, produit de

Cauchy, dérivation, primitivation, décalage d’indice, substitution de x par x2 etc.
‚ À l’aide d’un développement limité en majorant le reste par une suite pαnq qui tend vers 0 lorsque

n Ñ `8 ; pour cela on utilise si on le peut l’inégalité de Taylor-Lagrange, sinon Taylor à reste
intégral.

‚ À l’aide d’une équation différentielle simple. Savoir utiliser dans ce cas l’existence et l’unicité d’une
solution à un problème de Cauchy donnée par le théorème de Cauchy-Lipschitz.

‚ Pour une intégrale à paramètre : on utilise un théorème d’intégration terme à terme pour faire
apparaître une série entière.

Remarque.
‚ le fait qu’une fonction est de classe C8 n’est pas du tout suffisant pour qu’une fonction soit déve-

loppable en série entière.
‚ la composition f ˝ g avec gp0q “ 0 et f et g DSE est bien DSE mais c’est un résultat hors-

programme qui nécessite de savoir manipuler des sommes doubles infinies (ce que l’on fait parfois
en probabilités...)
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