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Dans tout ce chapitre K est R ou C et I désigne un intervalle de R non vide et non réduit & un point.

1. SUITES DE FONCTIONS (fn),cN

On considére des fonctions f,, : I — K et on définit deux concepts de convergence de la suite de
fonction (f;,)nen vers une fonction f: I — K.

1.1. Convergence simple et uniforme : généralités.

- - : a
DEFINITION 1. (Convergence simple)

Soient f, : I — K des fonctions telles que pour tout x € I, la suite numérique (fn())neN
converge vers une limite que l’on note f(x) € K.
La fonction f : I —> K ainsi définie est appelée limite simple de la suite de fonctions (f,) et

on dit que la suite (f,), converge simplement vers la fonction f.

Plus formellement, on note f,, —> f ou fn, — f lorsque :

Veel, Ve>0, AINeN, n=>= N = |fu(z) — f(z)| <e.
_ y,

Remarques.
— On notera que l'entier N dépend & la fois de ¢ et de z.

— Toutes les fonctions f, et leur limite éventuelle f sont définies sur un méme intervalle I et & valeurs
dans un méme ensemble K. On devrait parler plutdét d’une suite d’applications.

Exemples.
e La suite de fonctions (f,), ou
fn:l0,1] — R
r — T
converge simplement vers :
f:[0,11 — R
0 si0<z<1
T {1 siz=1 i
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e La suite de fonctions (g,), ou

gn: Ry — R

r — nre ™

converge simplement vers la fonction g : Ry — R identi-
quement nulle ; en effet,

Ve =20, go(z) — 0

n——+0o0 |

Exercice 1. Soient pour tout ne N, f, : I — Ret f: ] — R.

Montrer que si f, — f alors :

— Si toutes les fonctions f,, sont croissantes alors f est croissante.

— Si toutes les fonctions f,, sont convexes alors f est convexe.

(Indication : on procédera par passage a la limite dans une inégalité.)

Puis répondre aux deux questions suivantes :

— Si tous f,, sont strictement croissantes, a~t-on nécessairement f strictement croissante 7

— Si tous les f,, sont continues sur I, a-t-on nécessairement f continue sur I ?
\ J

Résolution.

Le défaut de ce concept de convergence est qu’il est trop faible pour imposer a la fonction limite f
de conserver la régularité des fonctions f,,. Par exemple, dans le premier exemple ci-dessus, toutes les
fonctions f,, sont continues sur [0, 1] tandis que leur limite simple f ne lest pas.

( Une limite simple de fonctions continues n’est PAS en général continue J

Pour cette raison, on définit un concept plus fort de convergence d’une suite de fonctions. C’est la
convergence uniforme. Nous verrons que pour ce type de convergence beaucoup plus de propriétés des
fn sont conservées par la limite f. Dans ce type de convergence, 'entier IV dans la définition ne dépend
plus de z.

Jean-Philippe Préaux 2
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DEFINITION 2. (Convergence uniforme)
Soient f, : I — K des fonctions, s’il existe f: I — K tel que :
Ve>0, dANeN, Vzel, n>=N = |fu.(z)— f(z)|<e

on dira que la suite (f,) converge uniformément sur I wvers la fonction f appelée limite

uniforme. On pourra noter : f, —— f
\ J

Remarques.
— Dans la définition, N ne dépend plus que de e.

— Cela implique en particulier, qu’a partir d’un certain rang, les fonctions de la suite (f,, — f),,cy Soient
bornées.

On peut reformuler la définition de la maniére suivante :

PRoPOSITION 1. (Convergence uniforme)
La suite (f,) converge uniformément sur I vers la fonction f si et seulement si les fonctions
de la suite (fn — f),en SONt bornées a partir d’un certain rang et

sup | fn(z) — f(z)| — 0.

zel

n—+00

Démonstration. Que les fonctions f,, — f soient bornées sur I & partir d’un certain rang permet de définir sup_cy | fn (z) — f(x)|
pour n » 0; c’est le cas notamment lorsque f,, — f; dans ce cas :

(Vzel, |fu(z) — f(z)| <€) < Slér;\fn(r)*f(z)l <e
Ainsi :
(vs>0, INeN,Vzel,n>N — |fn(:c)7f(r)\<5>©(Vs>O, INeN,n>N — Vzel, |fn(z)7f(x)\<5)

@(VE>07 INeN,n >N = sup\fn(w)—f(wﬂéa) <  sup|fn(z) — f(z)] — O.
zel z€l

n—+o0
]
Il devient alors naturel de définir 'objet suivant appelée norme de la convergence uniforme pour les
fonctions bornées (cf. cours sur les espaces vectoriels normeés).

DEFINITION 3. (Norme de la convergence uniforme)

Soit B(I,K) l’ensemble des fonctions bornées de I dans K : ¢’est un K-sous espace vectoriel de
F(I,K). On définit la norme |.|o sur cette espace par :

VfeB(LK), |[flo= Sul;lf(x)\-

La proposition précédente se re-écrit alors :

PROPOSITION 2.

Une suite (f,) de F(I,K) converge uniformément sur I vers une fonction f € F(I,K) si et
seulement si la suite de fonctions (fn — f),cn €St bornée a partir d’un certain rang et :

lim | fn = fl, = 0.

n—+00

La convergence uniforme implique la convergence simple.
Jean-Philippe Préaux 3
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THEOREME 3. (CVU — CVS)

Si une suite (fy,) converge uniformément sur I vers une fonction f alors elle converge simple-
ment vers f.

fo—f = fa—f

Démonstration. La preuve est quasi-immédiate : supposons la convergence uniforme. Soit g € I et € > 0 : par cvu,
JN € N tel que Vz € I, n > N = |fn(z) — f(z)] < e. En particulier pour zog. D’ou l’existence de N € N tel que
n=2N = |[fu(zo) — f(zo)| < e. n

La convergence uniforme est plus forte que la convergence simple mais elle permet d’avoir plus d’in-
formations sur la régularité de la fonction limite (par exemple la continuité) comme nous le verrons
par la suite.

e N
Méthode.

Pour étudier la convergence uniforme d’une suite (f,,), on commence par chercher la convergence
simple, ce qui nous donne la fonction limite f puis on cherche une suite réelle (o) telle que :

VieLVne N, |fu(t) — f(t)] < ap et lirfaoan =0

Le point important étant que a,, ne dépend pas de t. Il est souvent inutile de calculer précisément
la borne supérieure, un simple majorant suffit.
\ J

Lorsque que l'on a convergence simple et pas convergence uniforme, on peut essayer de voir si on
n’a pas une convergence uniforme plus locale, d’oil la définition suivante :

e " 3 ™
DEFINITION 4. (Convergence uniforme sur tout segment de 1)

Soient fn, : I —> K des fonctions ; s’il existe f : I —> K tel que pour tout segment K = [a,b]
I, la suite (fn|K) converge uniformément sur K wvers fix, on dira que la suite (f,) converge
uniformément sur tout segment de I vers f. On pourra écrire :

o —
loc.

\. J

La convergence uniforme sur tout segment de I est plus faible que la convergence uniforme sur I et
plus forte que la convergence simple :

THEOREME 4.
u u S
foof = fa o f = > f

Démonstration. Quasi-imédiate.

Soient fp, : I — Ret f: I — R; si fn, — f alors SUPger |fn(z) — f()] —+> 0 et donc pour tout [a,b] < I,
n—+0o0

sup |fn(x) — f(z)] < sup|fn(z) — f(2)] — O
x€[a,b] zel n—+ao

ainsi fp, — f.
loc.
Si fn — f alors pour x¢ € I quelconque, puisque [zq, o] est un segment, fn(xo) converge vers f(xzo), et puisque c’est vrai
loc.

pour tout xzg € I, f,, —> f. ]

Exemples.

e La suite de fonctions (fy),>; :
fo:]-1,1[ — R
r — z"
converge simplement vers la fonction f identiquement nulle sur | — 1,1[; la convergence n’est pas
uniforme sur | — 1, 1[ puisque :
sup |fn(z) — f(2)] = sup |2 =1
1-1,1( 1-11]
en revanche elle est uniforme sur tout segment [a,b] =] — 1, 1[, puisque :

sup | fn(2) — f(2)| = sup |2"| < max(|a"], [b"]) — 0
a,b [a,b] n—+0

Une telle situation se rencontre trés souvent dans la pratique.
Jean-Philippe Préaux 4
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e Par contre, la suite de fonctions (f,),~; :

fn:[0,1] — R

x — z"
converge simplement vers la fonction f identiquement nulle sur [0, 1| mais ne converge ni uniformément,
ni uniformément sur tout segment de [0, 1].
e Etude de la suite de fonctions (fn)psy Ol :
fa: Ry — R

r — xne "™

— Convergence simple : la suite de fonctions ( fn)n2 , converge simplement vers la fonction nulle sur R
(par croissance comparée lorsque x > 0.)

— Convergence uniforme : on calcule f/ (z) = (1 —nx)y/ne”™*, d’ott on déduit le tableau de variation :

X Q0

0 1 +
1
evn

0

. : : 1 .
qui montre que f, atteint son maximum en xr = —, pour un maximum égal a
n

0

1
. On a alors pour
e\/n b
1
tout n € N et pour tout € R;,0 < f,(z) < —=. Puisque lim = 0, on en déduit que la suite

1
e\/n n—>+90 ey/n

de fonctions (f,),~, converge uniformément vers la fonction nulle sur R}

|
e Etude de la suite de fonctions (f,)n>1 ol
nt Ry — R

r — nxe ™

— Convergence simple : la suite de fonctions (f,,), converge simplement vers la fonction g : Ry — R

identiquement nulle ; en effet, Vo > 0, nze™™* — 0, par croissance comparée.
n——+0o0

— Convergence uniforme : on calcule f/(x) = (1 —nz)ne ", d’ott on déduit le tableau de variation :

z |0

N

0 0

+00

o 1=3 =

. . : 1 .
qui montre que f, atteint son maximum en x = —, pour un maximum égal & —.
n e

1
Ainsi sup | f(z) — f(x)| = —; il n’y a pas convergence uniforme.
R e

Il n’y a pas non plus convergence uniforme sur tout segment inclus dans R, ; par exemple il n’y a
pas convergence uniforme sur [0, 1] pour la méme raison que sur R,. Mais le probléme est concentré
en 0 : sur R% on n’aurait toujours pas convergence uniforme, mais on aurait par contre convergence

Jean-Philippe Préaux 5
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1
uniforme sur tout segment ; en effet si [a,b] < R%, pour n suffisamment grand 0 < — < a et donc
n
suppg o [fn(2) = f(2)| = |fn(a) — f(a)| = nae™* — 0.
n— -+
s - A
Exercice 2. Etudier la convergence simple et uniforme de :
a) fo(xz) =2"(1 —z) sur [0, 1].
ne
b) gn(x) = m sur R.
\ Y,
Résolution.

1.2. Continuité de la limite uniforme.

C’est ce qui motive la notion de convergence uniforme : une limite uniforme de fonctions continues sur
I est continue sur [ ; tandis que comme on ’a déja remarqué ce n’est pas vrai pour une limite simple
de fonctions continues.

Jean-Philippe Préaux 6



PC SUITES ET SERIES DE FONCTIONS ENCPB

THEOREME 5. (Continuité de la limite uniforme)

Soient fp : I — K et f : I — K tels que fp, — f.

— Soit a € I; siles f, sont continues en a, alors f est continue en a.
— Si les f,, sont continues sur I alors f est continue sur I.

Remarque. On a donc :

i fute) = Jip, (g ) = iyl ot ) = S (@)
Démonstration. Soit € > 0, il s’agit de montrer ’existence de a > 0 tel que :
Veel, lt—a|<a = |f(z) — fla)| <e
D’aprés ’'inégalité triangulaire, pour tout n € N :
() [f (@) = f(a)| < [f(2) = Fu(@)| + [fn(@) = fn(a)] + |fn(a) = f(a)]
Soit ¢’ = /3 > 0. Par définition de la convergence uniforme il existe un entier N tel que :
VneN, n=N = Vzel, |fo(z) - f(z)| <€
Pour cet entier N, par continuité de fy en a, il existe a > 0 tel que :
Veel, [z—al<a = |fx(z) — fx(a)] <e.

Ainsi, d’aprés (%), il existe @ > 0 tel que :

le —al < a = [f(z) — f(a)| < |f(2) — fn(@)] + |[fn (@) = fn(@)] + | fn(a) = fla)] < 3’ =e.
Ainsi : Ve >0, 3o >0, Vz e I, |z —a| < o = |f(z) — f(a)| < e. La fonction f est donc continue en a.

Puisque c’est vrai en tout point a € I ou les f, sont continues, la deuxiéme assertion découle directement de la premiére. | |

La continuité étant une notion locale, le résultat reste vrai lorsque la convergence uniforme n’a lieu
que sur tout segment inclus dans I. C’est ce qui motive I'introduction de cette notion intermédiaire de
convergence.

COROLLAIRE 6. (Continuité de la limite uniforme sur tout segment de I)
Soientfn:1—>Ketf:I—»Ktelsquefn%f.
oc.

e Soit a €l ; siles f, sont continues en a, alors f est continue en a.
o Siles f, sont continues sur I alors f est continue sur I.

Démonstration. Soit a € I; si a n’est pas une borne de I (resp. si a est une borne de I), il existe un segment K < I et

. . w L " .
contenant a dans son intérieur (resp. dont a est une borne). Puisque sur K, f,, — f, le théoréme précédent s’applique, et f est
donc continue en a, ce qui prouve la premiére assertion. Puisque c’est vrai pour tout a € I, la deuxiéme assertion en découle. W

Exemple. Soient pour tout n € N* :
fm: R — R

x — Arctan(nz)
Etudions la convergence simple et uniforme de (f,)n>1 :

— Convergence simple : Si x =0, f,(0) = 0.

Six #+ 0, on tire de :

1 z i
Arctan(z) + Arctan <> = {2 . e 0
T -5 siz<0
1
-Siz>0: Arctan(nx):E—Arctan —) = I
2 nw ) n—+o 2
1
-Siz<0: Arctan(ms)=—z—Arctan —) - I
2 nx ) n—o+owo 2
Ainsi f, = f ou :
f: R — R
5 siz>0
r — 0 siz=0
-5 siz<0

Puisque les f,, sont continues tandis que f ne l'est pas la convergence n’est pas uniforme.
Jean-Philippe Préaux 7
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1.3. Intégration sur un segment de la limite uniforme.

THEOREME 7. (Intégration sur un segment d’une limite uniforme)

Soit I = [a,b] et fn, — f sur I. Si les f, sont continues sur I alors :

b b b
lim f fn(t)dtzj lim £, (t)dt = J F(t)dt

n——+0o0

Démonstration. Par limite uniforme, f sera aussi continue sur I, donc les intégrales sont alors toutes bien définies sur le
segment [a, b], et

[ [ <[im-n<e-am-n. — o

+0o0

Remarques.

e L’hypothése de convergence uniforme est essentielle; la convergence simple ne suffit pas, comme le
montre I’exemple suivant :

Soit f,(z) = n32"(1 — ) sur [0,1]; la suite (f,) converge simplement vers la fonction identiquement
nulle sur [0, 1] (par croissance comparée lorsque z €]0,1[) et :

1 1 1 n3 n3 n3
‘[ n3z"(1 — 2)dx = J ndz"ds — J nd3z" T de = - = - 4w
o 0 0 n+l n+2 m+1)(n+2) noto

1
tandis que bien siir J f(z)dz = 0. On peut donc en déduire que la convergence n’est pas uniforme.
0

Lorsque f,, — f on n’a PAS en général le droit d’intervertir limite et intégrale :

b b b
im0t [ i guode= [ s

n—-+00

e C’est un théoréme d’interversion limite - intégrale. Nous verrons dans le chapitre "Intégrales a
paramétres" un théoréme (admis) plus puissant d’interversion limite - intégrale sans hypothése de
convergence uniforme (mais avec convergence simple et une hypothése de domination) : le théoréme
de convergence dominée.

e Attention la continuité par morceaux des f, ne suffit pas car elle n’implique pas en général celle de
leur limite uniforme f, comme le montre I’exemple suivant :

f:[0,1] — R fn:[0,1] — R

z sideN* : 0 siz <1
T — K Tr — A
0 sinon fl@) sit<u

En effet : Vo € [0,1], [fo(z) — f(z)| < L = 0, d’ott la convergence uniforme.

<1

Les f,, sont continues par morceaux puisqu’elles n’ont qu’un nombre fini de points de discontinuité (f,,
en aura n aux points z = 1,1/2,...,1/n) en lesquels les limites & droite et gauche sont nulles, tandis
que f n’est pas continue par morceaux puisqu’elle présente une infinité de points de discontinuité (aux
points x = %L pour tout n € N*).

1.4. Dérivabilité de la limite.

La dérivabilité n’est pas une propriété conservée par convergence uniforme (et donc d’autant moins
par convergence simple), comme le montre ’exemple qui suit.
Jean-Philippe Préaux 8



PC SUITES ET SERIES DE FONCTIONS ENCPB

Exemple. Soit la suite de fonctions dérivables sur R :
fnm: R — R
5, 1
n
La suite de fonctions f, converge vers la fonction f : z — Va2 = |z| qui n’est pas dérivable en 0.
Montrons que la convergence est uniforme :

@) = f@)] = pfa? + 5 Va2 = = (Vi) 41— V(na)?)

1
n
Or pour tout x € R :
1
Vaz+l—Va2= —
Va2 +1++a?

En particulier si I'on remplace x par nx, on obtient :

Fule) — F@) = - (Ve 1 - Vo) <2 o

n n—+w

<1 car Va2+1+vVa2>1

d’ou la convergence uniforme.

Une limite simple de fonctions dérivables n’est PAS en général dérivable.
Une limite uniforme de fonctions dérivables n’est PAS en général dérivable.

Par contre la dérivabilité d'une limite de fonctions f,, de classe €, sera assurée dés lors que I'on a
convergence simple de f,, et convergence uniforme des fonctions dérivées f},.
e ™
THEOREME 8. (de dérivabilité ¢! d’une limite)
Soit f,, : I — K une suite de fonctions de classe €' sur I. On suppose que :

e f, converge simplement vers f.

o fI converge vers une fonction g uniformément sur tout segment de I.

alors f est de classe €' et f' = g.

De plus, la convergence de f, vers f est uniforme sur tout segment de I.
\ Y,

Démonstration. Soit 2o € I'; on a pour tout z € I :
) fal@) = fu o) + [ flae
z0

Puisque f,, converge uniformément vers g sur le segment [zq, ] lorsque zo < z (resp. [z, o] lorsque = < o), g est continue sur
ce segment, et d’aprés le théoréme d’intégration sur un segment d’une limite uniforme :

lim fl(H)dt = f g(t)dt
o 2o

n—+w

donc, par passage a la limite dans ’égalité () :

x

J@) = £ (@) + [ g(oar

0
Donc f est de classe €' sur ce segment et de dérivée g. Puisque c’est vrai pour tout zg,x € I, f est de classe €' sur I et de
dérivée g.
Montrons que la convergence de f, vers f est uniforme sur tout segment de I. Soit [a,b] < I et zog € [a,b]; d’aprés ce qui
précéde :

Vz € [a,b], |fn(z) — f(z)| =

Fn(w0) — F(z0) + f C @) — g(vyat
L)

< [fn(®o0) — f(zo)| +

d’aprés ’inégalité triangulaire

f ) - gt
&)

Jean-Philippe Préaux 9
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x

< | fn(zo) — f(zo)| + J [fr(t) — g(t)] dt d’aprés I'inégalité triangulaire J‘
ro

< [fn(®o0) — f(=o)| + & — mo| x Sup £ () = g(t)]

xg,x

= sup |fn(x) — f(@)| < |fu(z0) = f(@0)| +|b—a| x sup [f,,(t) —g(t)] — O
[a,b] [a,b] n—+©
N -
— 0 —
n—-+4o0 n—+o0

Bien sur on obtient immédiatement en remplagant la convergence uniforme sur tout segment de I de
f! par la convergence uniforme sur I :

e A
COROLLAIRE 9.

Soit f, : I — K une suite de fonctions de classe €' sur I. On suppose que :
e [, converge simplement vers f.
e f! converge uniformément sur I vers g.

alors f est de classe €1, f' = g et f,, converge vers f uniformément sur tout segment de I.
\ y,

Généralisons aux ordres supérieurs :

s N
THEOREME 10. (De dérivabilité 47)

Soit p e N* et f, : I — K une suite de fonctions de classe €P sur I. On suppose que :

e pour tout k € [0,p — 1], fr(Lk) converge simplement,

. ép) converge uniformément sur tout segment de I,

alors la limite simple f de (fyn)n est de classe €P et pour tout k € [0, p],

fT(Lk) I f(k)
\ Y,

Démonstration. Par récurrence sur p.
(I) Pour p = 1 il s’agit de la premiére conclusion du théoréme 8.

(H) Supposons l’assertion vraie pour un p € N* fixé et considérons une suite de fonctions f,, de classe P+ sur I telles que :
— pour tout k € [0, p], fT(LM converge simplement,

1 . P
- f7(f’+ ) converge uniformément sur tout segment de I,

En appliquant le théoréme 8 a la suite (fT(Lp))m la suite (fff’))" converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction
h de classe € et :

f7(1’p+1) 5w
Puisque la suite (f,,(Lp))n converge uniformément sur tout segment de I ’hypothése de récurrence s’applique pour montrer que
la limite simple f de f, est de classe €* et que pour tout k € [0, p]], f,,(Lk) —=, () En particulier ) = h; ainsi £ est de
classe €', c’est-a-dire f est de classe €P11, et fff’*l) =5 hn = f(P+1). L’assertion reste donc vraie au rang p + 1. [ |

e N
Meéthode. Pour montrer que la limite est de classe €*.

Si pour tout entier n, f,, est de classe €* sur I, et si :
— Pour tout k£ € N, fy(Lk) converge uniformément sur tout segment de I, alors :
— la limite f de f, est de classe € et pour tout k€ N :

i) =, (k)

n

Jean-Philippe Préaux 10
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2. SERIES DE FONCTIONS

Dans cette partie on s’intéresse a différents types de convergence d’une série de fonctions Z Uy -

n=ng
Donnée une suite de fonctions (uy)psng, 00 Uy, : I — K pour tout n = ng, on définit pour tout entier
n = ng la fonction somme partielle :

ce qui définit la suite de fonctions (Sy)n>ne-

Les séries de fonctions étant des suites de fonctions particuliéres, tout ce qui précéde s’applique. Mais
dans le cas des séries on définit en outre un mode de convergence plus fort que la convergence uniforme
et beaucoup plus pratique a utiliser : la convergence normale.

2.1. Convergences simple, uniforme, normale.

2.1.1. Conwvergences simple et uniforme.

e A
DEFINITION 5. (Convergence simple, uniforme, d’une série de fonctions)

Soit ng € N et (uy) une suite de fonctions de I dans K. Soit la suite de fonctions (Sn),>,
définie par :

nzng

n
Vn = ng, Yo e I, Sy(x) = Z ur ()
k=ng
e La série de fonctions Z uy, converge simplement sur I vers S : I — K lorsque la suite de
nzng
converge simplement vers S sur I.
+00
Dans ce cas, on note la fonction somme S = Z Uy, et on définit le reste d’ordre n,

n=no

fonctions (Sy,)

n=no

+o0
R,=S-5,= Z ug : I — K
k=n+1
e La série de fonctions Z uy, converge uniformément sur I vers S : I — K si la suite

n=ngo
(Sn)psn, converge uniformément vers S sur I.

e La série de fonctions 2 Uy, converge uniformément sur tout segment de I vers S : I — K
nzng
si la suite (Sp),,,, converge uniformément vers S sur tout segment de I.

. J

Remarques.

e La plupart du temps u,(z) est donnée par une expression fonction de n et de z. C’est un abus de
notation usuel, il faudrait en toute rigueur se donner pour tout n la fonction z — u, ().

e Bien sur la convergence uniforme sur I entraine la convergence uniforme sur tout segment de I, qui
entraine la convergence simple sur I.

e Lorsque la série de fonctions » u, converge simplement, nécessairement la suite de fonction wu,
converge simplement vers la fonction identiquement nulle. En effet, pour tout zq € I, la série numé-

rique Y u, (zg) converge et donc u,(x) - 0.
n—+0o0

C’est une condition nécessaire non suffisante comme le montre I'exemple de la série Z z sur R.

n=1
e Lorsque la série de fonctions > u,, converge uniformément, nécessairement la suite de fonction u,
converge uniformément vers la fonction identiquement nulle.

En effet, si f, — f et g, — g sur I, il est facile de vérifier (cf. TD) que toute combinaison linéaire
A fn + p.gn converge uniformément vers \.f + p.g sur I. Mais alors u,, = .S, — S,_1 converge unifor-
mément vers la fonction nulle.

Le méme exemple que précédemment, mais sur [0, 1], montre que c’est une condition nécessaire non
suffisante.
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Montrer la convergence uniforme d’une série de fonction n’est pas simple. Dans la pratique, on applique
le résultat suivant :

( - - - . . . \
THEOREME 11. (Caractérisation de la convergence uniforme)

La série de fonctions 2 uy, converge uniformément sur I si et seulement si :
n=no
° Z uy, converge simplement sur I, et
n=no

o La suite des restes (Rp)n>n, converge uniformément sur I vers la fonction nulle.
\ J

Démonstration. Dans le sens direct la convergence uniforme entraine la convergence simple, dans le sens réciproque la
convergence simple permet de définir la suite des restes, et dans les deux sens :

HS - SnHoo = HRﬂch
ainsi :

—> 0

Sn—>8 < |S—Sull, — 0 < |R
n— 400 n—+00

7l

si et seulement si R,, converge uniformément vers 0. [ |

Remarque. Bien sir on a le méme résultat pour la convergence uniforme sur tout segment de I :

r - - P . . . \
THEOREME 12. (Caractérisation de la convergence uniforme sur tout segment)

La série de fonctions Z Uy, converge uniformément sur tout segment de I si et seulement si :

n=ngo

. Z u, converge simplement sur I, et

n=no
o La suite des restes (Ry)nsn, converge uniformément sur tout segment de I vers la fonction
nulle.
\_ J
Exemples.

—_1)n
e La série de fonctions Z u

n=1

2" converge uniformément sur [0, 1] :

:Cn
— Convergence simple : fixons z € [0,1]; la suite () est décroissante et tend vers 0. D’apres le
n/, .
théoréme spécial des séries alternées, la série numérique Z ux" converge. Puisque c’est vrai pour
n
n=1
tout = € [0, 1], ¢a établit la convergence simple sur [0, 1].

— Toujours d’aprés le théoréme spécial des séries alternées, pour tout n € N et tout z € [0,1] :
xn+1 1 1

< == s R <

| Ry (2)] <

ce qui prouve la convergence uniforme de la suite des restes vers la fonction nulle, c’est a dire la
SN
convergence uniforme de la série vers sa somme Z —z".

n=1 n

. . 1 .
e La série de fonctions Z P converge uniformément sur R¥. En effet :
x

2
neN n

— Convergence simple : Pour x > 0 fixé :

1 1
T+ n? n—o+ow n?
. . . . . 1
et donc par comparaison avec une série de Riemann, pour tout x > 0, la série numérique 2 P
x+n

neN
converge. Il y a donc convergence simple.

Jean-Philippe Préaux 12
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— Convergence uniforme : Pour tout z > 0

I Y
pmyy THES S kR oo

. . . 1 .
puisque la série de Riemann Z 72 converge. Il y a donc convergence uniforme :

+00 1
sup |R,(z)] < — — 0
weR* k;—ﬁ-l k2 noton

n.

e Etudions la convergence simple/uniforme de er* T sur Ry.

2

— Convergence simple : Par croissance comparée, pour tout x > 0 fixé, n°ze™™* — 0 et donc

n—+00
re ™™ = o (#) La série numérique converge donc, par comparaison avec une série de Riemann,
n—-+0o0
lorsque = > 0 est fixé. Il y a donc convergence simple.
— Convergence uniforme : pour tout n € N et tout z € R :
‘oo +o0 i 0 siz=0
R, (z) = Z e M =g Z (e7®)" = e—(n+lz
k=n-+1 k=n-+1 TX T e 87 +0
Si il y avait convergence uniforme, on aurait convergence uniforme de la suite des restes (R,) vers la
. 1
fonction nulle. Or, prenons x, = —— :
n+1
1 1 el 1 e ! 1
Rn(xn):Rn< 1 = 1>< i~ 1><‘1 ~
n+ n -+ 1 — e ms1 n—+o0 N+ o1 notee
R, (z,) ne tend pas vers 0. Donc sup |R,(z)| ne tend pas vers 0 : la convergence n’est pas uniforme.
reR
e 5 A
Exercice 3. Etudier la convergence simple et uniforme sur [0,1] de :
n n
> e o 25
i
|
neN* \/ﬁ nen 'V
\ J

Résolution.

Jean-Philippe Préaux 13
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2.1.2. Convergence normale.

Définissons pour les séries un nouveau concept de convergence, la convergence normale; c’est plus
fort que la convergence uniforme, et plus pratique & manipuler, puisque c’est une condition qui porte
directement sur le terme général de la série de fonction et plus sur le reste de la série.

( 5 et . N
DEFINITION 6. (Convergence normale d’une série de fonctions)

Soit Z Uy une série de fonctions u, : I — K On dit que la série de fonctions Z U,
n=ng n=ng
converge normalement sur I lorsque : il existe une suite (y)n>n, de Téels positifs telle que :

o Vn>=ng, Vzel, |uy(z)|l<ap, et

e la série numérique Z o, converge.
nz=zngo
\ J

—nxT

Exemple. La série de fonction Z converge normalement sur R,. En effet, Vx € Ry, Vn €

2
n
neN*
- . 1
— et la série de Riemann Z — converge.
n
neN*

On peut facilement reformuler cette définition & la I’aide de la norme de la convergence uniforme.

e A
PROPOSITION 13. (Caractérisation de la convergence normale)

Soit 2 Uy une série de fonctions u, : I — K. La série de fonctions 2 Uy, converge
nz=ng nzng
normalement sur I si et seulement si toutes les fonctions u, sont bornées et la série numérique :

Z [unll,, est convergente

n=ng

o

‘unHoo = sup |un ()]
zel

. J

Démonstration. Pour le sens direct, Vo € I, |un(z)|] < o, implique que les u, sont bornées et |uy(z)| < an, d’ou la

convergence de la sére numérique Zn>n0 [tn ], et dans le sens réciproque il suffit de prendre ay, = ||un|,. | |

Le résultat fondamental est le suivant :

THEOREME 14. (CVN = CVU)
La convergence normale sur I implique la convergence uniforme sur I et de plus :

+00 +00
D) tn| < ) lunle (< +0)
n=ngo 150) n=no

Démonstration. Supposons que la série de fonctions Y, uy, converge normalement : alors toutes les fonction u, sont

nzng

bornées sur I et la série numérique Y, |un [ converge. En particulier pour tout a € I, la série numérique un (a) converge

n=n(q
absolument. Donc d’aprés I’inégalité triangulaire, pour tout n = ng et pour tout a € I :

+oo +o0 +oo
2 uk(a)| < Y fur(@)] < Y ukll,
k=n k=n k=n

Jean-Philippe Préaux 14
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L’inégalité étant vraie pour tout a € I, en passant a la borne supérieure :

+o +0

+%
D un| =sup| Y up(a)| < Y Jukly,
k=n © @ k=n k=n
en particulier pour tout n = ng :
+o +oo
1Balo = | 35wl < 3 lurly =2 0
k=n+1 o R=ntl

puisque Y, [|[un | converge. Donc Y, u, converge uniformément sur I et de plus :

+o0 +o0
Z Un < Z Hu””:;o
nSho |, nmo
|
Remarque. La réciproque est fausse, comme le montre ’exemple suivant :
. . (=" . ) . . :
La série de fonctions Z ———z" converge uniformément sur [0, 1] (voir exemple ci-avant) mais ne
n
neN¥
converge pas normalement :
—1)" 1 1 .
sup (=1) x| =— et Z — diverge
z€[0,1] " n neN¥ n

Ceci dit, pour prouver la convergence uniforme, on essayera le plus souvent de regarder d’abord s’il y
a convergence normale, sinon on étudie le reste (il s’agit alors souvent de séries alternées vérifiant le
critére spécial).

COROLLAIRE 15.
Convergence normale = convergence uniforme = convergence simple.

Méthode. Pour étudier la convergence simple/uniforme/normale on commence par regarder si on ne
peut pas établir la convergence normale.

e A
Exercice 4. Etudier la convergence sur [0,1] de la série de fonctions Z (x(1—2x))".

neN
. J

Résolution.

Bien sur on peut définir aussi la convergence normale sur tout segment de I :

e 2
DEFINITION 7. (Convergence normale sur tout segment de I)

Une série

pour tout segment [a,b] < I, la série Z Un|[a,p] CONVETgE MOTMAlEmeENt.

n=ng

n=no Un de fonctions u, : I —> K converge normalement sur tout segment de I si

Jean-Philippe Préaux 15
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On obtient alors avec le théoréme 14 :

e R
COROLLAIRE 16.
La convergence normale sur tout segment de I implique la convergence uniforme sur tout seg-
ment de I.
\ J
(" g J . , . )
Exercice 5. Déterminer I’ensemble de définition I de
1
3L
T
n=1 w
et étudier sa convergence uniforme sur tout segment de 1.
\ J
Reésolution.
2.2. Continuité de la somme.
Adaptons nos résultat sur la continuité d’une limite uniforme aux séries de fonctions.
N
THEOREME 17. (Continuité de la somme)
Soit a € I, si la série de fonctions Z uy, converge uniformément sur I et si toutes les fonctions
neN
+00
Uy, sont continues en a alors la fonction Z u, est continue en a. Autrement dit
n=0
+00 +00 +00
lim Z up () = Z lim u,(z) = Z un(a)
r—a r—a
n=0 n=0 n=0
+00
Si toutes les fonction u, sont continues sur I alors la fonction Z Uy, est continue sur I.
n=0
S J

émonstration. écoule immédiatement du théoréme de continuité d’une limite uniforme de fonctions continues, la fonction
D trat D 1 diat t du tk d t té d’ limit f de fonct t , la fonct

n +o0

somme partielle Sy, (z) : ¢ —> Z uk (z) étant sous ces hypothéses continue en a et convergeant uniformément vers Z U,. W

k=nq n=0

Bien str, la continuité étant une propriété locale, la convergence uniforme sur tout segment est suffi-

sante.
s A
COROLLAIRE 18.
Si Z Uy, converge uniformément sur tout segment de I et si toutes les fonctions u, sont conti-
neN
+00
nues sur I alors Z u, est continue sur I.
n=0
S J
e - )
Exercice 6. Montrer que :
+00
1
Crar— ) —
n=1 e
est continue sur un domaine que ’on précisera.
\ J

Jean-Philippe Préaux 16



PC SUITES ET SERIES DE FONCTIONS ENCPB

Résolution.

2.3. Théoréme d’interversion Limite-Somme.
La convergence uniforme permet d’intervertir les symboles limite et somme :

e ™
THEOREME 19. (Interversion de la limite et de la somme)
On suppose que a € I ou est une borne de I, que Z U, converge uniformément sur I et que
n=ng
lim u,(z) = ¢, existe pour tout n = ng alors :
Tr—a
e pour tout n = ng, £, €K,
. Z £, converge
nz=ngo
+00
e lim 2 un () existe et :
r—a
n=ngo
+00 +00 +00
lim 2 Up () = Z lim u,(z) = 2 /.
r—a r—a
n=mno n=ngo n=no
\ J

Remarque. Lorsque a € I, ce n’est rien d’autre que le théoréme de continuité de la somme (en a € T).
Aussi ce résultat n’apporte quelque chose que lorsque a est une borne de I.

Démonstration. Admis.
Il découle presque immeédiatement d’un théoréme d’interversion des limites pour les limites uniformes des suites de fonctions,
mais qui est hors programme :

4 )
Théoréme d’interversion des limites. (HP)

On suppose que a € I ou est une borne de I et que fr, —> f sur I.
Si lim fp,(z) = b, existe et appartient a K pour tout n, alors :
z—a

o la suite (by) converge,

e lim f(x) ewiste et :
Tr—a
lim f(z) = lim ( lim fn(x)> = lim <1im fn(x)> = lim b,.
r—a r—a \n—+w n—4+o0 \r—a n— 400
. J
aprés avoir remarqué que lorsque limg_,, u, (z) existe, sa limite ¢, est nécessairement dans K puisque la série convergeant
uniformément, la suite u,, converge uniformément vers 0, et les fonctions u, sont donc bornées. |
Remarques.

e On peut choisir pour a une borne infinie, a = +o0.

e On peut utiliser ce théoréme pour prouver qu’il n’y a pas convergence uniforme (en raisonnant par
I’absurde).

e La convergence uniforme sur tout segment n’est cette fois-ci pas du tout suffisante pour appliquer
le théoréme. Par contre il suffit de vérifier les hypothéses sur un voisinage de a dans I pour pouvoir
appliquer le théoréme.

Exemples.
. 1 . . o
e Montrons que la série Z — ne converge pas uniformément sur son domaine de définition |1, 0] :
n=1 n

pour tout n > 1,
1 1
- _, =
n* z—-ln

1
or Z — diverge. Il n’y a donc pas convergence uniforme sur ]1,+o[. Il y a cependant convergence
n
n=1
uniforme sur tout segment inclus dans |1, +oo[ (on vérifie donc que cette hypothése plus faible n’est
Jean-Philippe Préaux 17
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pas suffisante).

+00
, . . 1
e Déterminons lim —

T—+00 ne’
n=1

Il y a convergence normale, et donc uniforme sur I'intervalle [2, 4+00[; en effet :

1 1
Vo € [2,+oof, Vne N¥, — < —
nv n

1 1 . 1 .
et Z 2 converge. Pour n = 1, 1% om0 {1 =1 tandis que pour tout n > 2, R £, = 0. Ainsi :

2.4. Intégration terme a terme sur un segment.

Le théoréme d’intégration sur un segment d’une limite uniforme de fonctions s’applique au cas d’une
somme uniforme de fonctions. C’est le théoréme de dérivation terme a terme sur un segment.

( )
THEOREME 20. (Intégration terme a terme sur un segment)
Soit I = [a,b]; si Z u, converge uniformément sur [a,b] avec Vn € N, u, € €°([a,b],K),
n=ng
b +00
alors la série Z U, converge, 2 un € €°([a,b],K) et :
n=ngvae n=ng
b +© +00 b
[Zw-%[w
@ p=ng n=ngvae
\. J
+x©
Démonstration. On sait que Z Up € %U([a, b], C). Le résultat découle du théoréme d’intégration sur un segment de la limite
n=0
N +0
uniforme (théoréme 7) : Z Uy, converge uniformément sur [a, b] vers Z un et donc :
n=0 n=0
b tx© b N » N
L > un(t)dt:L Gim D un(t)dt:Nl_lgle 3 un(t)dt
n=nq n=nq n=ng

Puisque par linéarité de ’intégrale :
b N N b
f 3 oupdt = f wn (t)dt
a n=ng n=ngve
on obtient finalement :
N

b +o b Noorb
J D un(t)dt = L Sim D1 un(t)dt = Nlinloc";m L Un (£)dt =

@ n=ng n=nq

Jio f: wnp (t)dt

n=ng
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27 1

Exemple. Calcul de f —dt.
0 2—e't

On a pour tout ¢ € [0, 27] :
1 1 1 1 &G
— = - X ———— ==X —
2l 2 1 < 2 2

2 n=0

Puisque %‘ < 1. La série converge normalement puisque :
vte [0,27], VneN 6itn<1 t 21
7|, Vn — <— e — converge
7 ) ) 2 27l 2n g
neN
Ainsi :
27 +%0 ~27 it\ "
1 1 e
——dt == x — ) dt
JO 2 — et 2 ;OJ; ( 2 )
Or
21 g it \ " 27 sin=20
— | dt = , 2
L < 2 ) W X [e’("ﬂ)t]o =0 sin>0
donc :

27
1 1
J; 5 it g X2m=m

Remarque. Nous verrons un théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle quelconque et
sous hypothése de convergence simple (en autres) dans le chapitre sur les intégrales a paramétres.

2.5. Dérivation terme a terme.

Pour la dérivation de la somme, €' ou 6P, la encore les résultats sont des applications au cas des
séries de fonctions des résultats plus généraux sur les suites de fonctions.

s S R .. X )
THEOREME 21. (Théoréme de dérivation terme a terme)

Soit u, : I —> K une suite de fonctions de classe €' sur I. On suppose que :

3 Z Uy, converge simplement sur I,

n=ng

. Z u:m converge uniformément sur I (resp. sur tout segment de I)

n=ngo
+00 +00 ! +0
alors Z uy, est de classe €' et Z Up | = Z ul,
n=ng n=ng n=ngo
\ y,

Démonstration. Découle immédiatement du théoréeme 8 de dérivation €' d’une suite de fonctions et de la linéarité de la
dérivation.

Remarque. Comme dans le théoréme 8, on peut aussi conclure que Z Uy converge uniformément

n=ng
sur tout segment de I.
e a
+00
Exercice 7. Montrer que la fonction ¢ : x — Z — est de classe €* sur |1, +oo[ et déterminer
o n=1 L

son sens de variation.

\ J

Résolution.
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Généralisons, comme pour les séries de fonctions, aux dérivées successives des fonctions de classe €7 :

e 2
THEOREME 22. (Dérivation ¢? pour les séries de fonctions)

Soit u, : I — K une suite de fonctions de classe €P sur I. On suppose que :

e pour tout k € [0,p — 1], Z ug“) converge simplement sur I,

n=ng

. Z u%p) converge uniformément sur I (resp. sur tout segment de I ),

n=ngo
+o0 +o0 *) 4o
alors Z u, est de classe €P et pour tout k € [0, p], Z Up, = Z uslk).
n=no n=ngo n=nogo
\ J
Démonstration. Ici aussi le résultat découle immédiatement du théoréme 10 de dérivation €” d’une suite de fonctions (ainsi
que de la linéarité de la dérivation). ]
+00
Exemple. Montrons que la fonction ¢ : x — Z — est de classe €% sur 11, +oo[.
n=1 n
Pour tout n € N* la fonction x — — =" Inn est infiniment dérivable de dérivées successives :
n
(k) In*
n“n
Vn e N*,Vk e N, Vz €]1, + 00|, () = (—1)* x
n* n*

Soit a > 1 quelconque; on a alors pour tout k£ € N,

n.’c na

(k) k
1 1
Vn e N*, Vx € [a, +o0], () <"

qui est le terme général d’une série de Bertrand convergente, puisque pour 1 < b < a, et pour tout

keN: N
In"n 1 1
a = o <nb> et Z = converge

n=1

Ainsi pour tout @ > 1, il y a convergence normale sur [a, +o0[ de toutes les séries des dérivées succes-

x

1\®
sives, c’est a dire pour tout k£ € N, de Z ( ) . En appliquant le théoréme de dérivation P sur

n=1
+00
1
[a, 4o pour tout p € N*, on en déduit donc que la série Z — est de classe €™ sur [a, +o0[ pour
n
n=1
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tout a > 1, et donc sur |1, +oo[ et que :

+
Vo €]l, +oof, Yk e N, ¢¥) Z

Déterminons maintenant un équivalent et la limite en 17 de ¢ ( ); puisqu’il n'y a pas convergence
uniforme le théoréme d’interversion limite/somme ne s’applique pas; on se doute d’ailleurs que cette
limite est +oo (voir allure de la courbe plus haut).

Utilisons des comparaisons avec des intégrales; pour tout entier n > 1 et pour tout = > 1 :

1 nlg 1 , 1 ,
— < —dt < — puisque t —> — est décroissante
(n+1) t® ne e

n+1 1 n 1
- t—xdt < v < J t—xdt pour tout n = 2
n—1

n
soit IV > 2 un entier ; en sommant les inégalités de n =2 a N :

n=2v"n ¢ n=2 n® n=2Jn-1 ¢
N+1 4 N o N 4
— —dt < 2 — < f —dt d’apreés Chasles
n=2
N+1 N N
1 1 1 1
- —dtéZ—gl—!—J —dt puisque — =1
n=1
T+l N+1 2 1 N 1 t—r+l N
:[ ] det<2m<1+[ ]
1—z |, 1 t = 1—z |
21 1
et puisque f —dt<(2—1) max — =1
1 t* te[1,2] t%¥

. (N—l—l)_””‘H n 1
1—x xr —

T — = n< rx—1
et puisque —> 400
— 1 z—-1t
(@) ~ ——| et lim ¢(@) = lim —— — 4
= |((z) ~ e im = lim = .
1+ x—1 z—1+ z—1t x — 1

Remarques.

e Noter l'utilisation de la convergence normale sur des intervalles adaptés [a, +00[ plutot que sur tout
segment de |1, +o0].

e Noter aussi 'encadrement par des intégrales pour le calcul d’un équivalent. C’est une méthode usuelle
sur les séries, séries de fonctions comprises.
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