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La notion d’espace vectoriel a été introduite au début du 19¢ siécle avec le britannique Arthur
Cayley (1821-1895), sur des n-uplets et 'allemand Hermann Grassmann (1809-1877), sur des espaces
abstraits. C’est l'italien Giuseppe Peano (1858-1932) qui a formalisé les espaces vectoriels actuels.

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C, p et ¢ deux entiers strictement positifs.

Les preuves en algébre linéaire sont souvent élémentaires. Nous ne détaillerons que les preuves non
triviales.
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1. ESPACE VECTORIEL, SOUS-ESPACE VECTORIEL, SOMME DIRECTE

1.1. K-espace vectoriel.

f 2
DEFINITION 1. (K-espace vectoriel)

Un espace vectoriel sur un corps K est un ensemble E muni d’une loi de composition interne, +,
(Vaddition), et d’une loi de composition externe avec K, -, (la multiplication par un scalaire),
tels que :

e (E,+) est un groupe commutatif. Le neutre sera noté Op.
e La multiplication par un scalaire vérifie les quatres propriétés swivantes pour A, € K quel-
conques et x,y € B quelconques
»A-(z+y)=Axz+Ay
» (A tp)z=Xz+tp-x
» A (pex) = (M)

» l-z=x
§ J

Remarques.
e Les élément de E sont appelés les vecteurs, les éléments de K les scalaires.

e Dans la pratique, on omet la notation -, mais on prendra garde & ne jamais écrire zA (quel sens ?)
mais bien A\z.

e Si E est un K-ev, et A € K alors :
AMax=0p < (A=0ouxz=0g).
Exemples. Les exemples de référence sont :

I’ensemble K™ des n-uplets de scalaires ;

I’ensemble K[ X] des polynomes a coefficients dans K;
— I’ensemble K des applications d’un ensemble non vide © dans K, en particulier :
— Pensemble K! (ou F(I,K) ) des fonctions définies sur un intervalle I & valeurs dans K
— T’ensemble KN des suites a valeurs dans K.
— 'ensemble .4, ,(K) des matrices & n lignes et p colonnes & coefficients dans K
— Densemble K des applications d’un ensemble non vide € dans un K-e.v., en particulier :
— %(E, F) Pensemble des applications linéaires d’'un K-ev E dans un K-e.v. F.
— Z(F) 'ensemble des endomorphismes d’un K-e.v. E.

La plupart des exemples précédents sont des cas d’application des deux constructions suivantes de
K-espaces vectoriels (en remarquant que K est trivialement un K-e.v. ot la loi externe coincide avec la
multiplication interne).

\
PROPOSITION 1. (Produit fini de K-e.v.)
Si Eq,...,E, sont des K-ev. L’ensemble produit :
n
F ><--~><En:HEi
i=1
est un K-e.v. muni des lois :
($1,...7.’L'n) + (ylw"ayn) = (xl +y17axn+yn>
A (21, xn) = (A2, .., A2y)
\ J
Démonstration. Il est trivial de vérifier les axiomes d’un K-e.v.. Le vecteur nul est (Og,,...,0g,). ]
PROPOSITION 2. (K-e.v. des applications a valeurs dans un K-e.v.)
Soit X un ensemble non-vide et E un K-e.v.. L’ensemble des application de X dans E noté
F(X,E) ou EX est un K-e.v. muni des lois :
VeeX (F+9)@) = [(@)+ () et (\)(@) = A (2)
\ J
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Démonstration. Il est trivial de vérifier les axiomes d’un K-e.v.. Le vecteur nul est I’application identiquement nulle x — Ofg.

]
Dans toute la suite, F désigne un K-espace vectoriel.
1.2. Sous-espaces vectoriels.
e )
DEFINITION 2. (Combinaison linéaire d’un nombre fini de vecteurs)
Soient x1,...,x, € E; une combinaison linéaire des vecteurs xi,...,x, est un vecteur u de E
n
de la forme : u = Z Ai-Zi OU A1,..., n €K,
i=1
\ J
s - - A
DEFINITION 3. (Sous-espace vectoriel)
Soit (E,+,.) un K-e.v. et soit F < E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E lorsque
F, muni des mémes opérations + et . est un K-espace vectoriel.
\ J
( . . . \
PROPOSITION 3. (Caractérisation des sous-espaces vectoriels)
Soit E un K-e.v., F un sous-ensemble de E ; F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement
St :
- OE (S F,
~ V(A pu) €K2, V(x,y) € F2, \x +py e F (on dit que F est stable par combinaisons linéaires)
\ J

Démonstration. Triviale; les deux conditions assurent que F' est non-vide et stable par + et -; ce qui assure que les lois
interne + et externe - soient définies sur F. Elles héritent alors naturellement des propriétés vérifiées dans le K-e.v. E.

Remarque. Ou de maniéres équivalentes, un sous-ensemble F' — E est un sous-espace vectoriel ssi F’
est non vide et stable par combinaison linéaire. La condition Og € F' peut étre remplacée par F # O.
La stabilité par combinaison linéaire peut étre remplacée par les stabilités par + et -.

Exemples.

- {(:c, y,2) ER3 | x4+ 2y + 32 = O} ; (sous-e.v. de R? défini par une équation cartésienne)
—{(a—2b,3a,a+b) | a,beR}; (sous-e.v. de R® défini par une paramétrisation)

- F={Me #(R)|Ax M= 0} avec A€ #(R) fixée.

— Les ensembles des suite réelles convergentes ? croissantes ? monotones 7

— Les ensembles de séries convergentes 7 divergentes ?

Exemples. Exemples de référence.

e L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne de n équations a p inconnues est un
sous-espace vectoriel de KP

e L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne définie sur un intervalle I
est-un sous-espace vectoriel de F(I,K).

e L’ensemble €% (I, K) des fonctions de classe €* (k€ NU {c0} ) sur un intervalle I est un sous-espace
vectoriel de F(I,K).

e L’ensemble K, [X] des polynomes de degré au plus n est un sous-espace vectoriel de K[ X].

p
PROPOSITION 4. (Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs)
Soit (x1,...,2T,) une famille finie de vecteurs de E.

On désigne par Vect (x4, .. .,x,) Uensemble des combinaisons linéaires des vecteurs 1, ..., %y :
Vect (x1,...,%n) ={A1-x1+ -+ Ay 2n | (A1, ., M) €K}

Cet ensemble est un sous-espace wvectoriel de E, appelée sous-espace vectoriel engendré

par (z1,...,%p)

\ J

Exemples.

- {(a —2b,3a,a+0b) | a,be R} est le sous-espace vectoriel de R3 engendré par ((1,3,1),(—2,0,1)).
Jean-Philippe Préaux 3
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— K,[X] est le sous-espace vectoriel engendré par (1,X,..., X").

Remarque. Vect(zy,...,x,) est le plus petit s.e.v. de E contenant x1, ..., =, (au sens de 'inclusion).
Autrement dit : Si F' est un s.e.v. de F contenant z1, ..., x, alors Vect(x1,...,x,) c F.
e “

Meéthode. Pour montrer qu'un sous-ensemble est un sous-e.v. :

— On montre qu’il est non-vide (le plus souvent que Op € F) et stable par addition + et
multiplication par un scalaire -.

— On montre qu’il contient O et que pour tout (z,y) e F2et A\e K, \-x+ye F.

— On remarque que c¢’est Pensemble des combinaisons linéaires d’une famille de vecteurs (en
général lorsque 'ensemble est donné par une paramétrisation).

— On remarque que c’est 'image Im ¢ ou le noyau Ker ¢ d’une application linéaire .

PROPOSITION 5. (Intersection de s.e.v.)

L’intersection d’une famille quelconque de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace-

vectoriel de E.
G Y,

Démonstration. Soit (F};);e; une famille de sous-espaces vectoriels de E (I est un ensemble non vide quelconque, fini ou
infini). On vérifie les deux conditions de la caractérisation :

Viel, Op € F; = Og €(\,c; Fi.
— Soient z,y €,y Fiet AeK;Viel, A-z+y)eF; — (A-x+y) e\ Fi- [ ]

iel

1.3. Somme de sous-espaces vectoriel.

1.3.1. Sommes de 2 sous-espaces.

N
PROPOSITION-DEFINITION 4. (Somme de deux sev)
Soit F' et G deux sous espaces vectoriels de E. On définit
F+G= {f+g|feF etgeG}.
C’est un sous espace vectoriel de E.
\ J
Démonstration. Immeédiate. u
r 2
DEFINITION 5. (Somme directe de deux sev)
Deux sous-espaces vectoriels de E, F' et G, sont en somme directe si :
Vee F+G,(f,g)e FxG,z=f+g.
On note alors :
F®G=F+G.
\ J
Remarque. Si F' et G sont en somme directe alors FF n G = {O E}
( 5 . ™
DEFINITION 6. (Sous-espaces supplémentaires)
Deuz sev F' et G de E sont supplémentaires dans E si E = F @ G, ou autrement dit, si :
Vee E,I(f,9)e FxG,z=f+g
\ J
(" e p 9 )
PROPOSITION 6. Caractérisation des sous-espaces supplémentaires
Deuz sev F' et G de E sont supplémentaires dans E ssi :
E-F+G e FnG={Os}
\ J

Démonstration. L’existence pour tout « € E de (f,g) € F x G tels que x = f + g, équivaut & £ = F + G; unicité a
FnG={os} [
Jean-Philippe Préaux 4
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Exemples.

e Dans R? le plan vectoriel E = {(x,y, 2) |z —y+z= O} et la droite vectorielle F' = Vect((1,1,1))
sont supplémentaires : R3 = E@ F.

e Dans #,,(K), les sev des matrices symétriques et anti-symétriques sont supplémentaires : ., (K) =
Zn(K) ® 2, (K).

e Dans K[X] les sev F' = K;[X] et G = {P e K[X] | P(0) = P'(0) = O} sont supplémentaires.

e Dans E ensemble des suites convergentes de KN, les sev F' des suites stationnaires et G des suites
convergeant vers 0 sont supplémentaires.

e A
Exercice 1. Montrer que F(R,R) = { fonctions paires }(—B{ fonctions impaires }

. J

Résolution.

Remarque. Il s’avére que tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel admet un supplémentaire.

En dimension finie c’est facile & démontrer grace au théoréme de la base incompléte. Mais ¢a demeure
vraie en dimension infinie.

1.3.2. Sommes de p sous-espaces.

e ~ R
PROPOSITION-DEFINITION 7. (somme de p-sous espaces)

Soit Fy,--- , F,, p sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme des sous-espaces vectoriels
(Fi)ie[[l ol l’ensemble :

(htht ot o | Ffoe S eRix By x oo x

P
On le note Z F;. C’est un sous-espace vectoriel de E.
i=1
\ J

Démonstration. Que ce soit un sous-espace vectoriel se démontre par une récurrence immeédiate sur p, en appliquant le fait
que la somme de deux sev est un sev et ’associativité de ’addition.

N
DEFINITION 8. (Somme directe de p-sous espaces)
P P
On dit que la somme F = Z F; est directe et on la note alors @Fi, lorsque tout vecteur f de
i=1 i=1
F' se décompose de maniére unique sous la forme :
j2
fitfot ot fp ot (fr, - 7fp)el_[ F;.
i=1
\ J
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THEOREME 7. (Caractérisation des sommes directes de p sev)

P P
F= Z F; est directe si et seulement si pour tout (f1,--- , fp) € HFZ» g
i=1 =1

fitfot -+ fp,=0p = fi=fao=-=f,=0g.

Démonstration.
Par contraposée, si f1 + fo + -+ + fp = Op avec 'un des f; + Opg alors Og ne se décompose pas de maniére unique sur

ZFi : la somme n’est pas directe.
Soit u € ZF1 quelconque; si il existe (f1,..., fp) et (fi, .. .,f;) € l_[F1 tels que
fi—fi =0k fi =11
u=fit ot fp=ftotf, = (h-f)+ (= f) =0 = : — :
fo—f, =0cs fr =1

L’écriture est donc unique; la somme est directe. |

e A
COROLLAIRE 8.

P

On dit que Fy, F»,. .., F, sont supplémentaires dans E si B = (—{:—)Fi, c’est a dire ssi :
i=1

— tout vecteur x de E se décompose de maniére unique sous la forme :

T=fi+fot - +f, avec (f1,"'afp)eHFi
i=1

st et seulement si :
— tout vecteur x de E se décompose sous la forme :

P
r=fitfot - +fp avec (f1, 7fp)EH-Fi
=1
et
P
V(fi, ) e[[F A+t +f =05 = fi=fo=-=f,=OE.
i=1
\ J
2. APPLICATIONS LINEAIRES
2.1. Généralités.
r 2

DEFINITION 9. (Application linéaire)
Soient E et F' deux K -espaces vectoriels. Une application f : E — F est dite linéaire lorsqu’elle

vérifie :
V(A 1) € K2,V (2,y) € B2, f(Az + py) = Af(x) + pf (y)-

Dans le cas ou F' = K, on parle de forme linéaire.
\ J

Remarque. Nécessairement, f (Og) = Op.

Exemples. Les homothéties vectorielles x — A - z, les projections, les symétries, dans des espaces a

T b
préciser : f—— f'. f »—»f fy f— J f, P— P(X+1), M — P 'MP, etc.
0 a

p
PROPOSITION 9. L’ensemble des applications linéaires noté £ (E, F) est un K-espace vectoriel.

\. J

Démonstration. Découle immédiatement de la proposition 2.

r 2
DEFINITION 10. (Endomorphisme)

Une application linéaire de E dans E est appelée un endomorphisme de E. Le K-espace vectoriel

des endomorphismes de E est noté £ (E).
. J

Jean-Philippe Préaux 6
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1l est muni en outre de la loi o et pour tout n € N et f € Z(E) on note :

fo=idg ; ft=fofo---of
—

n termes

Une composée d’application linéaires est linéaire :

~
PROPOSITION 10. Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels. Si f € L (E,F) et ge £(F,G)
alors go f € Z(E,G).
J
Démonstration. Découle facilement des linéarités de f et g. ]
PROPOSITION-DEFINITION 11. (Noyau et image d’une application linéaire)
Soit f € (B, F);
=1
Ker f=f= ({Or}) et Imf = f(E)
sont des sous-espaces vectoriels respectivement de E et de F'.
J
Démonstration. Découlent de la linéarité de f. La proposition qui suit les prouvent en plus grande généralité. |

Remarque. Le noyau d’une forme linéaire non-nulle est appelé un hyperplan. Dans R un plan vectoriel

admet une équation de la forme ax + by + cz = 0 : c’est le noyau de la forme linéaire (x,y,z) —>
ax + by + cz.

Plus généralement, les images et images réciproques d’un sous-espace vectoriel par une application
linéaire est un sous-espace vectoriel.

ProPosITION 11.

Soit fe Z(E,F) :

— Si E' est un sev E, alors f(E') est un sev de F.

— Si F' est un sev de F, alors f~1(F') est un sev de E.

Démonstration. Découlent immédiatement de :

V(z1,w2) € (B2, A f(w1) + f(m2) = f(A - @1 + 22) € f(E') donc f(E’) est un sev de F
=324

V(z1,w2) € FTHF'), fAm1 +@2) = A+ f(m1) + f(m2) = Azy + w2 € f ' (F') donc f~'(F') est un sev de E
—_—

eF’

( PROPOSITION 12. Soit f € L(E,F); f est injective ssi Ker f = {Og}

Démonstration. Découle de la lindarité de f : f(z) = f(2') < f(z —2') = OE.

/' m \___ =

( PROPOSITION 13. Soient u,v e Z(E); si u et v commutent, alors kerv est stable par u.

Démonstration. Soit x € Kerwv; alors :

vou(z) =uowv(z) =u(Og) =0 = u(z) € Kerv

ainsi u(Kerv) < Kerv.

PROPOSITION-DEFINITION 12. (Isomorphisme ; automorphisme)

Soit f e L(E,F). Si f est bijective alors f~1 est une application linéaire. On dit que f est un
isomorphisme de E sur F.

Lorsque E = F, on parle d’automorphisme de F.

Démonstration. Il s’agit de montrer que f_1 est bijective;

Vg, y) e F,VAeK, F ' y+y) =T F@) + f@) = F T (fFcz+ ) =x =X )+ £,

Jean-Philippe Préaux 7
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PROPOSITION-DEFINITION 13. (Groupe linéaire)

L’ensemble des automorphismes de E, noté GL(E), muni de la loi de composition o est un
groupe (non commutatif) appelé groupe linéaire. Autrement dit :

_Vf,geGL(E) — go f e GL(E)
~-VfeGL(E), foidg =idgo f=f
VfeGL(E),3ge GL(E), fog=go f = idg

\_ J

Démonstration. Découle de la proposition 10 et 12; idg désigne ’identité de E. ]
Exercice 2. Somme directe de trois sous-espaces vectoriels )
Soit p € Z(E). On pose F = Ker ¢, G = Ker(p — idg) et H = Ker (¢* + ¢ + idg).
Montrer que ’on a la somme directe F @ G @ H.

\ J

Résolution.

Une application linéaire est uniquement déterminée par ses restrictions sur chaque facteur d’une dé-
composition en somme directe de ’espace de départ.

PROPOSITION 14. (Application linéaire sur une somme directe)

n

Soit E = (—DEZ et pour tout i € [1,n]], fi € L(E;, F) ; il existe une unique application linéaire
i=1

feZ(E,F) qui coincide avec f; sur chaque E;, c’est a dire telle que Vi € [1,n]], fig, = fi-

Démonstration. Analyse : soit z € E; o =1 + -+ + ©,, avec (z1,...,2,) € E1 X -+ X E,. Par linéarité¢ de f € L(E, F) :
f@) = flz1+ - +zp)=flz1) + -+ f(zn) = fi(z1) + - + fu(zn) car flg, = fi.

Synthése : I'application f : z — fi(z1) + -+ + fn(zy) est bien définie par unicité de la décomposition, et est linéaire par
linéarité des f; ; elle se restreint a f; sur chaque E;. Elle convient ; c’est la seule. |

2.2. Equations linéaires.

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Une équation linéaire est une équation de la forme :
f@)=0b d’inconnue x € E, avec f € L(E,F) etbe F

Exemples. Les équations différentielles linéaires, les systémes linéaires, les suites récurrentes linéaires
(par exemple une suite arithmético-géométrique u,41 = a.u, + b est solution de f(u,) = v, avec
[t (un) — (ung1) —a- (un), feZL(KV) et (v,) est stationnaire égale & b), etc.

Pour une équation linéaire, I’ensemble des solutions a une structure particuliére, dite affine.

Dans un K-ev E, un sous-espace affine est un sous-ensemble de la forme {xo +x|xe El},

noté xo+ Eq, avec xg € E fixé et E1 un sev de E ; le sev Ey s’appelle la direction du sous-espace

affine.

Jean-Philippe Préaux 8
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THEOREME 15. (Structure des solutions d’une équation linéaire)
Soit fe ZL(E,F) et be F. On cherche a résoudre I’équation d’inconnue x € E : f(x) = b.
L’ensemble des solutions . = f~1 ({b}) vérifie :
o Sib¢Imf alors & = @.
e Sibelmf, alors il existe xg € E tel que f (xg) =b et & = xg + Ker f.
L’ensemble des solutions . est un sous-espace affine de E de direction Ker f.

Autrement dit les solutions sont toutes somme d’une solution particuliére xq et des solutions
générales de ’équation homogeéne associée f(x) = Op.
- Y,

Démonstration. Le premier point est évident ; le second découle de la linéarité de f :
flz)=b < f(z) = f(zo) < fr —29)=0p < z—z9€cKerf < zexzo+Kerf
]

Exemple. Expressions en fonction de n des suites arithmético-géométriques : u, 11 = a.u, + b (avec
a % 1). Soit :
f: RN — RV
(un) > (Unt1) —alun)
f est linéaire :
fA(un) + (vn)) = (Atns1 + (vns1)) — a(A.(un) + (v5))
= A (Uns1 — a(un)) + (Vnp1 — alvy))

= A f((un)) + f((vn))

en notant (b) la suite stationnaire égale au réel b, il s’agit de résoudre 1'équation linéaire f((uy)) = (b).

Puisque a # 1, 'équation ax + b = = a une unique solution égale & z = b/(1 — a) ; la suite stationnaire
égale 4 b/(1 — a) est donc solution. Par ailleurs Ker f est constitué de toutes les suites géométrique de
raison a. Ainsi :

Y:{n»—ﬁf.a”—l—%ﬂceR}
1Ea'

et la donnée de ug détermine de maniére unique k = ug —

e 2
Exercice 3. Trouver toutes les suites réelles (uy),,. vérifiant :

Vn e N, u,1q1 = 5u, —2-3"

Indication : montrer que la suite (3"), .\ est solution.

Résolution.

Jean-Philippe Préaux 9
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Pour simplifier la recherche d’une « solution particuliére» xg, on peut lorsque le second membre est
une somme, appliquer le principe de superposition des solutions :

THEOREME 16. (Principe de superposition des solutions)

On se place dans les conditions du théoréme précédent avec b = by + bs.

Si x1 est solution de 'équation d’inconnue x € E, f(x) = b1, de méme pour xo avec l’équation
f(x) = by alors x = x1 + z2 est solution de 'équation f(x) = b.

Démonstration. Découle de la linéarité de f. ]

Exemple. Résoudre I’équation différentielle linéaire du second ordre :

y" +y = sin(2x) + cos(x) (E)
Il s’agit d’une équation linéaire : I’application

f+2:RR) — F(RR)
y — y'+y
est linéaire, par linéarité de la dérivation.
L’équation homogéne associée est : (H) : y” +y = 0 d’équation caractéristique (EC) : 72+ 1 =0. Le
discriminant est A < 0 et ses deux solutions sont les complexes conjugués : +i. Ainsi les solutions de
(H) sont :
S =Ker f = {x — Acos(z) + psin(x) | (A, p) € R2}
Pour déterminer une solution particuliére on applique le principe de superposition des solutions ; soient :
y' +y=sin2z) =Im (**) (E1) ; ' +y=cos(zx) =Re(e”) (B

— Solution particuliere de (E;). Puisque 2i n’est pas solution de (EC), on cherche une solution

particuliére sous la forme y;(x) = acos(2x) + bsin(2z). Aprés calculs on trouve que la fonction
y1(z) = — % sin(2z) est une solution particuliére de (E}).

— Solution particuliére de (FEs). Puisque ¢ est solution de (EC), on cherche une solution particuliére
sous la forme : y2(x) = ax cos(z) + bz sin(z). Aprés calculs on trouve que y2(z) = Lx sin(x) est solution
particuliere de (Fs).

Finalement, d’aprés le principe de superposition des solutions, la fonction y,(z) = —%sin(Qx) +
1 sin(z) est solution particuliére de (E). L’ensemble des solutions de (E) est donc :

1 1
IE=1yp+ Ker f = {m — -3 sin(2x) + 3% sin(z) + Acos(z) + psin(x) | (A, p) € RQ}

2.3. Projecteurs et symétries.

- a
DEFINITION 14. (Projecteur et symétrie)

On suppose que E = F® G
Pour tout © € E, il existe un unique couple (fz,g9,) € F x G tel que © = f; + gz

e Le projecteur sur F parallélement a G est ’application linéaire :
p: E — FE

r — fo

o La symétrie de F parallelement a G est l'application linéaire

s: ¥ — F
r = fac_gz
\_ _J

Remarque. On remarque que p = % (s+idg) et s =2p —idg.

Exemple. Dans R?, avec F le plan vectoriel d’équation z = 0, et G' la droite vectorielle Vect((0,0,1)),

p est la projection orthogonale sur F', s est la symétrie orthogonale par rapport a F' :
p1<$7972)'—’($7ya0) 5 St ($7ya2)'—’(3?»y7_2>

Avec G = Vect((0,1,1)) :

pi(zy,2)— (x,y—20) ;5 s:(z,y2)— (z,y—2z-2)
Jean-Philippe Préaux 10
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THEOREME 17. (Caractérisation des projecteurs)
Soit pe L (F) ; p est un projecteur si et seulement si :
pop=np.

On a alors E =Imp® Kerp : p est le projecteur sur Im p parallélement a Ker p.
De plus :

Imp = Ker (p — Idg)
c’est-a-dire que © € Imp < p(z) = x.
- y,

Démonstration. Si p est un projecteur sur F' parallélement a G, il est clair que pour tout z € E :
T = z) + O = x).
p(p(x)) = p(p(z) B ) =p(@)
eF eqG
donc pop = p.

Réciproquement, Soit p € Z(E) tel que pop = p. Soit z € E, écrivons = = p(z) + z — p(z) ; comme p(z — p(z)) = Og, on a :
z € Imp + Kerp, donc E = Imp + Ker p. Il reste & montrer que la somme est directe.

Si z € Imp N Ker p alors il existe y € E tel que z = p(y) et p(z) = p(p(y)) = p(y) = Og = x donc Imp n Kerp = {Og} d’ou la
somme directe : £ = Imp @ Ker p.

Enfin si z = p(z) alors z € Im p (évident) et réciproquement si z € Im p alors il existe y tel que z = p(y) = p(p(y)) = p(x). Ainsi
Imp = Ker (p — idg).

e A
THEOREME 18. (Caractérisation des symétries)

Soit s € L(F) ; s est une symétrie si et seulement si :
sos=1dg
On a alors :
E =Ker (s —Idg) ®Ker (s + idg)
et s est la symétrie de Ker (s — Idg) parallélement & Ker (s + Idg).
\ J

Démonstration. Notons p = %(s + idg); alors p est un projecteur sur Imp parallélement & Kerp ssi s est une symétrie de
Im p parallélement a Ker p.

On a :
1.5 . 1 . .
pop:p(z)z(s +25+1dE):5(s+1dE)(:)sos:uiE

ce qui montre la premiére assertion ; de plus Imp = Ker (p—idg) = Ker (3 (s — idg)) = Ker (s —idg) et Kerp = Ker (1 (s + idg))
Ker (s + idg). ]

f 2
Exercice 4. (Oral Mines-Ponts 2018)

Soient (f,g) € (Z(E))? tel que fog=go f.
1) Montrer que Im f et Ker f sont stables par g.

2) Soit p un projecteur de E. Montrer que p et f commutent ssi Im p et Ker p sont stables par

\ J

Résolution.
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2.4. Polynéme d’endomorphisme.

Dans toute cette partie, u désigne un endomorphisme de FE. Les résultats de cette partie sont une
retranscription de ceux vus au paragraphe 2.4 du chapitre sur les matrices.

s N
DEFINITION 15. (Polynéme d’endomorphisme)

Soit P e K[X],

n
P = Z 1,
k=0
Pour tout endomorphisme u € £(E) on note :

P(u) = 2 ay, - u”
k=0

C’est un endomorphisme de E qu’on appelle polynome d’endomorphisme.
G J

Exemple. Avec P =1+ X + X2 et u(z,y,2) = (z +y + 2,y + 2, 2).
u(z,y,2) = (x,9,2) ; u(z,y,2)=(@+y+zy+z22) ; u(x,y2) = (r+2y+32y+2272)
— Pu) =u’ +u' +u?: (z,y,2) — (3z + 3y + 42,3y + 32,32)

Les polynémes d’endomorphisme ont des propriétés naturelles ; les opérations sur les polynémes d’en-
domorphisme coincident avec les opérations sur les polyndémes.

PROPOSITION 19. Soient (P,Q) € K[X]? et ue L(E).
(P + Q)(u) = P(u) + Q(u)

Démonstration. Notons P = Z ap X" et Q = Z b X* (n > max(deg(P), deg(Q))). Alors par définition :
k=0 0

(P+Q)(u) = Z(ak+bk)‘uk= i ak - u® + by ut = i ar - + i be - u® = P(u) + Q(w)
k=0 k=0 k=0 k=0

par linéarité de la somme. | |

PROPOSITION 20. Soient (P,Q) € (K[X])? et ue Z(E). Alors :
(P x Q) (u) = P(u) 0 Q(u)

n

Démonstration. Notons P = Z ak X" Soit b, €K:
k=0

n n n n
(P X by X™) (u) = (2 akb,mx’”’“> (W) = Y] (arbm) - u*T™ =Y (ak - u®) o (bm - u™) = (Z ak uk) O by - u™
k=0 k=0 k=0 k=0
= P(u)oby, -u™ ()
par distributivité de x sur + dans K[X], et par propriété des puissances, compatibilité de - avec o et distributivité de o sur +

dans Z(E).

m

En notant Q = Z bk.Xk, on a alors avec ce qui précéde et la proposition 19, et par distributivité de x sur + dans K[X] et de

k=0
o sur + dans Z(FE) :

(PxQ)(u=[Px) kak> (w) = <Z P x kak> (w) = Z (P x kak) (W) = ) P(u)obru® = P(u) o Z bru®
(19) k=0 (k) k=0 k=0

k=0 k=0
= P(u) o Q(u)
|
COROLLAIRE 21. Soient (P,Q) € (K[X])? et u € Z(E); les endomorphismes P(u) et Q(u)
commutent pour la composition o
Démonstration. Découle de la proposition 20 et de la commutativité de la multiplication dans K[X] :
P(u)oQ(u) = (P x@)(u) = (@x P)(u) = Qu)o P(u)
]
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PROPOSITION 22. (Ker P(u) est stable par u)
Soit P e K[X] et ue Z(E) ; alors le noyau de ’endomorphisme P(u) est stable par u.

Démonstration. D’aprés le corollaire précédent les endomorphismes P(u) et w commutent. D’aprés la proposition 13 Ker P(
est stable par u.

Soient P e K[X] et ue L (E); P est appelé polynome annulateur de u si P(u) = Oy (g).

u)
[
DEFINITION 16. (Polynoéme annulateur) ]

Exemple. Le polynéme P = X2 — X — 2 est un polynéme annulateur de I’endomorphisme u(z,y) =
(42 — 10y, z — 3y) ; en effet :

u?(z,y) = (62 — 10y, — ) (u? —u — 2idg)(z,y, 2) = (0,0,0) = u? —u—2idg = Oz (g

\
Méthode. Un polynéme annulateur P d’un endomorphisme u, permet le calcul :
— d’un inverse de u : lorsque le monéme de degré 0 de P est non-nul,
— des puissances de u : si P est de degré d, toutes les puissances u™ pour n = d sont combinaisons
linéaires des endomorphismes u°, u!, ... w1 :
VY =d, I(an, Bn,---,Cn) € K u® = ap - ul 4+ By -ud + -+ G- udt
et les suites (n)n, (Bn)ns- -5 (Cn)n sont des suites récurrentes linéaires imbriquées. Si 'on
parvient & exprimer oy, 8y, .-, (, en fonction de n on obtient I’expression des coefficients
de u™.
\ J
3. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE
3.1. Familles finies de vecteurs.
( - . . . . \
DEFINITION 17. (Famille libre, famille liée)
Soit x1,...,x, € E; on dit que (z1,...,x,) est une famille libre lorsque :
n
V(AL dn) €KY YNz =0p = Ai=Xy =+ =\ =0k
i=1
Dans le cas contraire, on dit que la famille (z1,...,x,) est liée.
\ J

Remarque. Une famille est liée ssi 'un des vecteurs de la famille est combinaison linéaire de tous les
autres.

Exemples.
-((1,0,2),(1,1,1),(=1,1,0)) est une famille libre dans R?; le systéme :
r+y—2=0
y+z=0
2 +y =0

a pour unique solution (0,0, 0).
— (cos, sin) est une famille libre dans F(R,R) :
acos(x) + bsin(z) = Orrpry = Va?+b2cos(z + ¢) = Orrry = a=0b=0.

— Une famille P,..., P, de polynomes a degrés échelonnés (i.e. deg(Fp) < --- < deg(P,)) est libre
dans K[X] : en effet si a, £ 0, deg (ag.Po + -+ + an.Pp) = deg(P,).

PROPOSITION 23. Toute sous-famille d’une famille libre est libre. Toute sur-famille d’une
famille liée est lice.
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Démonstration. Il suffit d’appliquer la définition en complétant toute combinaison linéaire A1 -vy +- - -+ X, -v, de la sous-famille
(v1,...,vp) en une combinaison linéaire de la famille (v1,...,Vp, Vpt1 ..., Vn) Par :

Ar-vr+ Ay vy =A1 v+ AUy + 0V -+ 00y

La deuxiéme assertion est la contraposée de la premiére. |

DEFINITION 18. (Famille génératrice)
Soit x1,...,x, € E; on dit que (x1,...,z,) est une famille génératrice de E lorsque
Vect (x1,...,2,) = E.

Exemples.
— Le plan vectoriel de R® d’équation = + 2y — z = 0 a pour famille génératrice ((1,1,3),(0,1,2)).

— L’ensemble des solutions de ’équation différentielle homogéne 3” + y = 0 a pour famille génératrice
(cos, sin).

DEFINITION 19. (Base)
Une base de E est une famille libre et génératrice de E.

Exemples. (Bases canoniques). Les familles suivantes sont des bases de référence de chacun des espaces
suivants, appelées bases canoniques.

e La base canonique de K" est la famille ((1,0,...,0,0),(0,1,...,0,0),...,(0,0,...,0,1)).
e La base canonique de K, [X] est la famille (1, X, X2, ..., X").

o My p(K) a pour base la famille (E; ;)i<i<n o0 E;; désigne la matrice de .#, ,(K) dont tous les

<js<p

coeflicients sont nuls excepté celui ligne 4, colonne j qui vaut 1.

1
1

PROPOSITION-DEFINITION 20. (Coordonnées d’un vecteur dans une base)

On suppose que E posséde une base B = (ey,...,en)
n
Alors, pour tout x € E, il existe une unique famille (z1,...,x,) € K" telle que © = Z T; €.
i=1
Les scalaires x4, ...,x, sont appelés les coordonnées de x dans la base B.
Démonstration. L’existence de la famille de scalaires (z1,...,2,) découle du fait que la famille soit génératrice. Son unicité

découle du fait qu’elle soit libre; en effet :
n n n
a;:Zw,i~ei:Zw;~ei:> Z(wi—x,ﬁ)‘ei:OE:>Vie[[1,n]], ‘LL:.L,/L
i=1 i=1 i=1

]

r 2

PROPOSITION 24. (Base adaptée a une somme directe)

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que

- E=F®G.

— F admet une base (f1,..., fm)-

— G admet une base (g1,...,9n)-

Alors la famille (f1,..., fm,91,---,9n) est une base de E. Elle est dite adaptée & la somme

directe F ® G
\ J
Démonstration. La famille est génératrice; soit © € E, x = z1 + z3 avec (z1,x2) € F X G, et il existe des scalaires A1, ..., A\p

et p1, ..., un telsquexy = A1~ f1 +- -+ X - frmet o =p1 g1+ + iy - gn ; donc :
r=X-fi+ - F A fmF 1914+ F o Gn-
La famille est libre : supposons que
Mcofit A fmtpr-g1+ 4 pn o gn = OF

=z1€F =x9€G

Par unicité de la décomposition d’un vecteur sur F @ G, appliquée au vecteur nul O, nécessairement 1 = Og et z2 = Of, et
par liberté des familles (f1,...,fm) et (g1,...,9n),0na X1 = -+ =Xy, =0et p1 =+ = py, =0.

Ce résultat admet une réciproque :
Jean-Philippe Préaux 14
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PROPOSITION 25. (Décomposition en somme directe)

Si (€1y... €k, €ht1,-.-56n) est une famille libre de E, alors Vect(ey,...,ex) et
Vect (€x41,---,€n) sont en somme directe.
Démonstration. Si la somme n’était pas directe on aurait une intersection {OE} c’est-a-dire A1, ..., Ag, Ak+1,...,Ap nON
tous nuls tels que A1 - ey + -+ + A - ex = Ag41 - €x+1 + - -+ + Ay - €, ce qui contredirait le fait que la famille soit libre. | ]

Plus généralement :

- a
PROPOSITION 26. (Base adaptée 4 une somme directe)

Soit une somme directe E = @." | F; et pour tout i € [1,m], B; une base de F;.

Alors la concaténée des (B;);cpy ) €st une base de E.

Réciproqguement, on suppose que (ei)le[[l,nﬂ est une base de E concaténée de familles libres
(Bi)ie[[l,m]]

Alors, en posant pour tout i € [1,m], F; = Vect (B;), on a la somme directe :

m
E = @FZ et pour tout i € [1,m], B; est une base de Fj.
i=1
_ Y,

Démonstration. Elle procéde de la méme fagon, mais avec m sous-espaces. ]

3.2. Espace vectoriel de dimension finie.

DEFINITION 21. Un espace vectoriel E est dit de dimension finie lorsqu’il admet une famille
génératrice finie.

Exemples. K", K,[X], 4, ,(K).

Les deux théorémes suivants sont fondamentaux en théorie des espaces vectoriels de dimension finie;
ils permettent la construction d’une base, pour le premier en complétant une famille libre, pour le
second en l'extrayant d’'une famille génératrice.

THEOREME 27. De la base incompléte

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F = (e, €a,...,e,) une famille génératrice de
E. Alors toute famille libre de vecteurs de E peut étre complétée par des vecteurs de F en une
base de F.

Sa preuve repose sur le lemme trés utile suivant :

Lemme 28. (Famille libre non génératrice)

Soit (u1,...,u,) une famille libre de E et soit u,+1 un vecteur de E qui n'est pas dans
Vect(uy, ..., up). Alors la famille (uy, ..., Un, unt1) est encore une famille libre.
Démonstration. Dans le cas contraire on aurait Ai,...,An, Ap+1 non tous nuls tels que Z;‘Ill Ak - ur = Og; puisque la
famille (u1,...,un,) est libre, nécessairement X\,, ;1 # 0; mais alors u,41 = > ;_; % -uy € Vect(uy,...,uy); impossible par
hypothése. |

Démonstration. Théoréme 27.
Soit £ = (u1,...,up) une famille libre et F = (e1, ..., e,) une famille génératrice.

Si ey ¢ Vect(L), on change £ en L U {e1}; d’aprés le lemme on obtient une famille libre. On procéde de la méme fagon avec e,
Ly €en.

On obtient finalement une famille libre £, telle que eq, ..., e, € Vect(L£). Mais puisque Vect(e1, ez, ..., ey) est le plus petit sev

contenant eq,...,€en, on a: E = Vect(er, ea,...,e,) < Vect(L) c E.

Ainsi Vect(£) = E; la famille £ est donc libre et génératrice : c’est une base de E constituée de uy,...,up et de vecteurs de F.
|
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THEOREME 29. (de la base extraite)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F = (e, €a,...,e,) une famille génératrice de
E. Alors F contient une sous-famille qui est une base de E.

Sa preuve repose sur le lemme important suivant :

Lemme 30. (Famille génératrice liée)

Soit F = (e, ea,...,e,) une famille génératrice de E. Si F est liée, alors F contient un vecteur
e; tel que F ~\ {e;} soit encore une famille génératrice de E.

Démonstration. Si F est liée, alors un des vecteurs v; de F est combinaison linéaire de tous les autres. La famille 7’ obtenue
en retirant e; de F vérifie que Vj € [[1,n]), e; € Vect(F'). Puisque Vect(F) est le plus petit sev contenant tous les vecteurs de
F,ona:

E = Vect(F) c Vect(F') c E
et donc Vect(F') = E : F/ = F \ {e;} est encore une famille génératrice de E. |

Démonstration. Théoréme 29.

Soit F une famille génératrice de E. Si F n’est pas libre, d’aprés le lemme on peut lui retirer un vecteur pour obtenir une famille
génératrice F' de E avec Card(F’(= Card(F) — 1. Puisqu’une famille vide est libre (base de {Og}), en répétant ce procédé tant
que la famille génératrice est liée, on finit par obtenir une famille libre et génératrice de E. |

CoOROLLAIRE 31. (Existence de base)
Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.

3.3. Dimension d’un espace vectoriel de dimension finie.

Le résultat fondamental est que toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension finie ont méme
cardinal. Sa preuve s’appuie sur le lemme technique suivant :

Lemme 32. (de Steinitz)
Toute famille de n + 1 vecteurs dans Vect(ey, ..., ey,) est lice.

Démonstration. Par récurrence sur n € N avec Z(n) : "toute famille de n + 1 vecteurs dans Vect(eq,...,e,) est lice".

(I) Pour n = 1; une famille de 2 vecteurs (vi,v2) dans Vect(ey) est liée; en effet v1 = A1 - e1 et va = A2 - e2. Si Ay = 0 alors
1-v1 4+ 0-v2 = O tandis que si A1 £ 0 alors g - v1 — A1 -v2 = Op.

(H) Supposons Z(n — 1) vraie pour n — 1 > 1 fixé. Considérons une famille de n + 1 vecteurs (vi,...,Upn,Vn+1) dans
Vect(ei,...,en—1,€n) = Vect(ei,...,en—1)+ Vect(e,). Décomposons v1,. ..Uy, Un41 sur cette somme : il existe n + 1 vecteurs
vy, ., U;, 1);*1 dans Vect(e1,...,en—1) et n + 1 scalaires A1, ..., Ap, Apy1 tels que :

’
v = v + A1 en

’
Up = v, + An - €n
’
Un+1 = Uy + )\n+1 c€n

Si tous les A; sont nuls alors (v1,...,v,) est une famille de n vecteurs dans Vect(e1,...,e,—1) et par hypothése de récurrence,
c’est une famille liée; sa sur-famille (v1,...,vn, Un41) est donc aussi liée (proposition 23). Dans ce cas on obtient &(n).
Sinon, un des A; est non nul; supposons sans perte de généralité que A\; #+ 0. Alors e,, = Tll(”l — v); en substituant dans les
lignes 2 a n + 1 du systéme :
o Ao o _ _ 22 _ . Ao ’
Vg —v2+ﬂ~(v1 v1) uz = vz — 3% -v1 = vy — 5% - 0]
EN
’ A ’ A ’ A ’
vn = v, + 55 - (v1 —v) Un = Vp = X UL =0, = X
A A A
. _ ntl ’ _ ntl _ ntl
Unt1 = Vg + 5 - (01— ) Unt+l = Untl = —x = "V1 = Upy1 = —x; U1
. A R .
Or par construction, uy = v} — ﬁ -v] € Vect(er,...,en—1). Ainsi (u2,...,Un,unt+1) est une famille de n vecteurs dans
Vect(ey,...,en—1); par hypothése de récurrence c’est une famille liée. Ainsi il existe des scalaires ag, ..., ap, @y41 non tous
nuls tels que :
n+1
ap -ur = O
k=2
n+1
Ak
Ead (7% Vi — T U1 = OE
k=2 1
1 1
n+ nt A&
- ag -vr = O avec a1 = — akXA—
k=1 k=2 1
La famille (v1,...,Vn,Un+1) est donc liée. Ainsi dans ce cas aussi & (n) est vérifié. |
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THEOREME 33. (Toutes bases de E ont méme cardinal)
Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les bases de E ont méme cardinal.

Démonstration. Soient (e1,...e,) et (¢],...,e,,) deux bases de E; si I'on avait n < m alors Vect(eq,...,e,) contiendrait la
sous-famille libre (e}, ..., el e, 1) de (e},...,e,), constituée de n+ 1 vecteurs; c’est impossible d’aprés le Lemme de Steinitz.
|

On peut alors définir la notion de dimension d’un espace vectoriel de dimension finie :

DEFINITION 22. (Dimension)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Le cardinal d’une base de E est appelé dimension
de E et noté dim(E).

Exemples. K" est de dimension n; K, [X] est de dimension n + 1; ., ,(K) est de dimension n x p;
le sev {Og} de E est de dimension 0.

e 2
PROPOSITION 34. (Dimension d’un produit cartésien)

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, alors leur produit cartésien E X F est
aussi de dimension finie et :

dim (E x F) = dim(F) + dim(F)

Plus généralement, si B, Es, ..., E, sont des espaces vectoriels de dimension finies, alors leur
produit cartésien et aussi de dimension finie et :

dim ﬁEi =idim(Ei)
i=1 i=1

. J

Démonstration. SI (e;)1<i<p est une base de E et (fj)i1<j<q est une base de F alors on vérifie aisément que la famille
constituée des couples (e;,0)1<i<p et (0, fj)1<j<q est une base de E x F. On généralise facilement au produit cartésien de plus
de deux espaces. [ |

- a
THEOREME 35. (Familles libre/génératrice et dimension)

Dans un espace vectoriel E de dimension n :

e Une famille libre contient au plus n vecteurs ; de plus lorsqu’elle contient précisément n vec-
teurs c’est une base de E.

e Une famille génératrice de E contient au moins n vecteurs; de plus lorsqu’elle contient pré-
cisément n vecteurs c’est une base de E.

\_ J
Démonstration. C’est une conséquence immédiate des théorémes de la base incompléte (pour le premier) et d’extraction de
base (pour le second), et bien sur du fait que toutes les bases de E aient méme cardinal. |
4

COROLLAIRE 36. Dans une espace vectoriel E de dimension n, pour toute famille F constituée
de n vecteurs de E, les assertions suivantes sont équivalentes :

— F est libre.
— F est génératrice de E.
— F est une base de E.

\ J
e 2
Exercice 5. Montrer que la famille P, = ((X + 1)* — X*); <1<, 41 est une base de K,,[X].
\ J
Résolution.
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Exemple. A connaitre : Polynomes d’interpolation de Lagrange.

On considére une famille finie (x1,y1), (x2,¥2), - -, (Tn, yn) de couples de réels et on cherche une fonc-
tion réelle aussi simple et réguliére que possible dont la courbe représentative dans le plan rapporté
a un repére orthonormé passe par les points de coordonnées dans cette famille. Une telle fonction est
dite interpolatrice.
Nécessairement on suppose que les x1,xa, ..., z, sont deux a deux distincts (car soit il y a des répé-
titions dans la famille, soit une telle fonction n’existe pas), et on cherche une fonction polynomiale de
degré minimal. C’est un polynéme d’interpolation. On considére alors I'application :
f: RIX] — R»
P — (P(xl),P(xQ),,P(:cn))
C’est une application linéaire puisque :
fAP+Q)=((AP+Q)(z1), AP+ Q)(@2),...,(AP + Q)(zn))
= A(P(z1), P(22), ..., P(zn)) + (Q21), Q(22), . .., Q(zn))
= Af(P) + f(Q)

et on cherche une solution de degré minimal de ’équation linéaire :

f(P) = (y1, 92, Yn)

Pour tout i € [[1,n]], le polyndme :
n

[] &X—)
=14

a pour degré n — 1, est scindé a racines simples z; pour j € [1,n] avec j # i. Sa valeur en x; est non
n

nulle, égale & n (2; — x;). On considére alors :

=1, i
n
(X — ;)
Vie[l,n], L;=21"2l
[] @—=)
J=1, i

c’est un polynéme de degré (n — 1) scindé & racines simples x; pour j € [1,n]] avec j % i et valant 1
en xz;. Ainsi :
L=y -Li+y2- Lo+ +yn-Ln
est un polynome de K,,_1[X] tel que :
Vie [Lnll, L(z:) =y Li(zi) =y
C’est donc une solution de notre équation linéaire ; ¢’est un polynéme interpolateur de (1, 1), (22, y2),
.y (®n,yn). Nous allons voir que c’est celui de degré minimal.

DEFINITION 23. (Polynomes de Lagrange; polynéme interpolateur de Lagrange)

Soit (z1,91), (®2,Y2), - .-, (Tn,yn) une famille finie de R? vérifiant i + j = z; + xj. Pour
cette famille, les polynomes de Lagrange sont : (L1, Lo, ... Ly,) définis par :

n
[] &—=)
=1, j+i
n
[] @-=)
=1, j+i
Pour cette famille, le polynome interpolateur de Lagrange est :
L=y -Li+y2-Lo+ - +yn-Ln
il est de degré au plus n — 1 et vérifie :
\ J

Vie[1,n], L;=
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PROPOSITION 37.
Sous les mémes hypothéses, la famille (Ly, Lo, . .., L,) est une base de R,_1[X].

Démonstration. C’est une famille de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n ; il suffit donc de montrer que la
famille est libre.

Soient des scalaires A\1,..., A, telsque : A1 - L1 + Ao - Lo+ ---4+ Ay - L, = ORn,fl (x]- En particulier :
Vie [1,n]l,(M - L1+ X2 Lo+ +Xp - Lp)(zi) = N - Li(ws) = X\ = Or,,_;[x](zi) =0
La famille est donc libre. |

PROPOSITION 38.

Sous les mémes hypothéses, le polynome interpolateur de Lagrange est l'unique polyndome de
degré < n — 1 interpolateur de (x1,y1), (2,Y2), -+, (Tn,Yn)-

En particulier, il est de degré minimal : c’est le polyndéme recherché.

Démonstration. Soit P un polynéme de degré au plus n — 1 vérifiant Vi € [1,n]], P(z;) = yi.

D’aprés la proposition 37, il existe A1, A2, ..., A\, tels que P = X1 -Li+A2-La+---+ A, - L. Mais alors, pour tout ¢ € [1,n] :
P(zi) =yi = X\i - Li(zi) = N\
Ainsi P =y, - L1 +y2-La+---+ yn - L. C’est le polynéme interpolateur de Lagrange. |

Les polynomes de Lagrange vérifient aussi la propriété remarquable :

PROPOSITION 39.
Sous les mémes hypothéses, Ly + Lo + - -+ + Ly, est le polynéme constant égale a 1.

Démonstration. Aux n points x1, 2, ... %y, le polynéme L1 + Ly + -+ L,, vaut 1, tout comme le polynome constant égale a
1. Or deux polynémes de degré < n — 1 qui coincident en n points son égaux (leur différence sera un polynéme de degré < n—1
ayant n racines distinctes). ]
( N

Exercice 6. Déterminer le polynoéme P de R[X] de degré minimal vérifiant :
PO)=1 ; P(1)=2 ; P2)=0 ; P@3)=1.
L’écrire sous forme développée et ordonnée avant de vérifier que le polynéme obtenu convient.
\ J

Résolution.
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3.4. Sous-espaces vectoriels de dimension finie.

THEOREME 40. (Croissance de la dimension)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F
est de dimension finie et :

dim(F) < dim(E)
De plus, dim(F) = dim(E) si et seulement si F = E.

Démonstration. Premier cas : si F' = {OE}7 dim(F') = 0 et la conclusion est claire.

Deuxiéme cas : si F' % {OE}; alors F' contient des familles libres, et puisque ce sont aussi des familles libres dans E, d’aprés le
lemme de Steinitz, elle sont toutes de cardinal au plus dim(E). Il existe donc dans F' une famille libre F de cardinal maximal
n < dim(E). Si cette famille F n’était pas génératrice de F, alors d’aprés le lemme 28 on pourrait lui ajouter un vecteur de F
pour obtenir une famille libre de F', ce qui contredirait la maximalité de son cardinal. La famille F est donc libre et génératrice
de F'. C’est une base de F et le sev F' est donc de dimension finie.

D’apreés le théoréme de la base incompléte la famille F peut se compléter en une base de E et donc si dim(E) = dim(F'), alors
F est déja une base de E, et donc F' = Vect(F) = E.

Remarque. Un sous-espace vectoriel de dimension 1 est appelé droite vectorielle; de dimension 2,
plan vectoriel.

THEOREME 41. (Existence de supplémentaires)

Soit E un espace vectoriel de dimension fini, et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F
admet un supplémentaire dans E, c’est a dire un sev G de E tel que E = F @ G, et tous les
supplémentaires de F' dans E ont méme dimension :

E=F®G = dim(E) = dim(F) + dim(G).

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent, F' est de dimension finie et admet donc une base (e1,...,en). D’aprés
le théoréme de la base incompléte cette famille se compléte en une base de E : (€1,...,€m,€m+1,...,€n). En posant G =
Vect(em+1,.-.,€n), on vérifie aisément que G est un supplémentaire de F' dans E, et que dim(E) = dim(F) + dim(G). ]

Lorsqu’une somme n’est pas nécessairement directe, sa dimension s’obtient par la formule de Grassman :

THEOREME 42. (Formule de Grassman)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F' et G deuz sev de E. Alors :

dim(F + G) = dim(F') + dim(G) — dim(F n G)

Démonstration. Soit G un supplémentaire de ' n G dans G. On a alors dim(G) = dim(G1) + dim(F n G). Montrons que
F+G = F®G ; on aura alors dim(F + G) = dim(F) +dim(G1) = dim(F) 4+ dim(G) —dim(F n G) et la formule sera démontrée.

Soitze F+G,x=f+gavec fe Fet ge Getg=go+ g1 avec go € FnG et g1 € Gy1. Ainsi :
z=f+g=(f+g0)+ g1 €F+Gi
~— ——
eF eGy

Ainsi F' + G © F + G1 ; puisque autre inclusion est évidente (car G1 € G),ona F+ G = F + G1.

Soit © € ' n G1, alors x € F n G et x € G1. Mais puisque F' n G et G1 sont en somme directe, nécessairement z = Opg. Ainsi
F n Gy = {Og} : la somme est bien directe.

La dimension permet alors de caractériser les sous-espace supplémentaires.

COROLLAIRE 43. (Caractérisation dimensionnelle des supplémentaires)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F' et G deux sev. Alors :
dim(E) = dim(F) + dim(G)

EFE=F®G < {FOG—{OE}

Démonstration. Puisque FnG = {Og}, avec la formule de Grassman on a dim(F+G) = dim(F)+dim(G). Puisque F+G C E
on a alors bien E = F® G < dim(E) = dim(F + G) c’est & dire ssi dim(F) = dim(F) + dim(G). |
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COROLLAIRE 44. (Caractérisation des sommes directes en dimension finie)
Soient Fi, Fy, F), des sous-espaces vectoriels de dimensions finis. Alors :
n n
dim [ Y1 F ) < )] dim(F)
i=1 i=1
avec €galité si et seulement si la somme est directe :
n n
Se-&n
i=1 =1
\ J

Démonstration. En considérant la concaténée de bases de tous les F; on obtient une famille génératrice de Y, F; ; son cardinal
est égal & Y, dim(F;) et est supérieur & dim (3 F;) (avec le théoréme 35). L’égalité a lieu exactement lorsque cette famille est
une base (e1,...,e,) de X, F;. Dans ce cas puisqu’un élément de | F; s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire
des vecteurs de cette base, il s’écrit aussi de maniére unique sous la forme f1 + fo + -+ f,, avec (f1,..., fn) € F1 X -+ X Fp.
Par définition, la somme est donc directe. Réciproquement, d’aprés la proposition 26, lorsque la somme est directe on a bien
légalité dim ), F; = > dim Fj. ]

3.5. Rang d’une famille de vecteurs.

DEFINITION 24. (Rang d’une famille finie de vecteurs)

Soit E un espace vectoriel (de dimension finie ou non) et (z1,x2,...,xp) une famille finie de
vecteurs de E. On appelle rang de la famille (z1, 2, ..., xp), notée rg(x1, T2, ...,Tp) :
rg(z1,x2, ..., xp) = dim Vect(x1, z2, ..., xp).

La notion de rang est importante en dimension finie, rang d’une famille de vecteurs, d’une matrice,
d’une application linéaire, d’un systéme linéaire.

e A
PROPOSITION 45. Rang d’une famille libre/génératrice
Soit E un espace vectoriel (de dimension finie ou non) soit (x1,22,...,zp) une famille de
vecteurs de E. Alors :
- Tg(x17x27 o ,Z‘p) < b,
— (z1,2,...,2p) est libre ssi rg(z1,x2,...,2p) =P,
— (z1,2,...,2p) est génératrice de E ssi rg(x1,z2,...,x,) = dim(E).
§ J
Démonstration. Par définition rg(xi,z2,...,2p) = dim Vect(xz1,x2,...,zp); d’aprés le théoréme de la base extraite,
rg(xz1,x2,...,2p) < p, et (x1,%2,...,Tp) est une base ssi elle est libre ssi rg(z1,z2,...,2p) = p. De plus (z1,22,...,Tp)
est génératrice de E ssi Vect(x1,22,...,%p) = E ssi rg(z1,x2,...,2p) = dim(E) (théoréme 40). |

4. APPLICATIONS LINEAIRES EN DIMENSION FINIE

4.1. Image d’une base.

PROPOSITION 46.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et (e1,...,en,) une base de E ; soit f € L(E,F) ;

alors :
Imf = VeCt(f(el)a ey f(en))
Démonstration. Soit y € F;y € Im fssiI(A1,...,An) €K telquey = f(A1-e1+--+An-en) =A1-fle1)+ -+ An- flen)
ssi y € Vect(f(e1),..., f(en)). |

De plus f est uniquement déterminée par la donnée de ses images des vecteurs d’une base.

PROPOSITION 47. (Caractérisation par ’image d’une base)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Une application linéaire de E dans F est entié-
rement déterminée par l'image d’une base de E ; c’est-a-dire :

Soit (e1,...,e,) une base de E; pour toute famille (fi,...,fn) € F", il existe une unique
application linéaire p € L(E, F) telle que Vi € [1,n], ¢ (e;) = f;
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Démonstration. Données (f1, f2,..., fn) = (p(e1),p(e2),...,p(en)); soit z € E quelconque, puisque (e1,...,e,) est une
base de E,

H(Al,)\g,...,)\n)EKn, rT=A1-€1+Xo-eas+ -+ Ap-€n
= ¢(@) = A1 pler) + Az - ple2) + -+ An - @(en)
= (@)= 1-fi+tXda-fot- -+ An-fn
]

En particulier, la caractére injectif, surjectif, bijectif d’une application linéaire est aussi déterminé par
I'image d’une base.

4 )
PROPOSITION 48.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, (e1,ea,...,¢e,) une base de E et p € L(E, F).
Alors :

— p est injective ssi (p(e1), p(e2),...,p(e,)) est une famille libre.
— i est surjective ssi (p(e1),p(e2),...,p(e,)) est une famille génératrice de F.
— ¢ est bijective ssi (p(e1),p(ea),...,p(en)) est une base de F.

\ y,
Démonstration. Le troisiéme point découle des deux premiers. Quant a ces derniers :
@ est injective <= (kercp = {OE}) — (<p (Z PV ei) =0 = A1 =Xy ==, = O)
i=1
n
— (Z Xi pei) =0 = A =da=--=X, = 0) = ({ap(el),ga(eg), oo p(en)} est 1ibre.>
i=1
¢ est surjective <= (Vy e F,3( A1, ..., ) €K™ o (Z A; - €i> = y>
=1
n
— (\11/ € F,3(A1,..., n) €K™, Z Ai - pe;) = y) > {p(e1),p(e2),...,p(en)} est génératice de F.
i=1
]
e 2
COROLLAIRE 49.
o Pour une application linéaire @ entre deux espaces vectoriels E et F' de méme dimension :
@ est injective <= ¢ est surjective <= ¢ est bijective.
En particulier :
e Pour un endomorphime ¢ d’un espace vectoriel £ de dimension finie :
@ est injective <= @ est surjective <= ¢ est bijective.
_ J
C’est un fait remarquable que la dimension caractérise les K-ev a isomorphisme preés.
THEOREME 50. (La dimension caractérise les ev isomorphes)
Deuz K-espaces vectoriels de dimensions finies sont isomorphes ssi ils ont méme dimension.
Démonstration. Si E et F de dimensions finies sont isomorphes il découle de la proposition 48 que dim(E) = dim(F).

Réciproquement, si dim(E) = dim(F), d’aprés la proposition 48 il existe une application linéaire qui envoie la base de E sur
celle de F', et toujours d’aprés la proposition 48 c’est un isomorphisme.

4.2. Rang d’une application linéaire en dimension finie.

DEFINITION 25. (Rang d’une application linéaire)
Une application linéaire f est dite de rang fini lorsque Im f est de dimension finie.
On appelle alors rang de f, noté rg f ou rg(f), la dimension de Im f.

Remarque. Lorsque E ou F est de dimension finie, toute application de .Z(F, F) est de rang fini.

+o0
Exemple. L’application ¢ : L*(R,R) — R définie par ¢(f) = f est de rang 1.

—00
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Bien str, toute combinaison linéaire d’applications de rang fini est de rang fini. C’est vrai aussi pour
la composition d’application.

PROPOSITION 51. (Rang d’une composée)
Soient f € L(E,F) et ge Z(F,G) deux applications linéaires de rang fini.
Alors go f est de rang fini et rg(g o f) < min {rg 7, rgg}

Démonstration. D’une part Imgo f € Img donc g o f est de rang fini et rg (g o f) < rg(g). D’autre part, si (e1,...,€e,) est
une base de Im f alors Im g o f est engendré par (g(e1),...,g(en)) et doncrg(go f) < n = rg(f). ]

Remarque. En fait il suffit que g ou f soit de rang fini pour que leur composée le soit aussi.

Le résultat suivant est fondamental pour la notion de rang.

PROPOSITION 52. (Invariance du rang par composition avec un isomorphisme)
Soient f e Z(E,F) et ge Z(F,QG) :

o Sif estderang fini et si g est un isomorphisme, alors go f est de rang fini et rg(go f) =g f.
o Si f est un isomorphisme et si g est de rang fini, alors go f est de rang fini et rg(go f) =rgg

Démonstration. Le premier point découle du fait qu’un isomorphisme envoie une base sur une base : si (e1,...,e,) est une
base de Im f alors (g(e1),...,g(en)) et une base de Imgo f.
Le second point découle du fait que lorsque f € Z(E, F') est un isomorphisme, Im f = F et donc Imgo f =Img. |

Remarque. Plus généralement avec les mémes arguments :
e Si f est de rang fini et si g est injective, alors g o f est de rang fini et rg(go f) =rg f.
e Si f est surjective et si g est de rang fini, alors g o f est de rang fini et rg(go f) =rgyg

Pour une application linéaire entre espaces vectoriels de dimensions finis, son rang caractérise son
injectivité/surjectivité/bijectivité.

ProprosITION 53. (Rang et injectivité/surjectivité/bijectivité)
Soient E et F deuz espaces vectoriels de dimension fini et soit f € L(E, F).
o [ est injective ssirgf = dim(E).

o f est surjective ssirgf = dim(F).

o [ est bijective ssirgf = dim(E) = dim(F).

Démonstration. Découle de la proposition 48 : soit (e1, ..., e,) une base de E, alors f est injective (resp. surjective, bijective)
ssi (f(e1), ..., f(en)) est libre (resp. génératrice de F', une base de F'); or (f(e1),..., f(en)) engendre Im(f).

Pour une application linéaire au départ d’un espace de dimension finie, les dimensions du noyau et de
I'image sont liées. C’est le théoréme du rang, d’application trés importante dans les exercices.

THEOREME 54. (Théoréme du rang)
Soit fe L(E,F); si E est de dimension finie, alors f est de rang fini et :

dim F = dim(Ker f) + rg f

Sa preuve découle d’une version forte de ce théoréme : I'mf est isomorphe a un supplémentaire du
noyau.

THEOREME 55. Théoréme du rang (version forte).

Sife Z(E,F) etsiE est un supplémentaire de Ker f dans E, alors fig: est un isomorphisme
de E' dans Im f.

Démonstration. Soit E’ un supplémentaire de Ker f dans E : E = E’ @ Ker f. En considérant une base de E adaptée a la

somme directe (€1,...,€n,€nt1,s-..€m) avec (e1,...,ey,) base de E' et (€nt1,-..,em) base de Ker f :
Im f = Vect(f(e1),..., flen), f(ent1), ..., f(em)) = Vect(f(e1), ..., f(en))
7
tous =Op
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de plus la famille (f(e1),..., f(en)) et libre car :
Ar-fler)+ -+ X - flen) =0p = f(A1-e1+--+ Xy -ey) =0p
:)\1~el+---+)\n~en€ElmKerf
— A -e1 44 Ay-en=0g car E = E' @ Ker f
— A ==X, =0k car (e1,...,ep) est une base

Ainsi f envoie une base de E’ sur une base de Imf; on conclut avec la proposition 48.

N
Exercice 7. Soit f € Z(F) avec dim E = n.
_ f? =02
Montrer que Ker f =Im f <— { n=2xr8(f)
_ J

Résolution.

4.3. Représentation matricielle.

Dans tout cette partie, E, F, G désignent des K-espaces vectoriels de dimension finie, on note n = dim F,

p=dimF, ¢ =dimQG.

e ~ - <
DEFINITION 26. (Matrice d’un vecteur dans une base)

Soit B = (eq,...,e,) une base de E.
Soit x un vecteur de E de coordonnées (x1,...,%,) dans la base B.
On appelle matrice de x dans la base B la matrice colonne :

1
Matg(z) = [ : |e.#u1(K).
Tn,
. J

Exemples. La matrice des coordonnées dans leur base canonique B du vecteur :

1
ez =(1,2,3) € R? est Matg(z) = (2)
3

1
e P=1-X?eKy[X] est Matg(P) = (O )
-1

e A
DEFINITION 27. (Matrice d’une famille de vecteurs dans une base)

Soit B = (e1,...,e,) une base de E et soit F (a1, ... ,a,) une famille de p vecteurs de E.
La matrice de la famille F = (a1, ..., ap) est la matrice A = (a; j)1<i<n € Mn p(K) telle que :
1<j<

EVA
V(i,7) € [1,n] x [1,p], a;; est la i-éme coordonnée de a; dans la base B.
On la note Matp(F) ; on a donc

M%Mﬂz(M%MmmMmM@w.u‘MmM%»
\_ J
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- 2
DEFINITION 28. (Matrice d’une application linéaire dans un couple de bases)
Soit B = (e1,...,en) une base de E, C = (f1,..., fp) une base de F.
Soit f € L(E,F). La matrice représentative de f dans les bases B et C est la matrice de la
famille (f (e1),..., f (en)) dans la base C. On la note Matg c(f).
fle1) f(ej) f(en)
fl Sh‘
: 53
Matg’c(f) = : s §
1
f'p Z
) Nombre de colonnes
= dimension de E
C’est une matrice dans My, (K) ot p = dim(F) et n = dim(F).
\ J

Exemples.

e Matrice dans les base canoniques de f : (z,y,2) — (3z + 2z, + y — 2).

3 0 2
1 1 -1

e Matrice de la dérivation, endomorphisme de R3[X], dans la base canonique :

[R—

01 00
00 2 0
0 0 0 3
0 0 0O
e Matrice de la dérivation, endomorphisme de R3[X], dans la base (1, X+1L,X2+X+1,X3+ X2)
01 -1 -2
00 2 -1
0 0 O 3
0 0 O 0
e Un projecteur p et sa symétrie s = 2p — idg en dimension finie ont pour matrice représentative dans
une base B = (e1,...,€d,€d+1,- - - e,) adaptée & la décomposition en somme directe Imp @ Ker p une
matrice diagonale de la forme :
14 ‘ Od,n—d 14 ‘ Odn—d
Matg,g(p) = MatB_’B(S) =
On—d,d ‘ On—a On—da | —In—a

— Plus généralement, soit f € Z(F) avec E de dimension finie, et soit F' un sev de E stable par f,
ie. f(F) < F. Alors en considérant un supplémentaire F’ de F' dans F (théoréme 41) et une base B
adaptée a la somme directe E = F @ F’ (proposition 24), la matrice de f dans la base B est de la
forme :

A| B

Matg 5(f) =
o|C

ou A est la matrice de la restriction de f & F' dans la base B restreinte a F.

Remarque. Pour la représentation matricielle d’un endomorphisme f € Z(E), on choisit souvent une
seule base B pour F vu comme espace de départ et d’arrivée (mais pas toujours; voir les matrices de
passage). Dans ce cas on pourra noter Matg(f) plutét que Matg g(f).

PROPOSITION 56.
Les K-espaces vectoriels £ (E, F) et M, n(K) sont isomorphes. D’ot :

dim Z(E, F) = dim(F) x dim(F).
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Démonstration. On vérifie aisément que données B une base de E et C une base de F, I’application qui & une application
linéaire associe sa matrice représentative dans les bases B et C est linéaire :

N[atgvc(/\‘f + g) = A.Matg_yc(f) + Matg’c(g)
et bijective de Z(E, F) dans 4y, »(K). |

COROLLAIRE 57. Z(FE) a pour dimension :
dim Z(F) = dim(E)?

L’intérét de la représentation matricielle des applications linéaires réside dans le fait que tous les calculs
se traduisent en calcul matriciel.

THEOREME 58. (Calcul de I’'image d’un vecteur par une application linéaire)
Soient B une base de E, C une base de F et soient x € E et f € L(E,F). Soient :

X = Matg(xz), Y =Matc(f(z)) et A= Matgc(f).

Alors :
Y = AX.
Démonstration. Soient B = (e1,...,€epn), C = (f1,..., fp) des bases de E et F'; soient f € L (E,F) et x € E tels que :
z1 a1 ot Qin
Matg(z) = | i Matg,c(f) = (ai,5) 1<i<p = : :
. 1<j<n . .
Tn ap,1 ap,n
n P
Par définition : z = Z zj-e; et Vje[l,n], f(e;)= Z a;i,j - fi. Alors :
j=1 i=1
n n )4 " P P n P n
f@)= D @i fleg) =Y a5 Y ass-fi= D, diajaij-fi= 2 Y xjai;-fi=, |2 aijz;| fi
j=1 j=1  i=1 j=1i=1 i=1j=1 i=1 \j=1
donc :
n
Z ai,;T; a1,1%1 + -+ a1,nTn ai, 1 o Qln 1
j=1 . .
Mate(F@) = |+ |=] o] .
n ’ . . : .
Z Ap,jTj ap1T1 + -+ Qp nTn ap,1 - Qpn Tn
i=1

i.e. Mate(f(xz)) = Matg,c(f) x Matg(x)

PROPOSITION 59. (Matrice d’une composée)
Soit B, C, D, des bases de, respectivement, E, F et G.
Soient f € L(E,F) et ge £(F,G), alors :

Matlg)p(g o f) = Matc)p(g) X Mat&c(f)

Démonstration. D’aprés le théoréme 58, pour tout z € E :

Matg,o(g o f) x Matg(z) = Matc, o (g) X Matg,c(f) x Matg(z)
Cette égalité est vraie pour tout vecteur x € E, donc en particulier pour tout vecteur e; de la base B. Ainsi les matrices
Matg,o (g o f) et Mate, 9 (g) X Matg,c(f) ont mémes colonnes ; elles sont donc égales. |
Remarques.
— Attention au sens de lecture des bases qui est un peu contre-intuitif :

Mate(f(z)) = Matg,c(f) x Matg(z) et Matg (go f) = Matc,»(g) x Matg,c(f)
— Pour f: F — F lexistence de g : FF — E tel que :
go f =idg équivaut a l'injectivité de f ; fog = idp équivaut a la surjectivité de f
donc l'injectivité (resp. la surjectivité) de f équivaut a I'inversibilité a gauche (resp. a droite) de Mat(f).
Avec le corollaire 49 on obtient le résultat que 'on avait admis : pour une matrice carrée I'inversibilité
a droite équivaut a I'inversibilité a gauche.

PROPOSITION 60. (Matrice d’un isomorphisme)
Soient B, C des bases de, respectivement E et F, et soit f € L(E,F); [ est un isomorphisme
si et seulement si Matp c(f) est inversible. On a alors Matc (f_l) = (Matg’c(f))_l
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Démonstration. Découle de la proposition précédente et de Matg(idg) = I,,.

p
Exercice 8. L’application f : (z,y,2) — (x —y+ 2,z + 2,z + y — 2) est-elle un isomorphisme ?
Si oui donner I'expression de f~1(z,y, 2).
\ J
Résolution.

La matrice d’une application linéaire dépend du choix des bases; les formules de changement de base
permettent de passer de la représentation matricielle d’une application linéaire dans des bases, a celle
dans d’autres bases.

PROPOSITION-DEFINITION 29. (Matrice de passage d’une base & une autre.)
Soit B, B’ deuzx bases de E. On appelle matrice de passage de B a B’ la matrice Matg (B') ; on

la note Pg_.p:. C’est une matrice inversible et (PB_,B/)fl = Pg_.5

Démonstration. C’est la matrice représentative de idg dans les bases B’ et B de E. Daprés la proposition 60, elle est inversible
et son inverse est la matrice représentative de idg dans les bases B et B’ de E, c’est a dire Pg/_, 3. ]

Exemple. Soit £ = Ry[X], B sa base canonique, et 5’ = (1,X - 1,(X - 1)2). Ecrivons Pg_.p et
PB/ﬁB :

1 -1 1 1 1 1 1=1
PBHB,=<O 12) : PB,HB=(O 1 2) e { X=(X—-1)+1

0 0 1 0 0 1 X2=(X-12+2(X-1)+1

PROPOSITION 61. (Effet d’un changement de base sur la matrice d’un vecteur)
Soient B et B' deux bases de E. Soit x € E, X = Matg(z), X' = Matp/(x) et P = Ps_p
Alors :

X = PX'

Démonstration. D’aprés le théoréme 58 :
Matg(z) = Matg g(idg) x Mat g ()

N—— —_— —

=X

=Pp_,p5 =x/

|
Remarque. Attention! Le sens est contre-intuitif : on obtient les anciennes coordonnées en fonction

des nouvelles, alors que la matrice exprime la nouvelle base en fonction de 'ancienne. Cela découle du
sens contre-intuitif de lecture des bases déja évoqué pour le theoréme 58 et la proposition 59.

COROLLAIRE 62. On a donc :
X' = Pg_,3X = P71X.
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PROPOSITION 63. (Sur la matrice d’une application linéaire)
Soit B, B’ deux bases de E, C, C' deux bases de F, soit f € Z(E,F) et :
A =Matge(f), A =Matg c(f), P=Ppp, Q=Pec
Alors :
A =QtAP
Démonstration. D’aprés la proposition 59 et par associativité de la composition et du produit matriciel :
I\/Iatszyc/(f) = Matcyc/(idp) X Matg,c(f) X IWatB/yB(idE)
[ A [ —) — [ —
—al —Por o=@ = =Pg_, =P
|
([ COROLLAIRE 64. (Sur la matrice d’'un endomorphisme) )
Soit B, B’ deux bases de E, f e L(E), et :
A = Matg(f), A =Matg(f), P = Ps.p
Alors :
A= p7tAp
\ J
Exercice 9. Soit f € .Z(R?) dont la matrice dans la base canonique de R? est :
2 -1 0
A= —2 1 -2 ].
1 1 3
Déterminer sa matrice dans la base B = ((1,1,-1), (1,0, 1), (1, —1,0)).
\ J
Résolution.

4.4. Noyau, image et rang d’une matrice.

DEFINITION 30. (Application linéaire canoniquement associée 4 une matrice)

Soit A e My, »(K); Uapplication f e L (KP,K™) dont A est la matrice dans les bases canoniques

de KP et K™ est appelée 'application linéaire canoniquement associée a A.
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PROPOSITION-DEFINITION 31. (Image et noyau d’une matrice de M,, ,(K))
Soit A e M, (K),

o Lenoyau de A est l'ensemble Ker A = {X € 4, 1(K) | AX = O,,1}; c’est un sev de A, 1(K).
o L’mage de A est Uensemble {Y = AX | X € #,1(K)} ; c’est un sev de M, 1(K).

Démonstration. Le fait que ce soient des sev découle facilement de la distributivité du produit matriciel sur + et de la
compatibilité entre x et -.

Remarque. On assimile souvent les matrices colonnes de M,, 1(K) (ou M, 1(K) ) avec les vecteurs de
K" (ou K? ) via l'isomorphisme naturel de M,, 1(K) dans K™ qui envoie la base canonique de M,, 1 (K)

sur celle de K™. L’image et le noyau de A se confondent alors avec ceux de l'application linéaire
canoniquement associée a A.

-
PROPOSITION 65. Soient C1,Ca,...Cp € Mp1(K) et A = (C1|Cy|---|Cp) € My ,(K). Alors
Im A = Vect (Cy,...,Cp).

\_ _/

Démonstration. Il suffit de remarquer que C; = A x E; 1 ot (E1,1,..., Eyn, 1) est la base canonique de ., 1(K). | |
DEFINITION 32. (Rang d’une matrice)

Le rang d’une matrice A est le rang de lapplication linéaire canoniquement associée a A.

. J

-

PROPOSITION 66. Soient C1,Ca,...Cp € Mp1(K) et A = (C1|Cy|---|Cp) € My ,(K). Alors
rgA=1g(Cq,...,Cp).

\_ J

Démonstration. Soit f l’application linéaire canoniquement associée & A ; via 'isomorphisme naturel de .#,, 1(K) dans K",

(Cy1,C3,...,C)p) s’identifie avec une famille génératrice de Im f.

( )

THEOREME 67. (Théoréme du rang (version matricielle))
Soit A e My p(K); alors
rg(A) + dim(Ker A) = p

\_ J
Démonstration. Découle du théoréme du rang appliquée a ’application linéaire associée f : KP — K™. ]
4 )

PROPOSITION 68. (Caractérisation des matrices inversibles)
Soit A € M, (K). Les propositions suivantes sont équivalentes :

— A est inversible,

- KerA = {Oml},
- ImA = %n,l(K);
- rg(4) = n.
\ J

Démonstration. A est inversible ssi application linéaire canoniquement associée est un isomorphisme (proposition 60) ssi son
rang est n (proposition 53), ssi par définition rg(A) = n. L’équivalence avec les deux assertions restantes découle du théoréme
du rang matriciel et des propositions 65 et 66.

s A
PROPOSITION 69. (Conservation du rang par multiplication par une matrice

inversible)
Soit A e My, ,(K)
e Soit B € GL,(K) ; alors rg(B x A) = rg(A)

o Soit C € GL,(K) ; alors rg(A x C) = rg(A)
\ J

Notamment appliquer une opération élémentaire sur les lignes d'une matrice A (L; < L;+L;, L; < L;,
L; < A\.L; avec A # 0) ne change pas son rang puisque cela revient & multiplier & gauche par une matrice
inversible (T3, (¢,7), En(i,7), M (i, A) cf. proposition 25 du cours sur les matrices).

C’est le cas aussi des opérations élémentaires sur les colonnes de la matrice A (C; «— C; +Cj, C; < Cj,
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C; < A.C; avec A # 0) puisque cela revient & multiplier & droite par leur transposées, qui sont encore
inversibles.

s 2
DEFINITION 33. (Matrice échelonnée, pivots)

Une matrice de A, ,(K) est dite échelonnée si le nombre de zéros en début de ligne augmente
strictement de la ligne 1 a la ligne p.

Pour une matrice échelonnée, ses pivots sont les premiers coefficients non-nuls sur chaque ligne.

Le nombre de pivots d’une matrice échelonnée est donc égal au nombre de lignes non-nulles.

THEOREME 70.

Le rang d’une matrice échelonnée est égal a son nombre de pivots.
\ J

Démonstration. Considérons une matrice échelonnée, notons p son nombre de pivots, et appliquons des opérations élémentaires
d’échanges de colonnes C; <> C; pour que le nombre de zéros augmente de 1 ligne aprés ligne sur les lignes non nulles :

v U2 Vp
0 0 ai €1
0 0 as €2
0O 0 o0 C3eCy 0 o0
0O 0 0 O CyeCy 0O 0 O a ep
0O 0 0 0 O C5-Cg 0O 0 o0 o
D’aprés la proposition 69 on n’a pas changé le rang de la matrice aprés ces opérations élémentaires.
Soit ¢ le nombre de lignes de la matrice. Fixons une base B = (e1, ..., eq) de K. Notons v1,va2, ..., v, les vecteurs de K? dont
les matrices des coordonnées dans B sont les p premiéres colonnes non-nulles de la matrice (de droite). Notons aussi w1, ..., w,
les vecteurs de K9 fournis par les colonnes restantes.
Par construction tous les vecteurs vy, v2,...,vp et wi,...,w, sont dans le sous espace vectoriel Vect(ei,es,...,ep) de K7; de
plus pour tout j € [1, p],
vj € Vect(e1,...,e;) ~ Vect(er,...,e;_1).
Cela permet facilement de montrer que la famille (v1,v2,...,vp) est une famille libre de p vecteurs dans Vect(e1,e2,...,¢ep);
c’est donc une base de Vect(ei, ez, ...,ep).
Finalement, puisque wi, ..., w, sont des vecteurs de Vect(ei,ez,...,ep) :
Vect(vi, ..., vp, w1, ..., w,) = Vect(er,ez,...,ep)
qui est de dimension p. Donc le rang de la matrice est égal a p. |

Méthode Cela donne une méthode du calcul du rang : appliquer des opérations élémentaires sur ses
lignes/colonnes pour arriver a une matrice échelonnée. Le rang est alors le nombre de pivots.

THEOREME 71. (Rang de la transposée)
Soit Ae My p(K);
g (AT) =rg(A).

Démonstration. Notons p le rang de A. En appliquant ’algorithme du pivot de Gauss, on transforme la matrice a ’aide
d’opérations élémentaires pour obtenir une matrice échelonnée, puis comme dans la preuve du théoréme précédent on applique
des échanges sur les colonnes pour que le nombre de zéros augmente de 1 lignes aprés lignes sur les lignes non nulles.

0 0 [ ay
0 0 a
A — 0 0 O — 0 0
0o 0 0 O o 0 O ap
0 0 O 0 O o 0 0 O

La méme suite d’opérations appliquée en partant de A7 mais sur les colonnes/lignes plutét que sur les lignes/colonnes permet
d’aboutir & la matrice transposée de la précédente.

00 0 0 O 00 0 0 0

0 0 0 0 ar ] 0 0 0 0

. 00 0 0 a0 0 0
A — 0 0 0 — 0 0
0 0 a0

0 0

0 0

En appliquant des échanges sur ses lignes et ses colonnes on obtient une matrice dont les p premiéres lignes sont échelonnées,
de méme rang que *A :

0 [ap 0 [ap
0 0
0 0 as 0 0 az

— o 0 O a — o 0 O ai
0O 0 0 O o 0 O
0 0O 0 O O 0
0 0

que ’on transforme en une matrice échelonnée en appliquant des opérations élémentaires sur ses derniéres lignes non échelonnées
en utilisant les p premiéres lignes échelonnées. D’aprés la proposition 69 la matrice obtenue a méme rang que A” qui d’apreés le
théoréme 70 est égal & son nombre de pivots, soit p = rg(A). |
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PROPOSITION-DEFINITION 34. (Rang d’un systéme linéaire)
Le rang d’un systéme linéaire est le rang de sa matrice associé. Il est inchangé par des opérations
élémentaires sur les lignes du systéme.

Remarque. Ainsi le rang d’une matrice A est égal :
— au rang de ses matrices colonnes, de ses matrices lignes,
— au rang de toute application linéaire représentée par A,

— au rang de tout systéme linéaire dont A est la matrice.

4.5. Trace d’un endomorphisme en dimension finie.

DEFINITION 35. (Matrices semblables)
Deux matrices A et B de #,,(K) sont dites semblables si il existe P € GL,(K) tel que :

A=P'BP

Remarque. Donné un K-espace vectoriel £ de dimension finie n, deux matrices semblables sont les
matrices d’'un méme endomorphisme u € £ (F) dans des bases différentes. En effet, puisqu'un isomor-
phisme envoie une base sur une base, toute matrice P € GL,(K) est une matrice de passage.

Le rang et la trace sont des invariants de similitude :

PROPOSITION 72.
Des matrices semblables ont méme rang et méme trace.

Démonstration. En effet rg(P~! AP) = rgA (proposition 69) et tr(P~' AP) = tr(A) (proposition 22, chapitre sur les matrices).
|

Cela permet de définir la trace d’une endomorphisme en dimension finie.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Pour un endomorphisme u € £ (E), ses matrices
représentatives dans toutes bases de E ont méme trace. On définit alors la trace de u, notée
tr(u), comme la trace d’une matrice représentative de u quelconque.

PROPOSITION-DEFINITION 36. (Trace d’un endomorphisme) J
n

Démonstration. Toutes les matrices représentatives de u sont semblables.
Les propriétés de la trace d’'un endomorphismes découlent alors de celles de la trace d’une matrice :

s A
PROPRIETE 73.
Soit E un ev de dimension fini, et u,v € L(E), \,p€ K :
—tr(A-u+ p-v) = Mr(u) + ptr(v)
—tr(uov) =tr(vou).
\ J
0 Exercice 10. Soit F un espace vectoriel de dimension finie ; déterminer tous les endomorphismes
u,v € Z(F) tels que :
uov—vou=Iidg
\ J
Résolution.
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