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La notion d’espace vectoriel a été introduite au début du 19e siècle avec le britannique Arthur
Cayley (1821-1895), sur des n-uplets et l’allemand Hermann Grassmann (1809-1877), sur des espaces
abstraits. C’est l’italien Giuseppe Peano (1858-1932) qui a formalisé les espaces vectoriels actuels.

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C, p et q deux entiers strictement positifs.

Les preuves en algèbre linéaire sont souvent élémentaires. Nous ne détaillerons que les preuves non
triviales.
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1. Espace vectoriel, sous-espace vectoriel, somme directe

1.1. K-espace vectoriel.

Définition 1. (K-espace vectoriel)
Un espace vectoriel sur un corps K est un ensemble E muni d’une loi de composition interne, `,
(l’addition), et d’une loi de composition externe avec K, ¨, (la multiplication par un scalaire),
tels que :
‚ pE,`q est un groupe commutatif. Le neutre sera noté OE.
‚ La multiplication par un scalaire vérifie les quatres propriétés suivantes pour λ, µ P K quel-

conques et x, y P E quelconques

§ λ ¨ px` yq “ λ ¨ x` λ ¨ y

§ pλ` µq ¨ x “ λ ¨ x` µ ¨ x

§ λ ¨ pµ ¨ xq “ pλµq ¨ x

§ 1 ¨ x “ x

Remarques.
‚ Les élément de E sont appelés les vecteurs, les éléments de K les scalaires.

‚ Dans la pratique, on omet la notation ¨, mais on prendra garde à ne jamais écrire xλ (quel sens ?)
mais bien λx.

‚ Si E est un K-ev, et λ P K alors :
λ ¨ x “ OE ðñ pλ “ 0 ou x “ OEq .

Exemples. Les exemples de référence sont :
– l’ensemble Kn des n-uplets de scalaires ;
– l’ensemble KrXs des polynômes à coefficients dans K ;
– l’ensemble KΩ des applications d’un ensemble non vide Ω dans K, en particulier :

– l’ensemble KI (ou FpI,Kq ) des fonctions définies sur un intervalle I à valeurs dans K

– l’ensemble KN des suites à valeurs dans K.
– l’ensemble Mn,ppKq des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients dans K

– l’ensemble KΩ des applications d’un ensemble non vide Ω dans un K-e.v., en particulier :
– L pE,F q l’ensemble des applications linéaires d’un K-ev E dans un K-e.v. F .
– L pEq l’ensemble des endomorphismes d’un K-e.v. E.

La plupart des exemples précédents sont des cas d’application des deux constructions suivantes de
K-espaces vectoriels (en remarquant que K est trivialement un K-e.v. où la loi externe coïncide avec la
multiplication interne).

Proposition 1. (Produit fini de K-e.v.)
Si E1, . . . , En sont des K-ev. L’ensemble produit :

E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ En “
n
ź

i“1

Ei

est un K-e.v. muni des lois :
px1, . . . , xnq ` py1, . . . , ynq “ px1 ` y1, . . . , xn ` ynq

λ ¨ px1, . . . , xnq “ pλx1, . . . , λxnq

Démonstration. Il est trivial de vérifier les axiomes d’un K-e.v.. Le vecteur nul est pOE1
, . . . , OEn q. �

Proposition 2. (K-e.v. des applications à valeurs dans un K-e.v.)
Soit X un ensemble non-vide et E un K-e.v.. L’ensemble des application de X dans E noté
FpX,Eq ou EX est un K-e.v. muni des lois :

@x P X pf ` gqpxq “ fpxq ` gpxq et pλfqpxq “ λfpxq

Jean-Philippe Préaux 2
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Démonstration. Il est trivial de vérifier les axiomes d’un K-e.v.. Le vecteur nul est l’application identiquement nulle x ÞÝÑ OE .
�

Dans toute la suite, E désigne un K-espace vectoriel.

1.2. Sous-espaces vectoriels.

Définition 2. (Combinaison linéaire d’un nombre fini de vecteurs)
Soient x1, . . . , xn P E ; une combinaison linéaire des vecteurs x1, . . . , xn est un vecteur u de E

de la forme : u “
n
ÿ

i“1

λi.xi où λ1, . . . , λn P K.

Définition 3. (Sous-espace vectoriel)
Soit pE,`, .q un K-e.v. et soit F Ă E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E lorsque
F , muni des mêmes opérations ` et . est un K-espace vectoriel.

Proposition 3. (Caractérisation des sous-espaces vectoriels)
Soit E un K-e.v., F un sous-ensemble de E ; F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement
si :
– OE P F ,
– @pλ, µq P K2, @px, yq P F 2, λ.x` µ.y P F (on dit que F est stable par combinaisons linéaires)

Démonstration. Triviale ; les deux conditions assurent que F est non-vide et stable par ` et ¨ ; ce qui assure que les lois
interne ` et externe ¨ soient définies sur F . Elles héritent alors naturellement des propriétés vérifiées dans le K-e.v. E. �

Remarque. Ou de manières équivalentes, un sous-ensemble F Ă E est un sous-espace vectoriel ssi F
est non vide et stable par combinaison linéaire. La condition OE P F peut être remplacée par F ‰ ∅.
La stabilité par combinaison linéaire peut être remplacée par les stabilités par ` et ¨.

Exemples.
–
 

px, y, zq P R3 | x` 2y ` 3z “ 0
(

; (sous-e.v. de R3 défini par une équation cartésienne)
–
 

pa´ 2b, 3a, a` bq | a, b P R
(

; (sous-e.v. de R3 défini par une paramétrisation)
– F “ tM P M2pRq | AˆM “ O2u avec A P M2pRq fixée.
– Les ensembles des suite réelles convergentes ? croissantes ? monotones ?
– Les ensembles de séries convergentes ? divergentes ?

Exemples. Exemples de référence.

‚ L’ensemble des solutions d’un système linéaire homogène de n équations à p inconnues est un
sous-espace vectoriel de Kp

‚ L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogène définie sur un intervalle I
est-un sous-espace vectoriel de FpI,Kq.

‚ L’ensemble C kpI,Kq des fonctions de classe C k (k P NYt8u ) sur un intervalle I est un sous-espace
vectoriel de FpI,Kq.

‚ L’ensemble KnrXs des polynômes de degré au plus n est un sous-espace vectoriel de KrXs.

Proposition 4. (Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs)
Soit px1, . . . , xnq une famille finie de vecteurs de E.
On désigne par Vect px1, . . . , xnq l’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs x1, . . . , xn :

Vect px1, . . . , xnq “ tλ1 ¨ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn ¨ xn | pλ1, . . . , λnq P Knu

Cet ensemble est un sous-espace vectoriel de E, appelée sous-espace vectoriel engendré
par px1, . . . , xnq

Exemples.
–
 

pa´ 2b, 3a, a` bq | a, b P R
(

est le sous-espace vectoriel de R3 engendré par pp1, 3, 1q, p´2, 0, 1qq.
Jean-Philippe Préaux 3
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– KnrXs est le sous-espace vectoriel engendré par p1, X, . . . ,Xnq.

Remarque. Vectpx1, . . . , xnq est le plus petit s.e.v. de E contenant x1, . . . , xn (au sens de l’inclusion).
Autrement dit : Si F est un s.e.v. de E contenant x1, . . . , xn alors Vectpx1, . . . , xnq Ă F .

Méthode. Pour montrer qu’un sous-ensemble est un sous-e.v. :
– On montre qu’il est non-vide (le plus souvent que OE P F ) et stable par addition ` et
multiplication par un scalaire ¨.
– On montre qu’il contient OE et que pour tout px, yq P F 2 et λ P K, λ ¨ x` y P F .
– On remarque que c’est l’ensemble des combinaisons linéaires d’une famille de vecteurs (en
général lorsque l’ensemble est donné par une paramétrisation).
– On remarque que c’est l’image Imϕ ou le noyau Kerϕ d’une application linéaire ϕ.

Proposition 5. (Intersection de s.e.v.)
L’intersection d’une famille quelconque de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace-
vectoriel de E.

Démonstration. Soit pFiqiPI une famille de sous-espaces vectoriels de E (I est un ensemble non vide quelconque, fini ou
infini). On vérifie les deux conditions de la caractérisation :
– @i P I, OE P Fi ùñ OE P

Ş

iPI Fi.
– Soient x, y P

Ş

iPI Fi et λ P K ; @i P I, pλ ¨ x` yq P Fi ùñ pλ ¨ x` yq P
Ş

iPI Fi. �

1.3. Somme de sous-espaces vectoriel.

1.3.1. Sommes de 2 sous-espaces.

Proposition-Définition 4. (Somme de deux sev)
Soit F et G deux sous espaces vectoriels de E. On définit

F `G “
!

f ` g | f P F et g P G
)

.

C’est un sous espace vectoriel de E.

Démonstration. Immédiate. �

Définition 5. (Somme directe de deux sev)
Deux sous-espaces vectoriels de E, F et G, sont en somme directe si :

@x P F `G, D!pf, gq P F ˆG, x “ f ` g.

On note alors :
F ‘G “ F `G.

Remarque. Si F et G sont en somme directe alors F XG “
!

OE

)

.

Définition 6. (Sous-espaces supplémentaires)
Deux sev F et G de E sont supplémentaires dans E si E “ F ‘G, ou autrement dit, si :

@x P E, D!pf, gq P F ˆG, x “ f ` g

Proposition 6. Caractérisation des sous-espaces supplémentaires
Deux sev F et G de E sont supplémentaires dans E ssi :

E “ F `G et F XG “
!

OE

)

Démonstration. L’existence pour tout x P E de pf, gq P F ˆ G tels que x “ f ` g, équivaut à E “ F ` G ; l’unicité à
F XG “

!

OE

)

. �
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Exemples.

‚ Dans R3 le plan vectoriel E “
!

px, y, zq | x ´ y ` z “ 0
)

et la droite vectorielle F “ Vectpp1, 1, 1qq

sont supplémentaires : R3 “ E ‘ F .
‚ Dans MnpKq, les sev des matrices symétriques et anti-symétriques sont supplémentaires : MnpKq “
SnpKq ‘AnpKq.

‚ Dans KrXs les sev F “ K1rXs et G “
!

P P KrXs | P p0q “ P 1p0q “ 0
)

sont supplémentaires.

‚ Dans E ensemble des suites convergentes de KN, les sev F des suites stationnaires et G des suites
convergeant vers 0 sont supplémentaires.

Exercice 1. Montrer que FpR,Rq “
!

fonctions paires
)

‘

!

fonctions impaires
)

Résolution.
Si f : R ÝÑ R est à la fois paire et impaire alors pour tout x P R, fp´xq “ fpxq “ ´fpxq ùñ
2fpxq “ 0 ùñ fpxq “ 0 ; ainsi f : x ÞÝÑ 0 soit f “ OFpR,Rq. Autrement dit :

!

fonctions paires
)

X

!

fonctions impaires
)

“

!

OFpR,Rq

)

Soit f P FpR,Rq,
fpxq “

1

2
pfpxq ` fp´xqq

loooooooooomoooooooooon

paire

`
1

2
pfpxq ´ fp´xqq

loooooooooomoooooooooon

impaire

Autrement dit :
!

fonctions paires
)

`

!

fonctions impaires
)

“ FpR,Rq
D’après la caractérisation, on a bien :

FpR,Rq “
!

fonctions paires
)

‘

!

fonctions impaires
)

Remarque. Il s’avère que tout sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel admet un supplémentaire.
En dimension finie c’est facile à démontrer grâce au théorème de la base incomplète. Mais ça demeure
vraie en dimension infinie.

1.3.2. Sommes de p sous-espaces.

Proposition-Définition 7. (somme de p-sous espaces)
Soit F1, ¨ ¨ ¨ , Fp, p sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme des sous-espaces vectoriels
pFiqiPJ1,pK l’ensemble :

!

f1 ` f2 ` ¨ ¨ ¨ ` fp | pf1, f2, ¨ ¨ ¨ , fpq P F1 ˆ F2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Fp

)

On le note
p
ÿ

i“1

Fi. C’est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. Que ce soit un sous-espace vectoriel se démontre par une récurrence immédiate sur p, en appliquant le fait
que la somme de deux sev est un sev et l’associativité de l’addition. �

Définition 8. (Somme directe de p-sous espaces)

On dit que la somme F “
p
ÿ

i“1

Fi est directe et on la note alors
p
à

i“1

Fi, lorsque tout vecteur f de

F se décompose de manière unique sous la forme :

f1 ` f2 ` ¨ ¨ ¨ ` fp où pf1, ¨ ¨ ¨ , fpq P
p
ź

i“1

Fi.

Jean-Philippe Préaux 5
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Théorème 7. (Caractérisation des sommes directes de p sev)

F “
p
ÿ

i“1

Fi est directe si et seulement si pour tout pf1, ¨ ¨ ¨ , fpq P
p
ź

i“1

Fi :

f1 ` f2 ` ¨ ¨ ¨ ` fp “ OE ùñ f1 “ f2 “ ¨ ¨ ¨ “ fp “ OE .

Démonstration.�� ��ñ Par contraposée, si f1 ` f2 ` ¨ ¨ ¨ ` fp “ OE avec l’un des fi ­“ OE alors OE ne se décompose pas de manière unique sur
ÿ

Fi : la somme n’est pas directe.�� ��ð Soit u P
ÿ

Fi quelconque ; si il existe pf1, . . . , fpq et pf
1
1, . . . , f

1
pq P

ź

Fi tels que

u “ f1 ` ¨ ¨ ¨ ` fp “ f
1
1 ` ¨ ¨ ¨ ` f

1
p ùñ pf1 ´ f

1
1q ` ¨ ¨ ¨ pfp ´ f

1
pq “ OE ùñ

$

’

’

&

’

’

%

f1 ´ f
1
1 “ OE

...
fp ´ f

1
p “ OE

ùñ

$

’

’

&

’

’

%

f1 “ f 11
...

fp “ f 1p

L’écriture est donc unique ; la somme est directe. �

Corollaire 8.

On dit que F1, F2,. . . , Fp sont supplémentaires dans E si E “
p
à

i“1

Fi, c’est à dire ssi :

– tout vecteur x de E se décompose de manière unique sous la forme :

x “ f1 ` f2 ` ¨ ¨ ¨ ` fp avec pf1, ¨ ¨ ¨ , fpq P
p
ź

i“1

Fi

si et seulement si :
– tout vecteur x de E se décompose sous la forme :

x “ f1 ` f2 ` ¨ ¨ ¨ ` fp avec pf1, ¨ ¨ ¨ , fpq P
p
ź

i“1

Fi

et

@ pf1, ¨ ¨ ¨ , fpq P
p
ź

i“1

Fi, f1 ` f2 ` ¨ ¨ ¨ ` fp “ OE ùñ f1 “ f2 “ ¨ ¨ ¨ “ fp “ OE .

2. Applications linéaires

2.1. Généralités.

Définition 9. (Application linéaire)
Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une application f : E ÝÑ F est dite linéaire lorsqu’elle
vérifie :

@pλ, µq P K2,@px, yq P E2, fpλx` µyq “ λfpxq ` µfpyq.

Dans le cas où F “ K, on parle de forme linéaire.

Remarque. Nécessairement, f pOEq “ OF .

Exemples. Les homothéties vectorielles x ÞÝÑ λ ¨ x, les projections, les symétries, dans des espaces à

préciser : f ÞÝÑ f 1, f ÞÝÑ

ż x

0

f, f ÞÝÑ

ż b

a

f, P ÞÝÑ P pX` 1q, M ÞÝÑ P´1MP , etc.

Proposition 9. L’ensemble des applications linéaires noté L pE,F q est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Découle immédiatement de la proposition 2. �

Définition 10. (Endomorphisme)
Une application linéaire de E dans E est appelée un endomorphisme de E. Le K-espace vectoriel
des endomorphismes de E est noté L pEq.

Jean-Philippe Préaux 6
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Il est muni en outre de la loi ˝ et pour tout n P N et f P L pEq on note :
f0 “ idE ; fn “ f ˝ f ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ f

looooooomooooooon

n termes

Une composée d’application linéaires est linéaire :

Proposition 10. Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels. Si f P L pE,F q et g P L pF,Gq
alors g ˝ f P L pE,Gq.

Démonstration. Découle facilement des linéarités de f et g. �

Proposition-Définition 11. (Noyau et image d’une application linéaire)
Soit f P L pE,F q ;

Ker f “ f´1 ptOFuq et Im f “ fpEq

sont des sous-espaces vectoriels respectivement de E et de F .

Démonstration. Découlent de la linéarité de f . La proposition qui suit les prouvent en plus grande généralité. �

Remarque. Le noyau d’une forme linéaire non-nulle est appelé un hyperplan. Dans R3 un plan vectoriel
admet une équation de la forme ax ` by ` cz “ 0 : c’est le noyau de la forme linéaire px, y, zq ÞÝÑ
ax` by ` cz.

Plus généralement, les images et images réciproques d’un sous-espace vectoriel par une application
linéaire est un sous-espace vectoriel.

Proposition 11.
Soit f P L pE,F q :
– Si E1 est un sev E, alors fpE1q est un sev de F .
– Si F 1 est un sev de F , alors f´1pF 1q est un sev de E.

Démonstration. Découlent immédiatement de :

@px1, x2q P pE
1
q
2
, λ ¨ fpx1q ` fpx2q “ fpλ ¨ x1 ` x2

loooooomoooooon

PE1

q P fpE
1
q donc fpE1q est un sev de F

@px1, x2q P f
´1
pF
1
q, fpλx1 ` x2q “ λ ¨ fpx1q ` fpx2q

looooooooooomooooooooooon

PF 1

ùñ λx1 ` x2 P f
´1
pF
1
q donc f´1

pF
1
q est un sev de E

�

Proposition 12. Soit f P L pE,F q ; f est injective ssi Ker f “ tOEu

Démonstration. Découle de la linéarité de f : fpxq “ fpx1q ðñ fpx´ x1q “ OE . �

Proposition 13. Soient u, v P L pEq ; si u et v commutent, alors ker v est stable par u.

Démonstration. Soit x P Ker v ; alors :

v ˝ upxq “ u ˝ vpxq “ upOEq “ OE ùñ upxq P Ker v

ainsi upKer vq Ă Ker v. �

Proposition-Définition 12. (Isomorphisme ; automorphisme)
Soit f P L pE,F q. Si f est bijective alors f´1 est une application linéaire. On dit que f est un
isomorphisme de E sur F.
Lorsque E “ F , on parle d’automorphisme de E.

Démonstration. Il s’agit de montrer que f´1 est bijective ;

@py, y
1
q P F, @λ P K, f´1

pλ ¨ y ` y
1
q “ f

´1
pλ ¨ fpxq ` fpx

1
qq “ f

´1
pfpλ ¨ x` x

1
qq “ λ ¨ x` x

1
“ λ ¨ f

´1
pyq ` f

´1
py
1
q.

�
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Proposition-Définition 13. (Groupe linéaire)
L’ensemble des automorphismes de E, noté GLpEq, muni de la loi de composition ˝ est un
groupe (non commutatif) appelé groupe linéaire. Autrement dit :
– @f, g P GLpEq ùñ g ˝ f P GLpEq

– @f P GLpEq, f ˝ idE “ idE ˝ f “ f

– @f P GLpEq, Dg P GLpEq, f ˝ g “ g ˝ f “ idE

Démonstration. Découle de la proposition 10 et 12 ; idE désigne l’identité de E. �

Exercice 2. Somme directe de trois sous-espaces vectoriels
Soit ϕ P L pEq. On pose F “ Kerϕ, G “ Kerpϕ´ idEq et H “ Ker

`

ϕ2 ` ϕ` idE
˘

.
Montrer que l’on a la somme directe F ‘G‘H.

Résolution.
On applique la caractérisation : soient f P Kerϕ, g P Ker pϕ ´ idEq et h P Ker

`

ϕ2 ` ϕ` idE
˘

;
c’est à dire :

ϕpfq “ OE ; ϕpgq “ g ; ϕ ˝ ϕphq “ ´ϕphq ´ h

et tels que :
f ` g ` h “ OE

ùñ f ` 3 ¨ g `OE “ OE en composant par ϕ2 ` ϕ` Id

ùñ 3 ¨ g “ OE en composant par ϕ
ùñ f “ OE ùñ h “ OE

Ainsi f ` g ` h “ OE ùñ f “ g “ h “ OE : la somme est directe.

Une application linéaire est uniquement déterminée par ses restrictions sur chaque facteur d’une dé-
composition en somme directe de l’espace de départ.

Proposition 14. (Application linéaire sur une somme directe)

Soit E “
n
à

i“1

Ei et pour tout i P rr1, nss, fi P L pEi, F q ; il existe une unique application linéaire

f P L pE,F q qui coïncide avec fi sur chaque Ei, c’est à dire telle que @i P rr1, nss, f|Ei “ fi.

Démonstration. Analyse : soit x P E ; x “ x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn avec px1, . . . , xnq P E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ En. Par linéarité de f P L pE,F q :

fpxq “ fpx1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnq “ fpx1q ` ¨ ¨ ¨ ` fpxnq “ f1px1q ` ¨ ¨ ¨ ` fnpxnq car f|Ei “ fi.

Synthèse : l’application f : x ÞÝÑ f1px1q ` ¨ ¨ ¨ ` fnpxnq est bien définie par unicité de la décomposition, et est linéaire par
linéarité des fi ; elle se restreint à fi sur chaque Ei. Elle convient ; c’est la seule. �

2.2. Équations linéaires.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. Une équation linéaire est une équation de la forme :

fpxq “ b d’inconnue x P E, avec f P L pE,F q et b P F

Exemples. Les équations différentielles linéaires, les systèmes linéaires, les suites récurrentes linéaires
(par exemple une suite arithmético-géométrique un`1 “ a.un ` b est solution de fpunq “ vn avec
f : punq ÞÝÑ pun`1q ´ a ¨ punq, f P L

`

KN
˘

et pvnq est stationnaire égale à b), etc.

Pour une équation linéaire, l’ensemble des solutions a une structure particulière, dite affine.

Dans un K-ev E, un sous-espace affine est un sous-ensemble de la forme
!

x0 ` x | x P E1

)

,
noté x0`E1, avec x0 P E fixé et E1 un sev de E ; le sev E1 s’appelle la direction du sous-espace
affine.
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Théorème 15. (Structure des solutions d’une équation linéaire)
Soit f P L pE,F q et b P F . On cherche à résoudre l’équation d’inconnue x P E : fpxq “ b.
L’ensemble des solutions S “ f´1

` 

b
(˘

vérifie :
‚ Si b R Im f alors S “ ∅.
‚ Si b P Im f , alors il existe x0 P E tel que f px0q “ b et S “ x0 `Ker f .

L’ensemble des solutions S est un sous-espace affine de E de direction Ker f .
Autrement dit les solutions sont toutes somme d’une solution particulière x0 et des solutions
générales de l’équation homogène associée fpxq “ OF .

Démonstration. Le premier point est évident ; le second découle de la linéarité de f :

fpxq “ b ðñ fpxq “ fpx0q ðñ fpx´ x0q “ OF ðñ x´ x0 P Ker f ðñ x P x0 `Ker f

�

Exemple. Expressions en fonction de n des suites arithmético-géométriques : un`1 “ a.un ` b (avec
a ­“ 1). Soit :

f : RN ÝÑ RN

punq ÞÝÑ pun`1q ´ apunq

f est linéaire :
fpλ.punq ` pvnqq “ pλ.un`1 ` pvn`1qq ´ apλ.punq ` pvnqq

“ λ.pun`1 ´ apunqq ` pvn`1 ´ apvnqq

“ λ.fppunqq ` fppvnqq

en notant pbq la suite stationnaire égale au réel b, il s’agit de résoudre l’équation linéaire fppunqq “ pbq.

Puisque a ­“ 1, l’équation ax` b “ x a une unique solution égale à x “ b{p1´ aq ; la suite stationnaire
égale à b{p1´ aq est donc solution. Par ailleurs Ker f est constitué de toutes les suites géométrique de
raison a. Ainsi :

S “

!

n ÞÝÑ k.an `
b

1´ a
| k P R

)

et la donnée de u0 détermine de manière unique k “ u0 ´
b

1´ a
.

Exercice 3. Trouver toutes les suites réelles punqnPN vérifiant :
@n P N, un`1 “ 5un ´ 2 ¨ 3n

Indication : montrer que la suite p3nqnPN est solution.

Résolution.
Soit :

f : RN ÝÑ RN

punq ÞÝÑ pun`1q ´ 5punq

f est linéaire :
fpλ.punq ` pvnqq “ pλ.un`1 ` pvn`1qq ´ 5pλ.punq ` pvnqq

“ λ.pun`1 ´ 5punqq ` pvn`1 ´ 5pvnqq

“ λ.fppunqq ` fppvnqq

Déterminer les suites punq vérifiant cette relation de récurrence, consiste à résoudre dans RN

l’équation linéaire : fppunqq “ ´2.3n, d’inconnue punq.

La suite p3nqn est solution :
5ˆ 3n ´ 2ˆ 3n “ 3ˆ 3n “ 3n`1

Ainsi S ­“ ∅ : S “ 3n `Ker f .
D’autre part Ker f et constitué de toutes les suites géométriques de raison 5 ; ainsi punq est de la
forme :

un “ k.5n ` 3n

avec k P R.
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Pour simplifier la recherche d’une « solution particulière » x0, on peut lorsque le second membre est
une somme, appliquer le principe de superposition des solutions :

Théorème 16. (Principe de superposition des solutions)
On se place dans les conditions du théorème précédent avec b “ b1 ` b2.
Si x1 est solution de l’équation d’inconnue x P E, fpxq “ b1, de même pour x2 avec l’équation
fpxq “ b2 alors x “ x1 ` x2 est solution de l’équation fpxq “ b.

Démonstration. Découle de la linéarité de f . �

Exemple. Résoudre l’équation différentielle linéaire du second ordre :
y2 ` y “ sinp2xq ` cospxq pEq

Il s’agit d’une équation linéaire : l’application
f : D2pR,Rq ÝÑ FpR,Rq

y ÞÝÑ y2 ` y

est linéaire, par linéarité de la dérivation.
L’équation homogène associée est : pHq : y2 ` y “ 0 d’équation caractéristique pECq : r2 ` 1 “ 0. Le
discriminant est ∆ ă 0 et ses deux solutions sont les complexes conjugués : ˘i. Ainsi les solutions de
pHq sont :

SH “ Ker f “
!

x ÞÝÑ λ cospxq ` µ sinpxq | pλ, µq P R2
)

Pour déterminer une solution particulière on applique le principe de superposition des solutions ; soient :
y2 ` y “ sinp2xq “ Im

`

e2ix
˘

pE1q ; y2 ` y “ cospxq “ Re
`

eix
˘

pE2q

– Solution particulière de pE1q. Puisque 2i n’est pas solution de pECq, on cherche une solution
particulière sous la forme y1pxq “ a cosp2xq ` b sinp2xq. Après calculs on trouve que la fonction
y1pxq “ ´

1
3 sinp2xq est une solution particulière de pE1q.

– Solution particulière de pE2q. Puisque i est solution de pECq, on cherche une solution particulière
sous la forme : y2pxq “ ax cospxq`bx sinpxq. Après calculs on trouve que y2pxq “

1
2x sinpxq est solution

particulière de pE2q.

Finalement, d’après le principe de superposition des solutions, la fonction yppxq “ ´ 1
3 sinp2xq `

1
2x sinpxq est solution particulière de pEq. L’ensemble des solutions de pEq est donc :

SE “ yp `Ker f “
!

x ÞÝÑ ´
1

3
sinp2xq `

1

2
x sinpxq ` λ cospxq ` µ sinpxq | pλ, µq P R2

)

2.3. Projecteurs et symétries.

Définition 14. (Projecteur et symétrie)
On suppose que E “ F ‘G
Pour tout x P E, il existe un unique couple pfx, gxq P F ˆG tel que x “ fx ` gx.
‚ Le projecteur sur F parallèlement à G est l’application linéaire :

p : E ÝÑ E
x ÞÝÑ fx

‚ La symétrie de F parallèlement à G est l’application linéaire

s : E ÝÑ E
x ÞÝÑ fx ´ gx

Remarque. On remarque que p “ 1
2 ps` idEq et s “ 2p´ idE .

Exemple. Dans R3, avec F le plan vectoriel d’équation z “ 0, et G la droite vectorielle Vectpp0, 0, 1qq,
p est la projection orthogonale sur F , s est la symétrie orthogonale par rapport à F :

p : px, y, zq ÞÝÑ px, y, 0q ; s : px, y, zq ÞÝÑ px, y,´zq

Avec G “ Vectpp0, 1, 1qq :
p : px, y, zq ÞÝÑ px, y ´ z, 0q ; s : px, y, zq ÞÝÑ px, y ´ 2z,´zq
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Théorème 17. (Caractérisation des projecteurs)
Soit p P L pEq ; p est un projecteur si et seulement si :

p ˝ p “ p.

On a alors E “ Im p‘Ker p : p est le projecteur sur Im p parallèlement à Ker p.
De plus :

Im p “ Ker pp´ IdEq

c’est-à-dire que x P Im p ðñ ppxq “ x.

Démonstration. Si p est un projecteur sur F parallèlement à G, il est clair que pour tout x P E :

ppppxqq “ pp ppxq
loomoon

PF

` OE
loomoon

PG

q “ ppxq.

donc p ˝ p “ p.

Réciproquement, Soit p P L pEq tel que p ˝ p “ p. Soit x P E, écrivons x “ ppxq ` x ´ ppxq ; comme ppx ´ ppxqq “ OE , on a :
x P Im p`Ker p, donc E “ Im p`Ker p. Il reste à montrer que la somme est directe.

Si x P Im pX Ker p alors il existe y P E tel que x “ ppyq et ppxq “ ppppyqq “ ppyq “ OE “ x donc Im pX Ker p “ tOEu d’où la
somme directe : E “ Im p‘Ker p.

Enfin si x “ ppxq alors x P Im p (évident) et réciproquement si x P Im p alors il existe y tel que x “ ppyq “ ppppyqq “ ppxq. Ainsi
Im p “ Ker pp´ idEq. �

Théorème 18. (Caractérisation des symétries)
Soit s P L pEq ; s est une symétrie si et seulement si :

s ˝ s “ idE

On a alors :
E “ Ker ps´ IdEq ‘Ker ps` idEq

et s est la symétrie de Ker ps´ IdEq parallèlement à Ker ps` IdEq.

Démonstration. Notons p “ 1
2 ps ` idEq ; alors p est un projecteur sur Im p parallèlement à Ker p ssi s est une symétrie de

Im p parallèlement à Ker p.

On a :
p ˝ p “ p ðñ

1

4

´

s
2
` 2s` idE

¯

“
1

2
ps` idEq ðñ s ˝ s “ idE

ce qui montre la première assertion ; de plus Im p “ Ker pp´idEq “ Ker
`

1
2 ps´ idEq

˘

“ Ker ps´ idEq et Ker p “ Ker
`

1
2 ps` idEq

˘

“

Ker ps` idEq. �

Exercice 4. (Oral Mines-Ponts 2018)
Soient pf, gq P pL pEqq2 tel que f ˝ g “ g ˝ f .

1) Montrer que Im f et Ker f sont stables par g.
2) Soit p un projecteur de E. Montrer que p et f commutent ssi Im p et Ker p sont stables par

f .

Résolution.
1) Soit y P Im f : y “ fpxq :

gpyq “ g ˝ fpxq “ f ˝ gpxq P Im f ; ainsi Im f est stable par g
Soit x P Ker f : fpxq “ OE

OE “ gpOEq “ g ˝ fpxq “ f ˝ gpxq ùñ gpxq P Ker f ; ainsi Ker f est stable par g

2) Soit p un projecteur de E. D’après 1), si p et f commutent, alors Im p et Ker p sont stables par
f .
Réciproquement : supposons que Im p et Ker p soient stables par f .
On a E “ Im p‘Ker p ; soit x P E quelconque, x “ x1 ` x2 avec x1 P Im p et x2 P Ker p.
Alors :

fpppxqq “ fpx1q

ppfpxqq “ ppfpx1q
loomoon

PIm p

` fpx2q
loomoon

PKer p

q “ ppfpx1qq “ fpx1q

Ainsi pour tout x P E, f ˝ ppxq “ p ˝ fpxq : f et p commutent.
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2.4. Polynôme d’endomorphisme.

Dans toute cette partie, u désigne un endomorphisme de E. Les résultats de cette partie sont une
retranscription de ceux vus au paragraphe 2.4 du chapitre sur les matrices.

Définition 15. (Polynôme d’endomorphisme)
Soit P P KrXs,

P “
n
ÿ

k“0

akX
k

Pour tout endomorphisme u P L pEq on note :

P puq “
n
ÿ

k“0

ak ¨ u
k

C’est un endomorphisme de E qu’on appelle polynôme d’endomorphisme.

Exemple. Avec P “ 1`X `X2 et upx, y, zq “ px` y ` z, y ` z, zq.
u0px, y, zq “ px, y, zq ; u1px, y, zq “ px` y ` z, y ` z, zq ; u2px, y, zq “ px` 2y ` 3z, y ` 2z, zq

ùñ P puq “ u0 ` u1 ` u2 : px, y, zq ÞÝÑ p3x` 3y ` 4z, 3y ` 3z, 3zq

Les polynômes d’endomorphisme ont des propriétés naturelles ; les opérations sur les polynômes d’en-
domorphisme coïncident avec les opérations sur les polynômes.

Proposition 19. Soient pP,Qq P KrXs2 et u P L pEq.
pP `Qqpuq “ P puq `Qpuq

Démonstration. Notons P “
n
ÿ

k“0

akX
k et Q “

n
ÿ

k“0

bkX
k (n ě maxpdegpP q, degpQqq). Alors par définition :

pP `Qqpuq “
n
ÿ

k“0

pak ` bkq ¨ u
k
“

n
ÿ

k“0

ak ¨ u
k
` bk ¨ u

k
“

n
ÿ

k“0

ak ¨ u
k
`

n
ÿ

k“0

bk ¨ u
k
“ P puq `Qpuq

par linéarité de la somme. �

Proposition 20. Soient pP,Qq P pKrXsq2 et u P L pEq. Alors :
pP ˆQq puq “ P puq ˝Qpuq

Démonstration. Notons P “
n
ÿ

k“0

akX
k. Soit bm P K :

pP ˆ bmX
m
q puq “

˜

n
ÿ

k“0

akbmX
k`m

¸

puq “
n
ÿ

k“0

pakbmq ¨ u
k`m

“

n
ÿ

k“0

pak ¨ u
k
q ˝ pbm ¨ u

m
q “

˜

n
ÿ

k“0

ak ¨ u
k

¸

˝ bm ¨ u
m

“ P puq ˝ bm ¨ u
m

p˚q

par distributivité de ˆ sur ` dans KrXs, et par propriété des puissances, compatibilité de ¨ avec ˝ et distributivité de ˝ sur `
dans L pEq.

En notant Q “
m
ÿ

k“0

bkX
k, on a alors avec ce qui précède et la proposition 19, et par distributivité de ˆ sur ` dans KrXs et de

˝ sur ` dans L pEq :

pP ˆQq puq “

˜

P ˆ
m
ÿ

k“0

bkX
k

¸

puq “

˜

m
ÿ

k“0

P ˆ bkX
k

¸

puq “
p19q

m
ÿ

k“0

´

P ˆ bkX
k
¯

puq “
p˚q

m
ÿ

k“0

P puq ˝ bku
k
“ P puq ˝

m
ÿ

k“0

bku
k

“ P puq ˝Qpuq

�

Corollaire 21. Soient pP,Qq P pKrXsq2 et u P L pEq ; les endomorphismes P puq et Qpuq
commutent pour la composition ˝

Démonstration. Découle de la proposition 20 et de la commutativité de la multiplication dans KrXs :

P puq ˝Qpuq “
p20q

pP ˆQqpuq “ pQˆ P qpuq “
p20q

Qpuq ˝ P puq

�
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Proposition 22. (KerP puq est stable par u)
Soit P P KrXs et u P L pEq ; alors le noyau de l’endomorphisme P puq est stable par u.

Démonstration. D’après le corollaire précédent les endomorphismes P puq et u commutent. D’après la proposition 13 KerP puq
est stable par u. �

Définition 16. (Polynôme annulateur)
Soient P P KrXs et u P L pEq ; P est appelé polynôme annulateur de u si P puq “ OL pEq.

Exemple. Le polynôme P “ X2 ´X ´ 2 est un polynôme annulateur de l’endomorphisme upx, yq “
p4x´ 10y, x´ 3yq ; en effet :

u2px, yq “ p6x´ 10y, x´ yq pu2 ´ u´ 2idEqpx, y, zq “ p0, 0, 0q ùñ u2 ´ u´ 2idE “ OL pEq

Méthode. Un polynôme annulateur P d’un endomorphisme u, permet le calcul :
– d’un inverse de u : lorsque le monôme de degré 0 de P est non-nul,
– des puissances de u : si P est de degré d, toutes les puissances un pour n ě d sont combinaisons

linéaires des endomorphismes u0, u1, . . . , ud´1 :
@n ě d, Dpαn, βn, . . . , ζnq P Kd, un “ αn ¨ u

0 ` βn ¨ u
1 ` ¨ ¨ ¨ ` ζn ¨ u

d´1

et les suites pαnqn, pβnqn,. . . , pζnqn sont des suites récurrentes linéaires imbriquées. Si l’on
parvient à exprimer αn, βn, . . . , ζn en fonction de n on obtient l’expression des coefficients
de un.

3. Espaces vectoriels de dimension finie

3.1. Familles finies de vecteurs.

Définition 17. (Famille libre, famille liée)
Soit x1, . . . , xn P E ; on dit que px1, . . . , xnq est une famille libre lorsque :

@ pλ1, . . . , λnq P Kn,
n
ÿ

i“1

λixi “ OE ùñ λ1 “ λ2 “ ¨ ¨ ¨ “ λn “ 0K

Dans le cas contraire, on dit que la famille px1, . . . , xnq est liée.

Remarque. Une famille est liée ssi l’un des vecteurs de la famille est combinaison linéaire de tous les
autres.

Exemples.

– pp1, 0, 2q, p1, 1, 1q, p´1, 1, 0qq est une famille libre dans R3 ; le système :
$

&

%

x` y ´ z “ 0

y ` z “ 0

2x` y “ 0

a pour unique solution p0, 0, 0q.

– pcos, sinq est une famille libre dans FpR,Rq :

a cospxq ` b sinpxq “ OFpR,Rq ùñ
a

a2 ` b2 cospx` φq “ OFpR,Rq ùñ a “ b “ 0.

– Une famille P0, . . . , Pn de polynômes à degrés échelonnés (i.e. degpP0q ă ¨ ¨ ¨ ă degpPnq) est libre
dans KrXs : en effet si an ­“ 0, deg pa0.P0 ` ¨ ¨ ¨ ` an.Pnq “ degpPnq.

Proposition 23. Toute sous-famille d’une famille libre est libre. Toute sur-famille d’une
famille liée est liée.
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Démonstration. Il suffit d’appliquer la définition en complétant toute combinaison linéaire λ1 ¨v1`¨ ¨ ¨`λp ¨vp de la sous-famille
pv1, . . . , vpq en une combinaison linéaire de la famille pv1, . . . , vp, vp`1 . . . , vnq par :

λ1 ¨ v1 ` ¨ ¨ ¨ ` λp ¨ vp “ λ1 ¨ v1 ` ¨ ¨ ¨ ` λp ¨ vp ` 0 ¨ vp`1 ` ¨ ¨ ¨ ` 0 ¨ vn.

La deuxième assertion est la contraposée de la première. �

Définition 18. (Famille génératrice)
Soit x1, . . . , xn P E ; on dit que px1, . . . , xnq est une famille génératrice de E lorsque
Vect px1, . . . , xnq “ E.

Exemples.

– Le plan vectoriel de R3 d’équation x` 2y ´ z “ 0 a pour famille génératrice pp1, 1, 3q, p0, 1, 2qq.

– L’ensemble des solutions de l’équation différentielle homogène y2 ` y “ 0 a pour famille génératrice
pcos, sinq.

Définition 19. (Base)
Une base de E est une famille libre et génératrice de E.

Exemples. (Bases canoniques). Les familles suivantes sont des bases de référence de chacun des espaces
suivants, appelées bases canoniques.

‚ La base canonique de Kn est la famille pp1, 0, . . . , 0, 0q, p0, 1, . . . , 0, 0q, . . . , p0, 0, . . . , 0, 1qq.

‚ La base canonique de KnrXs est la famille
`

1, X,X2, . . . , Xn
˘

.

‚ Mn,ppKq a pour base la famille pEi,jq 1ďiďn
1ďjďp

où Ei,j désigne la matrice de Mn,ppKq dont tous les
coefficients sont nuls excepté celui ligne i, colonne j qui vaut 1.

Proposition-Définition 20. (Coordonnées d’un vecteur dans une base)
On suppose que E possède une base B “ pe1, . . . , enq

Alors, pour tout x P E, il existe une unique famille px1, . . . , xnq P Kn telle que x “
n
ÿ

i“1

xi ¨ ei.

Les scalaires x1, . . . , xn sont appelés les coordonnées de x dans la base B.

Démonstration. L’existence de la famille de scalaires px1, . . . , xnq découle du fait que la famille soit génératrice. Son unicité
découle du fait qu’elle soit libre ; en effet :

x “
n
ÿ

i“1

xi ¨ ei “
n
ÿ

i“1

x
1
i ¨ ei ùñ

n
ÿ

i“1

pxi ´ x
1
iq ¨ ei “ OE ùñ @i P rr1, nss, xi “ x

1
i

�

Proposition 24. (Base adaptée à une somme directe)
Soit F et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que

– E “ F ‘G.
– F admet une base pf1, . . . , fmq.
– G admet une base pg1, . . . , gnq.

Alors la famille pf1, . . . , fm, g1, . . . , gnq est une base de E. Elle est dite adaptée à la somme
directe F ‘G

Démonstration. La famille est génératrice ; soit x P E, x “ x1`x2 avec px1, x2q P F ˆG, et il existe des scalaires λ1, . . . , λm
et µ1, . . . , µn tels que x1 “ λ1 ¨ f1 ` ¨ ¨ ¨ ` λm ¨ fm et x2 “ µ1 ¨ g1 ` ¨ ¨ ¨ ` µn ¨ gn ; donc :

x “ λ1 ¨ f1 ` ¨ ¨ ¨ ` λm ¨ fm ` µ1 ¨ g1 ` ¨ ¨ ¨ ` µn ¨ gn.

La famille est libre : supposons que
λ1 ¨ f1 ` ¨ ¨ ¨ ` λm ¨ fm
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

“x1PF

`µ1 ¨ g1 ` ¨ ¨ ¨ ` µn ¨ gn
looooooooooooooomooooooooooooooon

“x2PG

“ OE

Par unicité de la décomposition d’un vecteur sur F ‘G, appliquée au vecteur nul OE , nécessairement x1 “ OE et x2 “ OE , et
par liberté des familles pf1, . . . , fmq et pg1, . . . , gnq, on a λ1 “ ¨ ¨ ¨ “ λm “ 0 et µ1 “ ¨ ¨ ¨ “ µn “ 0. �

Ce résultat admet une réciproque :
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Proposition 25. (Décomposition en somme directe)
Si pe1, . . . , ek, ek`1, . . . , enq est une famille libre de E, alors Vect pe1, . . . , ekq et
Vect pek`1, . . . , enq sont en somme directe.

Démonstration. Si la somme n’était pas directe on aurait une intersection ­“
 

OE
(

c’est-à-dire λ1, . . . , λk, λk`1, . . . , λn non
tous nuls tels que λ1 ¨ e1 ` ¨ ¨ ¨ ` λk ¨ ek “ λk`1 ¨ ek`1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn ¨ en ce qui contredirait le fait que la famille soit libre. �

Plus généralement :

Proposition 26. (Base adaptée à une somme directe)
Soit une somme directe E “

Àm
i“1 Fi et pour tout i P J1,mK, Bi une base de Fi.

Alors la concaténée des pBiqiPJ1,mK est une base de E.
Réciproquement, on suppose que peiq1PJ1,nK est une base de E concaténée de familles libres
pBiqiPJ1,mK
Alors, en posant pour tout i P J1,mK, Fi “ Vect pBiq, on a la somme directe :

E “
m
à

i“1

Fi et pour tout i P J1,mK,Bi est une base de Fi.

Démonstration. Elle procède de la même façon, mais avec m sous-espaces. �

3.2. Espace vectoriel de dimension finie.

Définition 21. Un espace vectoriel E est dit de dimension finie lorsqu’il admet une famille
génératrice finie.

Exemples. Kn, KnrXs, Mn,ppKq.

Les deux théorèmes suivants sont fondamentaux en théorie des espaces vectoriels de dimension finie ;
ils permettent la construction d’une base, pour le premier en complétant une famille libre, pour le
second en l’extrayant d’une famille génératrice.

Théorème 27. De la base incomplète
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F “ pe1, e2, . . . , enq une famille génératrice de
E. Alors toute famille libre de vecteurs de E peut être complétée par des vecteurs de F en une
base de E.

Sa preuve repose sur le lemme très utile suivant :

Lemme 28. (Famille libre non génératrice)
Soit pu1, . . . , unq une famille libre de E et soit un`1 un vecteur de E qui n’est pas dans
Vectpu1, . . . , unq. Alors la famille pu1, . . . , un, un`1q est encore une famille libre.

Démonstration. Dans le cas contraire on aurait λ1, . . . , λn, λn`1 non tous nuls tels que
řn`1
k“1 λk ¨ uk “ OE ; puisque la

famille pu1, . . . , unq est libre, nécessairement λn`1 ­“ 0 ; mais alors un`1 “
řn
k“1

λk
λn`1

¨ uk P Vectpu1, . . . , unq ; impossible par

hypothèse. �

Démonstration. Théorème 27.

Soit L “ pu1, . . . , upq une famille libre et F “ pe1, . . . , enq une famille génératrice.

Si e1 R VectpLq, on change L en LY te1u ; d’après le lemme on obtient une famille libre. On procède de la même façon avec e2,
. . . , en.

On obtient finalement une famille libre L, telle que e1, . . . , en P VectpLq. Mais puisque Vectpe1, e2, . . . , enq est le plus petit sev
contenant e1, . . . , en, on a : E “ Vectpe1, e2, . . . , enq Ă VectpLq Ă E.

Ainsi VectpLq “ E ; la famille L est donc libre et génératrice : c’est une base de E constituée de u1, . . . , up et de vecteurs de F .
�
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Théorème 29. (de la base extraite)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F “ pe1, e2, . . . , enq une famille génératrice de
E. Alors F contient une sous-famille qui est une base de E.

Sa preuve repose sur le lemme important suivant :

Lemme 30. (Famille génératrice liée)
Soit F “ pe1, e2, . . . , enq une famille génératrice de E. Si F est liée, alors F contient un vecteur
ei tel que F r teiu soit encore une famille génératrice de E.

Démonstration. Si F est liée, alors un des vecteurs vi de F est combinaison linéaire de tous les autres. La famille F 1 obtenue
en retirant ei de F vérifie que @j P rr1, nss, ej P VectpF 1q. Puisque VectpFq est le plus petit sev contenant tous les vecteurs de
F , on a :

E “ VectpFq Ă VectpF 1q Ă E

et donc VectpF 1q “ E : F 1 “ F r teiu est encore une famille génératrice de E. �

Démonstration. Théorème 29.
Soit F une famille génératrice de E. Si F n’est pas libre, d’après le lemme on peut lui retirer un vecteur pour obtenir une famille
génératrice F 1 de E avec CardpF 1p“ CardpFq´ 1. Puisqu’une famille vide est libre (base de tOEu), en répétant ce procédé tant
que la famille génératrice est liée, on finit par obtenir une famille libre et génératrice de E. �

Corollaire 31. (Existence de base)
Tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.

3.3. Dimension d’un espace vectoriel de dimension finie.
Le résultat fondamental est que toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension finie ont même
cardinal. Sa preuve s’appuie sur le lemme technique suivant :

Lemme 32. (de Steinitz)
Toute famille de n` 1 vecteurs dans Vectpe1, . . . , enq est liée.

Démonstration. Par récurrence sur n P N avec Ppnq : "toute famille de n` 1 vecteurs dans Vectpe1, . . . , enq est liée".
(I) Pour n “ 1 ; une famille de 2 vecteurs pv1, v2q dans Vectpe1q est liée ; en effet v1 “ λ1 ¨ e1 et v2 “ λ2 ¨ e2. Si λ1 “ 0 alors
1 ¨ v1 ` 0 ¨ v2 “ OE tandis que si λ1 ­“ 0 alors λ2 ¨ v1 ´ λ1 ¨ v2 “ OE .
(H) Supposons Ppn ´ 1q vraie pour n ´ 1 ě 1 fixé. Considérons une famille de n ` 1 vecteurs pv1, . . . , vn, vn`1q dans
Vectpe1, . . . , en´1, enq “ V ectpe1, . . . , en´1q`Vectpenq. Décomposons v1,. . . vn, vn`1 sur cette somme : il existe n` 1 vecteurs
v11, . . . , v

1
n, v

1
n`1 dans V ectpe1, . . . , en´1q et n` 1 scalaires λ1, . . . , λn, λn`1 tels que :

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

v1 “ v11 ` λ1 ¨ en
...

vn “ v1n ` λn ¨ en
vn`1 “ v1n`1 ` λn`1 ¨ en

Si tous les λi sont nuls alors pv1, . . . , vnq est une famille de n vecteurs dans V ectpe1, . . . , en´1q et par hypothèse de récurrence,
c’est une famille liée ; sa sur-famille pv1, . . . , vn, vn`1q est donc aussi liée (proposition 23). Dans ce cas on obtient Ppnq.
Sinon, un des λi est non nul ; supposons sans perte de généralité que λ1 ­“ 0. Alors en “ 1

λ1
pv1 ´ v

1
1q ; en substituant dans les

lignes 2 à n` 1 du système :
$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

v2 “ v12 `
λ2
λ1
¨ pv1 ´ v

1
1q

...
vn “ v1n `

λn
λ1
¨ pv1 ´ v

1
1q

vn`1 “ v1n`1 `
λn`1
λ1

¨ pv1 ´ v
1
1q

ùñ

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

u2 “ v2 ´
λ2
λ1
¨ v1 “ v12 ´

λ2
λ1
¨ v11

...
un “ vn ´

λn
λ1
¨ v1 “ v1n ´

λn
λ1
¨ v11

un`1 “ vn`1 ´
λn`1
λ1

¨ v1 “ v1n`1 ´
λn`1
λ1

¨ v11

Or par construction, uk “ v1k ´
λk
λ1
¨ v11 P V ectpe1, . . . , en´1q. Ainsi pu2, . . . , un, un`1q est une famille de n vecteurs dans

V ectpe1, . . . , en´1q ; par hypothèse de récurrence c’est une famille liée. Ainsi il existe des scalaires α2, . . . , αn, αn`1 non tous
nuls tels que :

n`1
ÿ

k“2

αk ¨ uk “ OE

ùñ

n`1
ÿ

k“2

αk ¨

ˆ

vk ´
λk

λ1

¨ v1

˙

“ OE

ùñ

n`1
ÿ

k“1

αk ¨ vk “ OE avec α1 “ ´

n`1
ÿ

k“2

αk ˆ
λk

λ1

La famille pv1, . . . , vn, vn`1q est donc liée. Ainsi dans ce cas aussi Ppnq est vérifié. �
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Théorème 33. (Toutes bases de E ont même cardinal)
Dans un espace vectoriel E de dimension finie, toutes les bases de E ont même cardinal.

Démonstration. Soient pe1, . . . enq et pe11, . . . , e
1
mq deux bases de E ; si l’on avait n ă m alors Vectpe1, . . . , enq contiendrait la

sous-famille libre pe11, . . . , e
1
n, e

1
n`1q de pe

1
1, . . . , e

1
mq, constituée de n`1 vecteurs ; c’est impossible d’après le Lemme de Steinitz.

�

On peut alors définir la notion de dimension d’un espace vectoriel de dimension finie :

Définition 22. (Dimension)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Le cardinal d’une base de E est appelé dimension
de E et noté dimpEq.

Exemples. Kn est de dimension n ; KnrXs est de dimension n` 1 ; Mn,ppKq est de dimension nˆ p ;
le sev tOEu de E est de dimension 0.

Proposition 34. (Dimension d’un produit cartésien)
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, alors leur produit cartésien EˆF est
aussi de dimension finie et :

dim pE ˆ F q “ dimpEq ` dimpF q

Plus généralement, si E1, E2, . . . , En sont des espaces vectoriels de dimension finies, alors leur
produit cartésien et aussi de dimension finie et :

dim

˜

n
ź

i“1

Ei

¸

“

n
ÿ

i“1

dimpEiq

Démonstration. SI peiq1ďiďp est une base de E et pfjq1ďjďq est une base de F alors on vérifie aisément que la famille
constituée des couples pei, 0q1ďiďp et p0, fjq1ďjďq est une base de EˆF . On généralise facilement au produit cartésien de plus
de deux espaces. �

Théorème 35. (Familles libre/génératrice et dimension)
Dans un espace vectoriel E de dimension n :
‚ Une famille libre contient au plus n vecteurs ; de plus lorsqu’elle contient précisément n vec-
teurs c’est une base de E.
‚ Une famille génératrice de E contient au moins n vecteurs ; de plus lorsqu’elle contient pré-
cisément n vecteurs c’est une base de E.

Démonstration. C’est une conséquence immédiate des théorèmes de la base incomplète (pour le premier) et d’extraction de
base (pour le second), et bien sur du fait que toutes les bases de E aient même cardinal. �

Corollaire 36. Dans une espace vectoriel E de dimension n, pour toute famille F constituée
de n vecteurs de E, les assertions suivantes sont équivalentes :
– F est libre.
– F est génératrice de E.
– F est une base de E.

Exercice 5. Montrer que la famille Pk “ ppX ` 1qk ´Xkq1ďkďn`1 est une base de KnrXs.

Résolution.
Puisque c’est une famille de n` 1 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n` 1, il suffit de
montrer que la famille est libre.
Or pour tout k P rr1, n` 1ss :

pX ` 1qk ´Xk “

k
ÿ

i“0

ˆ

k

i

˙

Xi ´Xk “ Xk ` k ¨Xk´1 ´Xk `

k´2
ÿ

i“0

ˆ

k

i

˙

Xi “ k ¨Xk´1 `

k´2
ÿ

i“0

ˆ

k

i

˙

Xi
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et donc pour tout k P rr1, n` 1ss, degPk “ k ´ 1.
Il s’agit donc d’une famille de polynômes à degrés échelonnés : c’est donc une famille libre, et donc
une base de KnrXs.

Exemple. À connaître : Polynômes d’interpolation de Lagrange.
On considère une famille finie px1, y1q, px2, y2q, . . . , pxn, ynq de couples de réels et on cherche une fonc-
tion réelle aussi simple et régulière que possible dont la courbe représentative dans le plan rapporté
à un repère orthonormé passe par les points de coordonnées dans cette famille. Une telle fonction est
dite interpolatrice.
Nécessairement on suppose que les x1, x2, . . . , xn sont deux à deux distincts (car soit il y a des répé-
titions dans la famille, soit une telle fonction n’existe pas), et on cherche une fonction polynomiale de
degré minimal. C’est un polynôme d’interpolation. On considère alors l’application :

f : RrXs ÝÑ Rn

P ÞÝÑ pP px1q, P px2q, . . . , P pxnqq

C’est une application linéaire puisque :
fpλ.P `Qq “ ppλ.P `Qqpx1q, pλ.P `Qqpx2q, . . . , pλ.P `Qqpxnqq

“ λ.pP px1q, P px2q, . . . , P pxnqq ` pQpx1q, Qpx2q, . . . , Qpxnqq

“ λ.fpP q ` fpQq

et on cherche une solution de degré minimal de l’équation linéaire :
fpP q “ py1, y2, . . . , ynq

Pour tout i P rr1, nss, le polynôme :
n
ź

j“1, j ­“i

pX ´ xjq

a pour degré n´ 1, est scindé à racines simples xj pour j P rr1, nss avec j ­“ i. Sa valeur en xi est non

nulle, égale à
n
ź

j“1, j ­“i

pxi ´ xjq. On considère alors :

@i P rr1, nss, Li “

n
ź

j“1, j ­“i

pX ´ xjq

n
ź

j“1, j ­“i

pxi ´ xjq

c’est un polynôme de degré pn ´ 1q scindé à racines simples xj pour j P rr1, nss avec j ­“ i et valant 1
en xi. Ainsi :

L “ y1 ¨ L1 ` y2 ¨ L2 ` ¨ ¨ ¨ ` yn ¨ Ln
est un polynôme de Kn´1rXs tel que :

@i P rr1, nss, Lpxiq “ yi ¨ Lipxiq “ yi

C’est donc une solution de notre équation linéaire ; c’est un polynôme interpolateur de px1, y1q, px2, y2q,
. . . , pxn, ynq. Nous allons voir que c’est celui de degré minimal.

Définition 23. (Polynômes de Lagrange ; polynôme interpolateur de Lagrange)
Soit px1, y1q, px2, y2q, . . . , pxn, ynq une famille finie de R2 vérifiant i ­“ j ùñ xi ­“ xj. Pour
cette famille, les polynômes de Lagrange sont : pL1, L2, . . . Lnq définis par :

@i P rr1, nss, Li “

n
ź

j“1, j ­“i

pX ´ xjq

n
ź

j“1, j ­“i

pxi ´ xjq

Pour cette famille, le polynôme interpolateur de Lagrange est :
L “ y1 ¨ L1 ` y2 ¨ L2 ` ¨ ¨ ¨ ` yn ¨ Ln

il est de degré au plus n´ 1 et vérifie :
@i P rr1, nss, Lpxiq “ yi.
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Proposition 37.
Sous les mêmes hypothèses, la famille pL1, L2, . . . , Lnq est une base de Rn´1rXs.

Démonstration. C’est une famille de n vecteurs dans un espace vectoriel de dimension n ; il suffit donc de montrer que la
famille est libre.

Soient des scalaires λ1, . . . , λn tels que : λ1 ¨ L1 ` λ2 ¨ L2 ` ¨ ¨ ¨ ` λn ¨ Ln “ ORn´1rXs
. En particulier :

@i P rr1, nss, pλ1 ¨ L1 ` λ2 ¨ L2 ` ¨ ¨ ¨ ` λn ¨ Lnqpxiq “ λi ¨ Lipxiq “ λi “ ORn´1rXs
pxiq “ 0

La famille est donc libre. �

Proposition 38.
Sous les mêmes hypothèses, le polynôme interpolateur de Lagrange est l’unique polynôme de
degré ď n´ 1 interpolateur de px1, y1q, px2, y2q, . . . , pxn, ynq.

En particulier, il est de degré minimal : c’est le polynôme recherché.
Démonstration. Soit P un polynôme de degré au plus n´ 1 vérifiant @i P rr1, nss, P pxiq “ yi.

D’après la proposition 37, il existe λ1, λ2, . . . , λn tels que P “ λ1 ¨L1`λ2 ¨L2` ¨ ¨ ¨`λn ¨Ln. Mais alors, pour tout i P rr1, nss :

P pxiq “ yi “ λi ¨ Lipxiq “ λi

Ainsi P “ y1 ¨ L1 ` y2 ¨ L2 ` ¨ ¨ ¨ ` yn ¨ Ln. C’est le polynôme interpolateur de Lagrange. �

Les polynômes de Lagrange vérifient aussi la propriété remarquable :

Proposition 39.
Sous les mêmes hypothèses, L1 ` L2 ` ¨ ¨ ¨ ` Ln est le polynôme constant égale à 1.

Démonstration. Aux n points x1, x2, . . .xn, le polynôme L1`L2`¨ ¨ ¨`Ln vaut 1, tout comme le polynome constant égale à
1. Or deux polynômes de degré ď n´ 1 qui coïncident en n points son égaux (leur différence sera un polynôme de degré ď n´ 1
ayant n racines distinctes). �

Exercice 6. Déterminer le polynôme P de RrXs de degré minimal vérifiant :
P p0q “ 1 ; P p1q “ 2 ; P p2q “ 0 ; P p3q “ 1.

L’écrire sous forme développée et ordonnée avant de vérifier que le polynôme obtenu convient.

Résolution.
Déterminons le polynôme interpolateur de Lagrange :

L1 “
pX ´ 1qpX ´ 2qpX ´ 3q

p´1q ˆ p´2q ˆ p´3q
“ ´

1

6

`

X3 ` p´1´ 2´ 3qX2 ` p6` 2` 3qX ´ 6
˘

L2 “
XpX ´ 2qpX ´ 3q

1ˆ p´1q ˆ p´2q
“

1

2

`

X3 ` p´2´ 3qX2 ` 6X
˘

L3 “
XpX ´ 1qpX ´ 3q

2ˆ 1ˆ p´1q
“ ´

1

2

`

X3 ` p´1´ 3qX2 ` 3X
˘

L4 “
XpX ´ 1qpX ´ 2q

3ˆ 2ˆ 1
“

1

6

`

X3 ` p´1´ 2qX2 ` 2X
˘

P “ L1 ` 2L2 ` L4 “ X3 `

ˆ

1´ 5´
1

2

˙

X2 `

ˆ

´
11

6
` 6`

1

3

˙

X ` 1

P “ X3 ´
9

2
X2 `

27

6
X ` 1

Vérifions :

P p0q “ 1 ; P p1q “ 1´
9

2
`

27

6
` 1 “

6´ 27` 27` 6

6
“ 2

P p2q “ 8´
9ˆ 4

2
`

27ˆ 2

6
` 1 “ 8´ 18` 9` 1 “ 0

P p3q “ 27´
9ˆ 9

2
`

27ˆ 3

6
` 1 “

54´ 81` 27` 2

2
“ 1
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3.4. Sous-espaces vectoriels de dimension finie.

Théorème 40. (Croissance de la dimension)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors F
est de dimension finie et :

dimpF q ď dimpEq

De plus, dimpF q “ dimpEq si et seulement si F “ E.

Démonstration. Premier cas : si F “
 

OEu, dimpF q “ 0 et la conclusion est claire.

Deuxième cas : si F ­“
 

OEu ; alors F contient des familles libres, et puisque ce sont aussi des familles libres dans E, d’après le
lemme de Steinitz, elle sont toutes de cardinal au plus dimpEq. Il existe donc dans F une famille libre F de cardinal maximal
n ď dimpEq. Si cette famille F n’était pas génératrice de F , alors d’après le lemme 28 on pourrait lui ajouter un vecteur de F
pour obtenir une famille libre de F , ce qui contredirait la maximalité de son cardinal. La famille F est donc libre et génératrice
de F . C’est une base de F et le sev F est donc de dimension finie.

D’après le théorème de la base incomplète la famille F peut se compléter en une base de E et donc si dimpEq “ dimpF q, alors
F est déjà une base de E, et donc F “ VectpFq “ E. �

Remarque. Un sous-espace vectoriel de dimension 1 est appelé droite vectorielle ; de dimension 2,
plan vectoriel.

Théorème 41. (Existence de supplémentaires)
Soit E un espace vectoriel de dimension fini, et F un sous-espace vectoriel de E. Alors F
admet un supplémentaire dans E, c’est à dire un sev G de E tel que E “ F ‘ G, et tous les
supplémentaires de F dans E ont même dimension :

E “ F ‘G ùñ dimpEq “ dimpF q ` dimpGq.

Démonstration. D’après le théorème précédent, F est de dimension finie et admet donc une base pe1, . . . , emq. D’après
le théorème de la base incomplète cette famille se complète en une base de E : pe1, . . . , em, em`1, . . . , enq. En posant G “

Vectpem`1, . . . , enq, on vérifie aisément que G est un supplémentaire de F dans E, et que dimpEq “ dimpF q ` dimpGq. �

Lorsqu’une somme n’est pas nécessairement directe, sa dimension s’obtient par la formule de Grassman :

Théorème 42. (Formule de Grassman)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F et G deux sev de E. Alors :

dimpF `Gq “ dimpF q ` dimpGq ´ dimpF XGq

Démonstration. Soit G1 un supplémentaire de F X G dans G. On a alors dimpGq “ dimpG1q ` dimpF X Gq. Montrons que
F `G “ F ‘G1 ; on aura alors dimpF `Gq “ dimpF q`dimpG1q “ dimpF q`dimpGq´dimpF XGq et la formule sera démontrée.

Soit x P F `G, x “ f ` g avec f P F et g P G et g “ g0 ` g1 avec g0 P F XG et g1 P G1. Ainsi :

x “ f ` g “ pf ` g0q
loooomoooon

PF

` g1
loomoon

PG1

P F `G1

Ainsi F `G Ă F `G1 ; puisque l’autre inclusion est évidente (car G1 Ă G), on a F `G “ F `G1.

Soit x P F X G1, alors x P F X G et x P G1. Mais puisque F X G et G1 sont en somme directe, nécessairement x “ OE . Ainsi
F XG1 “ tOEu : la somme est bien directe. �

La dimension permet alors de caractériser les sous-espace supplémentaires.

Corollaire 43. (Caractérisation dimensionnelle des supplémentaires)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F et G deux sev. Alors :

E “ F ‘G ðñ

"

dimpEq “ dimpF q ` dimpGq

F XG “ tOEu
.

Démonstration. Puisque FXG “ tOEu, avec la formule de Grassman on a dimpF`Gq “ dimpF q`dimpGq. Puisque F`G Ă E
on a alors bien E “ F ‘G ðñ dimpEq “ dimpF `Gq c’est à dire ssi dimpEq “ dimpF q ` dimpGq. �

Jean-Philippe Préaux 20



PC Algèbre linéaire : révisions et compléments ENCPB

Corollaire 44. (Caractérisation des sommes directes en dimension finie)
Soient F1, F2, Fp des sous-espaces vectoriels de dimensions finis. Alors :

dim

˜

n
ÿ

i“1

Fi

¸

ď

n
ÿ

i“1

dimpFiq

avec égalité si et seulement si la somme est directe :
n
ÿ

i“1

Fi “
n
à

i“1

Fi

Démonstration. En considérant la concaténée de bases de tous les Fi on obtient une famille génératrice de
ř

Fi ; son cardinal
est égal à

ř

dimpFiq et est supérieur à dim p
ř

Fiq (avec le théorème 35). L’égalité a lieu exactement lorsque cette famille est
une base pe1, . . . , enq de

ř

Fi. Dans ce cas puisqu’un élément de
ř

Fi s’écrit de manière unique comme combinaison linéaire
des vecteurs de cette base, il s’écrit aussi de manière unique sous la forme f1 ` f2 ` ¨ ¨ ¨ ` fn avec pf1, . . . , fnq P F1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Fn.
Par définition, la somme est donc directe. Réciproquement, d’après la proposition 26, lorsque la somme est directe on a bien
l’égalité dim

ř

Fi “
ř

dimFi. �

3.5. Rang d’une famille de vecteurs.

Définition 24. (Rang d’une famille finie de vecteurs)
Soit E un espace vectoriel (de dimension finie ou non) et px1, x2, . . . , xpq une famille finie de
vecteurs de E. On appelle rang de la famille px1, x2, . . . , xpq, notée rgpx1, x2, . . . , xpq :

rgpx1, x2, . . . , xpq “ dim Vectpx1, x2, . . . , xpq.

La notion de rang est importante en dimension finie, rang d’une famille de vecteurs, d’une matrice,
d’une application linéaire, d’un système linéaire.

Proposition 45. Rang d’une famille libre/génératrice
Soit E un espace vectoriel (de dimension finie ou non) soit px1, x2, . . . , xpq une famille de
vecteurs de E. Alors :
– rgpx1, x2, . . . , xpq ď p,
– px1, x2, . . . , xpq est libre ssi rgpx1, x2, . . . , xpq “ p,
– px1, x2, . . . , xpq est génératrice de E ssi rgpx1, x2, . . . , xpq “ dimpEq.

Démonstration. Par définition rgpx1, x2, . . . , xpq “ dim Vectpx1, x2, . . . , xpq ; d’après le théorème de la base extraite,
rgpx1, x2, . . . , xpq ď p, et px1, x2, . . . , xpq est une base ssi elle est libre ssi rgpx1, x2, . . . , xpq “ p. De plus px1, x2, . . . , xpq
est génératrice de E ssi Vectpx1, x2, . . . , xpq “ E ssi rgpx1, x2, . . . , xpq “ dimpEq (théorème 40). �

4. Applications linéaires en dimension finie

4.1. Image d’une base.

Proposition 46.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et pe1, . . . , enq une base de E ; soit f P L pE,F q ;
alors :

Im f “ Vectpfpe1q, . . . , fpenqq

Démonstration. Soit y P F ; y P Im f ssi Dpλ1, . . . , λnq P Kn tel que y “ fpλ1 ¨ e1`¨ ¨ ¨`λn ¨ enq “ λ1 ¨ fpe1q` ¨ ¨ ¨`λn ¨ fpenq
ssi y P Vectpfpe1q, . . . , fpenqq. �

De plus f est uniquement déterminée par la donnée de ses images des vecteurs d’une base.

Proposition 47. (Caractérisation par l’image d’une base)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Une application linéaire de E dans F est entiè-
rement déterminée par l’image d’une base de E ; c’est-à-dire :
Soit pe1, . . . , enq une base de E ; pour toute famille pf1, . . . , fnq P Fn, il existe une unique
application linéaire ϕ P L pE,F q telle que @i P J1, nK, ϕ peiq “ fi
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Démonstration. Données pf1, f2, . . . , fnq “ pϕpe1q, ϕpe2q, . . . , ϕpenqq ; soit x P E quelconque, puisque pe1, . . . , enq est une
base de E,

Dpλ1, λ2, . . . , λnq P Kn, x “ λ1 ¨ e1 ` λ2 ¨ e2 ` ¨ ¨ ¨ ` λn ¨ en

ùñ ϕpxq “ λ1 ¨ ϕpe1q ` λ2 ¨ ϕpe2q ` ¨ ¨ ¨ ` λn ¨ ϕpenq

ùñ ϕpxq “ λ1 ¨ f1 ` λ2 ¨ f2 ` ¨ ¨ ¨ ` λn ¨ fn

�

En particulier, la caractère injectif, surjectif, bijectif d’une application linéaire est aussi déterminé par
l’image d’une base.

Proposition 48.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, pe1, e2, . . . , enq une base de E et ϕ P L pE,F q.
Alors :
– ϕ est injective ssi pϕpe1q, ϕpe2q, . . . , ϕpenqq est une famille libre.
– ϕ est surjective ssi pϕpe1q, ϕpe2q, . . . , ϕpenqq est une famille génératrice de F .
– ϕ est bijective ssi pϕpe1q, ϕpe2q, . . . , ϕpenqq est une base de F .

Démonstration. Le troisième point découle des deux premiers. Quant à ces derniers :

ϕ est injective ðñ
`

kerϕ “
 

OE
(˘

ðñ

˜

ϕ

˜

n
ÿ

i“1

λi ¨ ei

¸

“ OF ùñ λ1 “ λ2 “ ¨ ¨ ¨ “ λn “ 0

¸

ðñ

˜

n
ÿ

i“1

λi ¨ ϕpeiq “ OF ùñ λ1 “ λ2 “ ¨ ¨ ¨ “ λn “ 0

¸

ðñ

´

 

ϕpe1q, ϕpe2q, . . . , ϕpenq
(

est libre.
¯

ϕ est surjective ðñ

˜

@y P F, Dpλ1, . . . , λnq P Kn, ϕ

˜

n
ÿ

i“1

λi ¨ ei

¸

“ y

¸

ðñ

˜

@y P F, Dpλ1, . . . , λnq P Kn,
n
ÿ

i“1

λi ¨ ϕpeiq “ y

¸

ðñ
 

ϕpe1q, ϕpe2q, . . . , ϕpenq
(

est génératice de F .

�

Corollaire 49.
‚ Pour une application linéaire ϕ entre deux espaces vectoriels E et F de même dimension :

ϕ est injective ðñ ϕ est surjective ðñ ϕ est bijective.
En particulier :
‚ Pour un endomorphime ϕ d’un espace vectoriel E de dimension finie :

ϕ est injective ðñ ϕ est surjective ðñ ϕ est bijective.

C’est un fait remarquable que la dimension caractérise les K-ev à isomorphisme près.

Théorème 50. (La dimension caractérise les ev isomorphes)
Deux K-espaces vectoriels de dimensions finies sont isomorphes ssi ils ont même dimension.

Démonstration. Si E et F de dimensions finies sont isomorphes il découle de la proposition 48 que dimpEq “ dimpF q.
Réciproquement, si dimpEq “ dimpF q, d’après la proposition 48 il existe une application linéaire qui envoie la base de E sur
celle de F , et toujours d’après la proposition 48 c’est un isomorphisme. �

4.2. Rang d’une application linéaire en dimension finie.

Définition 25. (Rang d’une application linéaire)
Une application linéaire f est dite de rang fini lorsque Im f est de dimension finie.
On appelle alors rang de f , noté rg f ou rgpfq, la dimension de Im f .

Remarque. Lorsque E ou F est de dimension finie, toute application de L pE,F q est de rang fini.

Exemple. L’application ϕ : L1pR,Rq ÝÑ R définie par ϕpfq “
ż `8

´8

f est de rang 1.
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Bien sûr, toute combinaison linéaire d’applications de rang fini est de rang fini. C’est vrai aussi pour
la composition d’application.

Proposition 51. (Rang d’une composée)
Soient f P L pE,F q et g P L pF,Gq deux applications linéaires de rang fini.
Alors g ˝ f est de rang fini et rgpg ˝ fq ď min

 

rg f, rg g
(

Démonstration. D’une part Im g ˝ f Ă Im g donc g ˝ f est de rang fini et rg pg ˝ fq ď rgpgq. D’autre part, si pe1, . . . , enq est
une base de Im f alors Im g ˝ f est engendré par pgpe1q, . . . , gpenqq et donc rg pg ˝ fq ď n “ rgpfq. �

Remarque. En fait il suffit que g ou f soit de rang fini pour que leur composée le soit aussi.

Le résultat suivant est fondamental pour la notion de rang.

Proposition 52. (Invariance du rang par composition avec un isomorphisme)
Soient f P L pE,F q et g P L pF,Gq :
‚ Si f est de rang fini et si g est un isomorphisme, alors g˝f est de rang fini et rgpg˝fq “ rg f .
‚ Si f est un isomorphisme et si g est de rang fini, alors g˝f est de rang fini et rgpg˝fq “ rg g

Démonstration. Le premier point découle du fait qu’un isomorphisme envoie une base sur une base : si pe1, . . . , enq est une
base de Im f alors pgpe1q, . . . , gpenqq et une base de Im g ˝ f .

Le second point découle du fait que lorsque f P L pE,F q est un isomorphisme, Im f “ F et donc Im g ˝ f “ Im g. �

Remarque. Plus généralement avec les mêmes arguments :

‚ Si f est de rang fini et si g est injective, alors g ˝ f est de rang fini et rgpg ˝ fq “ rg f .

‚ Si f est surjective et si g est de rang fini, alors g ˝ f est de rang fini et rgpg ˝ fq “ rg g

Pour une application linéaire entre espaces vectoriels de dimensions finis, son rang caractérise son
injectivité/surjectivité/bijectivité.

Proposition 53. (Rang et injectivité/surjectivité/bijectivité)
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension fini et soit f P L pE,F q.
‚ f est injective ssi rgf “ dimpEq.
‚ f est surjective ssi rgf “ dimpF q.
‚ f est bijective ssi rgf “ dimpEq “ dimpF q.

Démonstration. Découle de la proposition 48 : soit pe1, . . . , enq une base de E, alors f est injective (resp. surjective, bijective)
ssi pfpe1q, . . . , fpenqq est libre (resp. génératrice de F , une base de F ) ; or pfpe1q, . . . , fpenqq engendre Impfq. �

Pour une application linéaire au départ d’un espace de dimension finie, les dimensions du noyau et de
l’image sont liées. C’est le théorème du rang, d’application très importante dans les exercices.

Théorème 54. (Théorème du rang)
Soit f P L pE,F q ; si E est de dimension finie, alors f est de rang fini et :

dimE “ dimpKer fq ` rg f

Sa preuve découle d’une version forte de ce théorème : Imf est isomorphe à un supplémentaire du
noyau.

Théorème 55. Théorème du rang (version forte).
Si f P L pE,F q et si E1 est un supplémentaire de Ker f dans E, alors f|E1 est un isomorphisme
de E1 dans Im f .

Démonstration. Soit E1 un supplémentaire de Ker f dans E : E “ E1 ‘ Ker f . En considérant une base de E adaptée à la
somme directe pe1, . . . , en, en`1, . . . emq avec pe1, . . . , enq base de E1 et pen`1, . . . , emq base de Ker f :

Im f “ Vectpfpe1q, . . . , fpenq, fpen`1q, . . . , fpemq
looooooooooooomooooooooooooon

tous “OF

q “ Vectpfpe1q, . . . , fpenqq
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de plus la famille pfpe1q, . . . , fpenqq et libre car :

λ1 ¨ fpe1q ` ¨ ¨ ¨ ` λ, ¨ fpenq “ OF ùñ fpλ1 ¨ e1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn ¨ enq “ OF

ùñ λ1 ¨ e1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn ¨ en P E
1
XKer f

ùñ λ1 ¨ e1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn ¨ en “ OE car E “ E
1
‘Ker f

ùñ λ1 “ ¨ ¨ ¨ “ λn “ 0K car pe1, . . . , enq est une base

Ainsi f envoie une base de E1 sur une base de Imf ; on conclut avec la proposition 48. �

Exercice 7. Soit f P L pEq avec dimE “ n.

Montrer que Ker f “ Im f ðñ

"

f2 “ OL pEq

n “ 2ˆ rgpfq

Résolution.
D’après le théorème du rang dim Ker f ` dim Im f “ n.

�� ��ñ Si Ker f “ Im f alors n “ 2ˆ dim Im f “ 2ˆ rgpfq et :

@x P E, f2pxq “ fp fpxq
loomoon

PIm f

q “ fp fpxq
loomoon

PKer f

q “ OE

Donc f2 “ OL pEq.�� ��ð Si f2 “ OL pEq alors Im f Ă Ker f ; mais puisque n “ 2 ˆ rgpfq “ dim Ker f ` rgf alors
nécessairement dim Ker f “ rgf “ dim Im f .
Mais Im f Ă Ker f et dim Im f “ dim Ker f implique Im f “ Ker f .

4.3. Représentation matricielle.

Dans tout cette partie, E,F,G désignent des K-espaces vectoriels de dimension finie, on note n “ dimE,
p “ dimF , q “ dimG.

Définition 26. (Matrice d’un vecteur dans une base)
Soit B “ pe1, . . . , enq une base de E.
Soit x un vecteur de E de coordonnées px1, . . . , xnq dans la base B.
On appelle matrice de x dans la base B la matrice colonne :

MatBpxq “

¨

˝

x1

...
xn

˛

‚P Mn,1pKq.

Exemples. La matrice des coordonnées dans leur base canonique B du vecteur :

‚ x “ p1, 2, 3q P R3 est MatBpxq “

˜

1
2
3

¸

.

‚ P “ 1´X2 P K2rXs est MatBpP q “

˜

1
0
´1

¸

.

Définition 27. (Matrice d’une famille de vecteurs dans une base)
Soit B “ pe1, . . . , enq une base de E et soit F pa1, . . . , apq une famille de p vecteurs de E.
La matrice de la famille F “ pa1, . . . , apq est la matrice A “ pai,jq1ďiďn

1ďjďp
P Mn,ppKq telle que :

@pi, jq P J1, nKˆ J1, pK, ai,j est la i-ème coordonnée de aj dans la base B.
On la note MatBpFq ; on a donc

MatBpFq “
´

MatB pa1q

ˇ

ˇ

ˇ
MatB pa2q

ˇ

ˇ

ˇ
¨ ¨ ¨

ˇ

ˇ

ˇ
MatB papq

¯
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Définition 28. (Matrice d’une application linéaire dans un couple de bases)
Soit B “ pe1, . . . , enq une base de E, C “ pf1, . . . , fpq une base de F .
Soit f P L pE,F q. La matrice représentative de f dans les bases B et C est la matrice de la
famille pf pe1q , . . . , f penqq dans la base C. On la note MatB,Cpfq.

MatB,Cpfq “

fpe1q fpejq fpenq

»

—

—

—

—

—

–

a1,j

...
ai,j
...
ap,j

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

f1

...
fj
...
fp l

o
o
o
o
o
o
o
o
m
o
o
o
o
o
o
o
o
n

N
o
m

b
re

d
e

li
g
n
e
s

“
d
im

e
n
si

o
n

d
e
F

looooooooooooooomooooooooooooooon

Nombre de colonnes
“ dimension de E

C’est une matrice dans Mp,npKq où p “ dimpF q et n “ dimpEq.

Exemples.

‚ Matrice dans les base canoniques de f : px, y, zq ÞÑ p3x` 2z, x` y ´ zq.
ˆ

3 0 2
1 1 ´1

˙

‚ Matrice de la dérivation, endomorphisme de R3rXs, dans la base canonique :
¨

˚

˝

0 1 0 0
0 0 2 0
0 0 0 3
0 0 0 0

˛

‹

‚

‚ Matrice de la dérivation, endomorphisme de R3rXs, dans la base
`

1, X ` 1, X2 `X ` 1, X3 `X2
˘

¨

˚

˝

0 1 ´1 ´2
0 0 2 ´1
0 0 0 3
0 0 0 0

˛

‹

‚

‚ Un projecteur p et sa symétrie s “ 2p´ idE en dimension finie ont pour matrice représentative dans
une base B “ pe1, . . . , ed, ed`1, . . . enq adaptée à la décomposition en somme directe Im p ‘ Ker p une
matrice diagonale de la forme :

MatB,Bppq “

¨

˝

Id Od,n´d

On´d,d On´d

˛

‚ MatB,Bpsq “

¨

˝

Id Od,n´d

On´d,d ´In´d

˛

‚

– Plus généralement, soit f P L pEq avec E de dimension finie, et soit F un sev de E stable par f ,
i.e. fpF q Ă F . Alors en considérant un supplémentaire F 1 de F dans E (théorème 41) et une base B
adaptée à la somme directe E “ F ‘ F 1 (proposition 24), la matrice de f dans la base B est de la
forme :

MatB,Bpfq “

¨

˝

A B

O C

˛

‚

où A est la matrice de la restriction de f à F dans la base B restreinte à F .

Remarque. Pour la représentation matricielle d’un endomorphisme f P L pEq, on choisit souvent une
seule base B pour E vu comme espace de départ et d’arrivée (mais pas toujours ; voir les matrices de
passage). Dans ce cas on pourra noter MatBpfq plutôt que MatB,Bpfq.

Proposition 56.
Les K-espaces vectoriels L pE,F q et Mp,npKq sont isomorphes. D’où :

dim L pE,F q “ dimpEq ˆ dimpF q.
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Démonstration. On vérifie aisément que données B une base de E et C une base de F , l’application qui à une application
linéaire associe sa matrice représentative dans les bases B et C est linéaire :

MatB,Cpλ.f ` gq “ λ.MatB,Cpfq `MatB,Cpgq

et bijective de L pE,F q dans Mp,npKq. �

Corollaire 57. L pEq a pour dimension :
dim L pEq “ dimpEq2

L’intérêt de la représentation matricielle des applications linéaires réside dans le fait que tous les calculs
se traduisent en calcul matriciel.

Théorème 58. (Calcul de l’image d’un vecteur par une application linéaire)
Soient B une base de E, C une base de F et soient x P E et f P L pE,F q. Soient :

X “ MatBpxq, Y “ MatCpfpxqq et A “ MatB,Cpfq.

Alors :
Y “ AX.

Démonstration. Soient B “ pe1, . . . , enq, C “ pf1, . . . , fpq des bases de E et F ; soient f P L pE,F q et x P E tels que :

MatBpxq “

¨

˚

˝

x1

...
xn

˛

‹

‚

; MatB,Cpfq “ pai,jq 1ďiďp
1ďjďn

“

¨

˚

˝

a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,n
...

...
ap,1 ¨ ¨ ¨ ap,n

˛

‹

‚

Par définition : x “
n
ÿ

j“1

xj ¨ ej et @j P rr1, nss, fpejq “

p
ÿ

i“1

ai,j ¨ fi. Alors :

fpxq “
n
ÿ

j“1

xj ¨ fpejq “
n
ÿ

j“1

xj

p
ÿ

i“1

ai,j ¨ fi “
n
ÿ

j“1

p
ÿ

i“1

xjai,j ¨ fi “

p
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

xjai,j ¨ fi “

p
ÿ

i“1

¨

˝

n
ÿ

j“1

ai,jxj

˛

‚¨ fi

donc :

MatCpfpxqq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

n
ÿ

j“1

a1,jxj

...
n
ÿ

j“1

ap,jxj

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1,1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` a1,nxn
...

...
...

...
ap,1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` ap,nxn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

a1,1 ¨ ¨ ¨ a1,n
...

...
...

...
ap,1 ¨ ¨ ¨ ap,n

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

ˆ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

x1

...

...
xn

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

i.e. MatCpfpxqq “ MatB,Cpfq ˆMatBpxq

�

Proposition 59. (Matrice d’une composée)
Soit B, C, D, des bases de, respectivement, E,F et G.
Soient f P L pE,F q et g P L pF,Gq, alors :

MatB,Dpg ˝ fq “ MatC,Dpgq ˆMatB,Cpfq

Démonstration. D’après le théorème 58, pour tout x P E :

MatB,Dpg ˝ fq ˆMatBpxq “ MatC,Dpgq ˆMatB,Cpfq ˆMatBpxq

Cette égalité est vraie pour tout vecteur x P E, donc en particulier pour tout vecteur ej de la base B. Ainsi les matrices
MatB,Dpg ˝ fq et MatC,Dpgq ˆMatB,Cpfq ont mêmes colonnes ; elles sont donc égales. �

Remarques.
– Attention au sens de lecture des bases qui est un peu contre-intuitif :

MatCpfpxqq “ MatB,Cpfq ˆMatBpxq et MatB,Dpg ˝ fq “ MatC,Dpgq ˆMatB,Cpfq

– Pour f : E ÝÑ F l’existence de g : F ÝÑ E tel que :
g ˝ f “ idE équivaut à l’injectivité de f ; f ˝ g “ idF équivaut à la surjectivité de f

donc l’injectivité (resp. la surjectivité) de f équivaut à l’inversibilité à gauche (resp. à droite) de Matpfq.
Avec le corollaire 49 on obtient le résultat que l’on avait admis : pour une matrice carrée l’inversibilité
à droite équivaut à l’inversibilité à gauche.

Proposition 60. (Matrice d’un isomorphisme)
Soient B, C des bases de, respectivement E et F , et soit f P L pE,F q ; f est un isomorphisme
si et seulement si MatB,Cpfq est inversible. On a alors MatC,B

`

f´1
˘

“
`

MatB,Cpfq
˘´1.
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Démonstration. Découle de la proposition précédente et de MatBpidEq “ In. �

Exercice 8. L’application f : px, y, zq ÞÑ px´ y` z, x` z, x` y´ zq est-elle un isomorphisme ?
Si oui donner l’expression de f´1px, y, zq.

Résolution.
Soit B la base canonique de R3.

MatBpfq “

˜

1 ´1 1
1 0 1
1 1 ´1

¸

˜

1 ´1 1 1 0 0
1 0 1 0 1 0
1 1 ´1 0 0 1

¸

ðñ
L2ÐL2´L1
L3ÐL3´L1

˜

1 ´1 1 1 0 0
0 1 0 ´1 1 0
0 2 ´2 ´1 0 1

¸

ðñ
L3ÐL3´2L2

˜

1 ´1 1 1 0 0
0 1 0 ´1 1 0
0 0 ´2 1 ´2 1

¸

ðñ
L3Ð´

1
2L3

˜

1 ´1 1 1 0 0
0 1 0 ´1 1 0
0 0 1 ´1{2 1 ´1{2

¸

ðñ
L1ÐL1`L2´L3

˜

1 0 0 1{2 0 1{2
0 1 0 ´1 1 0
0 0 1 ´1{2 1 ´1{2

¸

f´1px, y, zq “
1

2
¨ px` z,´2x` 2y,´x` 2y ´ zq

La matrice d’une application linéaire dépend du choix des bases ; les formules de changement de base
permettent de passer de la représentation matricielle d’une application linéaire dans des bases, à celle
dans d’autres bases.

Proposition-Définition 29. (Matrice de passage d’une base à une autre.)
Soit B,B1 deux bases de E. On appelle matrice de passage de B à B1 la matrice MatB pB1q ; on
la note PBÑB1 . C’est une matrice inversible et pPBÑB1q

´1
“ PB1ÑB

Démonstration. C’est la matrice représentative de idE dans les bases B1 et B de E. Daprès la proposition 60, elle est inversible
et son inverse est la matrice représentative de idE dans les bases B et B1 de E, c’est à dire PB1ÑB. �

Exemple. Soit E “ R2rXs, B sa base canonique, et B1 “
`

1, X ´ 1, pX ´ 1q2
˘

. Ecrivons PBÑB1 et
PB1ÑB :

PBÑB1 “

˜

1 ´1 1
0 1 ´2
0 0 1

¸

; PB1ÑB “

˜

1 1 1
0 1 2
0 0 1

¸

i.e.

$

&

%

1 “ 1

X “ pX ´ 1q ` 1

X2 “ pX ´ 1q2 ` 2pX ´ 1q ` 1

Proposition 61. (Effet d’un changement de base sur la matrice d’un vecteur)
Soient B et B1 deux bases de E. Soit x P E, X “ MatBpxq, X 1 “ MatB1pxq et P “ PBÑB1
Alors :

X “ PX 1

Démonstration. D’après le théorème 58 :

MatBpxq
loooomoooon

“X

“ MatB1,BpidEq
looooooooomooooooooon

“PBÑB1

ˆMatB1 pxq
looooomooooon

“X1

�

Remarque. Attention ! Le sens est contre-intuitif : on obtient les anciennes coordonnées en fonction
des nouvelles, alors que la matrice exprime la nouvelle base en fonction de l’ancienne. Cela découle du
sens contre-intuitif de lecture des bases déjà évoqué pour le theorème 58 et la proposition 59.

Corollaire 62. On a donc :
X 1 “ PB1ÑBX “ P´1X.
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Proposition 63. (Sur la matrice d’une application linéaire)
Soit B, B1 deux bases de E, C, C1 deux bases de F , soit f P L pE,F q et :

A “ MatB,Cpfq, A1 “ MatB1,C1pfq, P “ PBÑB1 , Q “ PCÑC1

Alors :
A1 “ Q´1AP

Démonstration. D’après la proposition 59 et par associativité de la composition et du produit matriciel :

MatB1,C1 pfq
looooooomooooooon

“A1

“ MatC,C1 pidF q
loooooooomoooooooon

“PC1ÑC“Q
´1

ˆMatB,Cpfq
loooooomoooooon

“A

ˆMatB1,BpidEq
looooooooomooooooooon

“PBÑB1“P

�

Corollaire 64. (Sur la matrice d’un endomorphisme)
Soit B, B1 deux bases de E, f P LpEq, et :

A “ MatBpfq, A1 “ MatB1pfq, P “ PBÑB1

Alors :
A1 “ P´1AP

Exercice 9. Soit f P L pR3q dont la matrice dans la base canonique de R3 est :

A “

˜

2 ´1 0
´2 1 ´2

1 1 3

¸

.

Déterminer sa matrice dans la base B1 “ pp1, 1,´1q, p1, 0,´1q, p1,´1, 0qq.

Résolution.

P “ PBÑB1 “

˜

1 1 1
1 0 ´1
´1 ´1 0

¸

˜

1 1 1 1 0 0
1 0 ´1 0 1 0

´1 ´1 0 0 0 1

¸

ðñ
L2ÐL2´L1
L3ÐL3`L1

˜

1 1 1 1 0 0
0 ´1 ´2 ´1 1 0
0 0 1 1 0 1

¸

ðñ
L2Ð´L2

˜

1 1 1 1 0 0
0 1 2 1 ´1 0
0 0 1 1 0 1

¸

ðñ
L2ÐL2´2L3
L1ÐL1´L3

˜

1 1 0 0 0 ´1
0 1 0 ´1 ´1 ´2
0 0 1 1 0 1

¸

ðñ
L1ÐL1´L2

˜

1 0 0 1 1 1
0 1 0 ´1 ´1 ´2
0 0 1 1 0 1

¸

ùñ P´1 “

˜

1 1 1
´1 ´1 ´2

1 0 1

¸

MatB1pfq “ P´1AP :

˜

2 ´1 0
´2 1 ´2

1 1 3

¸ ˜

1 1 1
1 0 ´1

´1 ´1 0

¸

˜

1 1 1
´1 ´1 ´2

1 0 1

¸ ˜

1 1 1
´2 ´2 ´4

3 0 3

¸ ˜

1 0 0
0 2 0
0 0 3

¸

MatB1pfq “

˜

1 0 0
0 2 0
0 0 3

¸

4.4. Noyau, image et rang d’une matrice.

Définition 30. (Application linéaire canoniquement associée à une matrice)
Soit A P Mn,ppKq ; l’application f P L pKp,Knq dont A est la matrice dans les bases canoniques
de Kp et Kn, est appelée l’application linéaire canoniquement associée à A.
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Proposition-Définition 31. (Image et noyau d’une matrice de Mn,ppKqq
Soit A P Mn,ppKq,

‚ Le noyau de A est l’ensemble KerA “ tX P Mp,1pKq | AX “ On,1u ; c’est un sev de Mp,1pKq.

‚ L’image de A est l’ensemble tY “ AX | X P Mp,1pKqu ; c’est un sev de Mn,1pKq.

Démonstration. Le fait que ce soient des sev découle facilement de la distributivité du produit matriciel sur ` et de la
compatibilité entre ˆ et ¨. �

Remarque. On assimile souvent les matrices colonnes de Mn,1pKq (ou Mp,1pKq ) avec les vecteurs de
Kn (ou Kp ) via l’isomorphisme naturel de Mn,1pKq dans Kn qui envoie la base canonique de Mn,1pKq
sur celle de Kn. L’image et le noyau de A se confondent alors avec ceux de l’application linéaire
canoniquement associée à A.

Proposition 65. Soient C1, C2, . . . Cp P Mn,1pKq et A “
`

C1

ˇ

ˇC2

ˇ

ˇ ¨ ¨ ¨
ˇ

ˇCp
˘

P Mn,ppKq. Alors
ImA “ Vect pC1, . . . , Cpq.

Démonstration. Il suffit de remarquer que Ci “ Aˆ Ei,1 où pE1,1, . . . , En,1q est la base canonique de Mn,1pKq. �

Définition 32. (Rang d’une matrice)
Le rang d’une matrice A est le rang de l’application linéaire canoniquement associée à A.

Proposition 66. Soient C1, C2, . . . Cp P Mn,1pKq et A “
`

C1

ˇ

ˇC2

ˇ

ˇ ¨ ¨ ¨
ˇ

ˇCp
˘

P Mn,ppKq. Alors
rgA “ rg pC1, . . . , Cpq.

Démonstration. Soit f l’application linéaire canoniquement associée à A ; via l’isomorphisme naturel de Mn,1pKq dans Kn,
pC1, C2, . . . , Cpq s’identifie avec une famille génératrice de Im f . �

Théorème 67. (Théorème du rang (version matricielle))
Soit A P Mn,ppKq ; alors

rgpAq ` dimpKerAq “ p

Démonstration. Découle du théorème du rang appliquée à l’application linéaire associée f : Kp ÝÑ Kn. �

Proposition 68. (Caractérisation des matrices inversibles)
Soit A P MnpKq. Les propositions suivantes sont équivalentes :

– A est inversible,
– KerA “

 

On,1
(

,
– ImA “ Mn,1pKq,
– rgpAq “ n.

Démonstration. A est inversible ssi l’application linéaire canoniquement associée est un isomorphisme (proposition 60) ssi son
rang est n (proposition 53), ssi par définition rgpAq “ n. L’équivalence avec les deux assertions restantes découle du théorème
du rang matriciel et des propositions 65 et 66. �

Proposition 69. (Conservation du rang par multiplication par une matrice
inversible)
Soit A P Mn,ppKq

‚ Soit B P GLnpKq ; alors rgpB ˆAq “ rgpAq

‚ Soit C P GLppKq ; alors rgpAˆ Cq “ rgpAq

Notamment appliquer une opération élémentaire sur les lignes d’une matrice A (Li Ð Li`Lj , Li Ø Lj ,
Li Ð λ.Li avec λ ­“ 0) ne change pas son rang puisque cela revient à multiplier à gauche par une matrice
inversible (Tnpi, jq, Enpi, jq, Mnpi, λq cf. proposition 25 du cours sur les matrices).

C’est le cas aussi des opérations élémentaires sur les colonnes de la matrice A (Ci Ð Ci`Cj , Ci Ø Cj ,
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Ci Ð λ.Ci avec λ ­“ 0) puisque cela revient à multiplier à droite par leur transposées, qui sont encore
inversibles.

Définition 33. (Matrice échelonnée, pivots)
Une matrice de Mn,ppKq est dite échelonnée si le nombre de zéros en début de ligne augmente
strictement de la ligne 1 à la ligne p.
Pour une matrice échelonnée, ses pivots sont les premiers coefficients non-nuls sur chaque ligne.
Le nombre de pivots d’une matrice échelonnée est donc égal au nombre de lignes non-nulles.

Théorème 70.
Le rang d’une matrice échelonnée est égal à son nombre de pivots.

Démonstration. Considérons une matrice échelonnée, notons p son nombre de pivots, et appliquons des opérations élémentaires
d’échanges de colonnes Ci Ø Cj pour que le nombre de zéros augmente de 1 ligne après ligne sur les lignes non nulles :

¨

˚

˚

˝

0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

ÝÑ
C3ØC4
C4ØC5
C5ØC6

v1 v2 vp
¨

˚

˚

˝

0 a1
0 0 a2
0 0 0
0 0 0 0 ap
0 0 0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

e1
e2

ep

D’après la proposition 69 on n’a pas changé le rang de la matrice après ces opérations élémentaires.

Soit q le nombre de lignes de la matrice. Fixons une base B “ pe1, . . . , eqq de Kq . Notons v1, v2, . . . , vp les vecteurs de Kq dont
les matrices des coordonnées dans B sont les p premières colonnes non-nulles de la matrice (de droite). Notons aussi w1, . . . , wr
les vecteurs de Kq fournis par les colonnes restantes.

Par construction tous les vecteurs v1, v2, . . . , vp et w1, . . . , wr sont dans le sous espace vectoriel Vectpe1, e2, . . . , epq de Kq ; de
plus pour tout j P rr1, pss,

vj P Vectpe1, . . . , ejqr Vectpe1, . . . , ej´1q.

Cela permet facilement de montrer que la famille pv1, v2, . . . , vpq est une famille libre de p vecteurs dans Vectpe1, e2, . . . , epq ;
c’est donc une base de Vectpe1, e2, . . . , epq.

Finalement, puisque w1, . . . , wr sont des vecteurs de Vectpe1, e2, . . . , epq :

Vectpv1, . . . , vp, w1, . . . , wrq “ Vectpe1, e2, . . . , epq

qui est de dimension p. Donc le rang de la matrice est égal à p. �

Méthode Cela donne une méthode du calcul du rang : appliquer des opérations élémentaires sur ses
lignes/colonnes pour arriver à une matrice échelonnée. Le rang est alors le nombre de pivots.

Théorème 71. (Rang de la transposée)
Soit A P Mn,ppKq ;

rg
`

AT
˘

“ rgpAq.

Démonstration. Notons p le rang de A. En appliquant l’algorithme du pivot de Gauss, on transforme la matrice à l’aide
d’opérations élémentaires pour obtenir une matrice échelonnée, puis comme dans la preuve du théorème précédent on applique
des échanges sur les colonnes pour que le nombre de zéros augmente de 1 lignes après lignes sur les lignes non nulles.

A ÝÑ

¨

˚

˚

˝

0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

ÝÑ

¨

˚

˚

˝

0 a1
0 0 a2
0 0 0
0 0 0 0 ap
0 0 0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‚

La même suite d’opérations appliquée en partant de AT mais sur les colonnes/lignes plutôt que sur les lignes/colonnes permet
d’aboutir à la matrice transposée de la précédente.

A
T

ÝÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0
0 0

0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

ÝÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 0 0 0 0
a1 0 0 0 0

a2 0 0 0
0 0
ap 0

0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

En appliquant des échanges sur ses lignes et ses colonnes on obtient une matrice dont les p premières lignes sont échelonnées,
de même rang que tA :

ÝÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ap
0 0
0 0 0 a2
0 0 0 0 a1
0 0 0 0 0
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

ÝÑ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

0 ap
0 0
0 0 0 a2
0 0 0 0 a1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

que l’on transforme en une matrice échelonnée en appliquant des opérations élémentaires sur ses dernières lignes non échelonnées
en utilisant les p premières lignes échelonnées. D’après la proposition 69 la matrice obtenue a même rang que AT qui d’après le
théorème 70 est égal à son nombre de pivots, soit p “ rgpAq. �
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Proposition-Définition 34. (Rang d’un système linéaire)
Le rang d’un système linéaire est le rang de sa matrice associé. Il est inchangé par des opérations
élémentaires sur les lignes du système.

Remarque. Ainsi le rang d’une matrice A est égal :
– au rang de ses matrices colonnes, de ses matrices lignes,
– au rang de toute application linéaire représentée par A,
– au rang de tout système linéaire dont A est la matrice.

4.5. Trace d’un endomorphisme en dimension finie.

Définition 35. (Matrices semblables)
Deux matrices A et B de MnpKq sont dites semblables si il existe P P GLnpKq tel que :

A “ P´1BP

Remarque. Donné un K-espace vectoriel E de dimension finie n, deux matrices semblables sont les
matrices d’un même endomorphisme u P L pEq dans des bases différentes. En effet, puisqu’un isomor-
phisme envoie une base sur une base, toute matrice P P GLnpKq est une matrice de passage.

Le rang et la trace sont des invariants de similitude :

Proposition 72.
Des matrices semblables ont même rang et même trace.

Démonstration. En effet rgpP´1AP q “ rgA (proposition 69) et trpP´1AP q “ trpAq (proposition 22, chapitre sur les matrices).
�

Cela permet de définir la trace d’une endomorphisme en dimension finie.

Proposition-Définition 36. (Trace d’un endomorphisme)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Pour un endomorphisme u P L pEq, ses matrices
représentatives dans toutes bases de E ont même trace. On définit alors la trace de u, notée
trpuq, comme la trace d’une matrice représentative de u quelconque.

Démonstration. Toutes les matrices représentatives de u sont semblables. �

Les propriétés de la trace d’un endomorphismes découlent alors de celles de la trace d’une matrice :

Propriété 73.
Soit E un ev de dimension fini, et u, v P L pEq, λ, µ P K :
– trpλ ¨ u` µ ¨ vq “ λtrpuq ` µtrpvq

– trpu ˝ vq “ trpv ˝ uq.

Exercice 10. Soit E un espace vectoriel de dimension finie ; déterminer tous les endomorphismes
u, v P L pEq tels que :

u ˝ v ´ v ˝ u “ idE

Résolution.
Supposons que dimpEq “ n :

trpu ˝ v ´ v ˝ uq “ trpu ˝ vq ´ trpv ˝ uq “ 0 “ trpidEq “ n

Ainsi soit dimpEq “ 0 c’est à dire E “
!

OE

)

, u “ v “ idE , soit il n’en existe aucun.
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