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Dans tout ce chapitre K désigne R ou C, p et ¢ deux entiers strictement positifs.
1. LES MATRICES
1.1. Matrice de type (p,q).
e a
DEFINITION 1.
e On appelle matrice A a p lignes et q colonnes et a coefficients dans K, une famille d’éléments
de K de la forme :
A = (aij)isisr .
1<j<gq
On la représente sous la forme d’un tableau a p lignes et q colonnes, le scalaire a; ; € K figurant
ligne i colonne j.
a1 o @iy o Gig
A=| ain - aiy - aig
Ap1 0 Apj e Apg
e La matrice est dite de type (p,q).
o L’ensemble des matrices de type (p,q) a coefficients dans K est noté M, (K).
- y,

Remarque. L’élément ligne ¢ colonne j de la matrice A pourra aussi se noter A; ;. Exemples.
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¢ La matrice nulle de .4}, 4(K) est celle dont tous les coefficients sont nuls, notée :
0 --- 0
Opq=|: L | € Ay (K)
0 --- 0
e Les éléments de .#; 4(K) sont appelés des matrices lignes.

e Les éléments de ., 1(K) sont appelés des matrices colonnes.

1.2. Opérations et lois sur les matrices.

1.2.1. Addition.

DEFINITION 2. (Addition de matrices)

Soient (A, B) € My 4(K)?; la somme des matrices A et B est la matrice de .4, ,(K) notée
A+ B définie par :

V(lvj) € [[17]9]] X [[]-761]]; (A + B)i,j = Ai,j + Bi,j

La somme des matrices s’opérant terme & terme, elle hérite des propriétés de ’addition dans K :

PROPRIETE 1. (De ’addition matricielle) )
V (A, B,C) € Mp,(K)? :
e A+B=B+A (Commutativité)
e (A+B)+C=A+(B+0) (Associativité)
o A+0,,=4 (Op,q et Uélément neutre de +)
o en notant —A la matrice définie par —A = (—A; ;) 1<ico
A+ (—A) =0,, —A est l'opposée de A
\ J

Remarque. Autrement dit, (.#, 4(K), +) est un groupe commutatif, dont I’élément neutre est O, 4.

1.2.2. Multiplication par un scalaire.
On parle de scalaire, pour désigner un élément de K.

DEFINITION 3. (Multiplication par un scalaire)
Soit A = (A, ;) € Mpq(K) et soit \e K; on note \.A la matrice de M), 4(K) définie par :

V(i,j) € [Lp] x [Lal,  (A-A)ij = Ax Aij.

Remarque. La matrice opposée de A est —A = (—1).A.

PROPRIETE 2. )
VAe My (K), 1-A=A
V(a,B) e K% VAe My, (K), a-(B-A)=(axpB) A
V(a,B) e K%, VA€ My ((K), (a+B)-A=a-A+3-A
VaeK,V(A,B)e M, ,(K)?, a-(A+B)=a-A+a-B
. J

Démonstration. La multiplication par un scalaire s’effectuant terme & terme sur les coeflicients de la matrices, elles découlent
toutes immeédiatement de l'associativité de la multiplication et de la distributivité de x sur + dans K.
En guise d’exemple; pour la quatriéme :

Soient o € K et (A, B) € AMp, 4(K). Pour tout (z,5) € [1,p]] x [1,4] :
[a(A + B)],M =ax (A+B);,; =a(Ajj+ Bij;) =aA;; +aB;; = (aA+ O‘B)i,j

par distributivité de X sur + dans K
Puisque les matrices a(A + B) et aA + aB ont méme type (p, q) et mémes coefficients, a(A + B) = oA + aB. ]
Jean-Philippe Préaux 2
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Remarque. Autrement dit, (%, 4(K), +, ) est un K-espace vectoriel.

1.2.3. Produit matriciel.
s 2
DEFINITION 4. (Produit matriciel)

Soit (n,p,q) € (N*)? et soient A€ My, (K) et Be .M, ,(K).
Le produit de A par B est la matrice notée C = A x B de My, 4(K) définie par :

p
V(i,j) € [L,n] x [L,ql,  Cij = (AB);; = >, Aip x By
k=1

. J

Remarques.
e Le produit A x B est défini ssi le nombre de colonne de A est égal au nombre de ligne de B.
<i<n 8'effectue a l'aide

e Le calcul du coefficient ligne ¢ colonne j de la matrice produit A x B = (¢; ;)1
1sj<gq
de la ligne ¢ de la matrice A = (a;,j)1<i<n et de la colonne j de la matrice B = (b; ;) 1<i<p .
1<j<p 1<j<q
bl,l bl,q
a1 ><b1,] . .
+ : :
aqkXby bk71 bk,q
+ . .
Qi,pXp,j ’
bp,1 bp.q
a171 DY a/l)k: DR a17p 0171 ... DY DRI Cl7q
a/l’l PRI a’L’k PR a/Z’p Cl’]
an71 L) a’ﬂ,k L) an,p Cn,l PPN e “e Cn,q

p
Ciyj = @i X b+t Qi X b iy X by = ) aik X by
k=1

Remarques.
Le produit d’une matrice de type (p, q) par une matrice colonne de type (g, 1) est une matrice colonne
de type (p,1).

a171 DY DY a17q q
. . 1 2 a1,k X Tk
k=1
X =
. q
o a mo/ gy \ 20 Ok X T
Pl P’ (p.q) k=1 (p.1)

e Le produit d’une matrice ligne de type (1,p) par une matrice de type (p,q) est une matrice ligne de
type (1,q).
a171 . e .. a17q

: : q q
(3:1 ij) X = Z xkak,l Z xkak’q
. . k=1 k=1

ap,l - - ap,q (pﬁq)

PROPRIETE 3.
oVAe M, ,K), Be #,,K), Ce M sK),
(AxB)xC=Ax(BxC(C) Associativité

Jean-Philippe Préaux 3
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- 2
oVAe M, ,K), ¥ (B,OC)e M, (K)?
Ax(B+C)=AxB+AxC Distributivité a gauche
*V(4,B) e M, ,K)? VC e M, ,(K),
(A+B)xC=AxC+BxC Distributivité a droite
eVAeK, VAe 4, ,K), VB e A, (K)
M(AXx B)=(ANA)x B=Ax (\B) Compatibilité avec la loi externe

. J

Démonstration. Toutes découlent de la linéarité de la somme, avec en outre la distributivité de x sur + dans K (pour la dis-
tributivité), I’associativité de x dans K (pour la compatibilité avec la loi externe), et 1’égalité des décompositions ligne/colonne,
colonne/ligne d’une somme double (pour ’associativité). Détaillons-ce dernier calcul; soit (z,7) € [1, p]] x [[1,s] :

[(4B)cy, ; = ZT: (AB); 1 X Ci,j = ZT] (Z Aip X BNC) x Ch.j

k=1 \t=1

Il
ko
D=
A
o
I
B

q ™
Ait X By p X Cr 5 = Z Z Ait X By g X Cg,j interversion des deux Z
t=1k=1

=
Il
-

T

A Z Bik x C,j = i At x (BC)y,; = [A(BC)]

k=1 t=1

Il
MQ

(2%

-
I
—

]
Remarque. Certaines propriétés de la multiplication dans K ne sont plus vérifiées pour le produit
matriciel :
e Le produit matriciel n’est pas commutatif : on peut avoir AB + BA.
— AB peut étre défini sans que BA ne le soit.
— AB et BA peuvent étre tous les deux définis mais pas de méme type.
— Méme lorsque AB et BA sont définies et de méme type, on n’a pas en général AB = BA.

Exemple : A = (1 2) et B = (1 1) ; alors AB + BA :

11 0 1
11 1 2
0 1 11

1 2\ /1 3 11\ /(2 3

(1 1> 1 2) =4B (0 1) 1 1) =84

e Le produit matriciel est non intégre : on peut avoir AB = O avec A + O et B + O.

Exemple : A = (% _é) et B = <i g) Calcul de AB :

OO ==
SO NN

1.3. Transposée de matrice.

DEFINITION 5.
Soit A une matrice de type (p,q) ; la matrice transposée de A, ,notée AT (outA), est la matrice
de type (q,p) dont les coefficient sont :

V(i,j) € [[1761]] X [[Lp]]v (AT)i,j = Aj,i

Remarque. C’est & dire que :

la ligne ¢ de AT est la colonne i de A, la colonne j de AT est la ligne j de A.

Exemples.
[ ]
12 3 L4
A= € %2 3(K) AT =12 5]¢€ %32(]1{)
4 5 6 ' 3 6 ’

Jean-Philippe Préaux 4
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1 2 3 1 4 7
A—<4 5 6)e///3,3(11<) AT—<2 5 8>e///3,3(11<§)

7T 8 9 3 6 9

PROPRIETE 4.
Soient A et B deux matrices a coefficients dans K et A\ € K.

A AT =x.4AT

(AT =4
e Si la somme A+ B est bien définie, alors AT + BT est bien définie et :
(A+B)T=AT+ BT
e Si le produit A x B est bien défini, alors BT x AT est bien défini et :

(Ax B)T =BT x AT
\ J

Démonstration. On les démontre dans 'ordre :

e Pour tout (i,7) € [1,p]] x [1,4q] : (()\ . A)T) =M A)j i =AX A =Ax (AT) . Donc (A-A)T=x-4T.
j J

T T T
e Soit A de type (p, q), alors (AT) est de type (p, q) et V(¢,7) € [1,p] x [1, 4] : ((AT) ) = (AT)7 = A; ;. Ainsi (AT) = A.
ij Joi

e Soient A et B de type (p,q) de sorte que A + B est défini. Alors AT et BT sont de type (¢,p), AT + BT est bien défini et de
type (g, p), tout comme (A + B)T. Pour tout (3,7) € [1,q] x [1,p] :

((A + B)T). = (A+B)ji=Aji+ B =Al; + B

i,j
Donc (A+ B)" = A" + BT.
e Soient A de type (p, q) et B de type (g, r) de sorte que A x B soit défini et de type (p,r). Alors BT est de type (r,q), AT est
de type (q,p), ainsi BT x AT est défini et de type (7, p) tout comme (A x B)T. Pour tout (i,5) € [1,7] x [[1,p] :
((A x B)T). =(AxB);,
ij
q a q
= Z Ajk X Bi = Z A;j X Blk = Z BiT’k X A;J = (BT x AT)
k=1 k=1 k=1

[y

Donc (A x B)T = BT x AT,

Remarque. En appliquant plusieurs fois la transposée d’un produit :
(AxBxO)'=(AxB)xC)T=C"x(AxB)T=CT"xB" x AT
(AxBxCxD)"=(AxBxC)xD)T=D"x (AxBxC)" =D"xCT x BT x AT
ete...

2. LES MATRICES CARREES

2.1. Matrices carrées et leurs opérations.
e \
DEFINITION 6.
On appelle matrice carrée d’ordre p toute matrice de type (p,p).

On désignera par #,(K) ’ensemble des matrices carrées d’ordre p & coefficients dans K. Il est
muni des deur opérations :

— L’addition de matrices +,

— La multiplication de matrices x.
- Y,

Remarque. Addition et multiplication sont des opérations bien définies dans .#,(K). Pour rappel
I’addition est associative, commutative, et admet pour élément neutre la matrice nulle d’ordre p, notée
O,. La multiplication est associative et en général n’est pas commutative. Elle admet aussi un élément
neutre : la matrice identité notée I,.

Remarque. La matrice nulle O, est un élément absorbant pour la multiplication dans ., (K) :
Jean-Philippe Préaux 5



PC ALGEBRE LINEAIRE : REVISIONS ET COMPLEMENTS ENCPB

VM e #,(K), M xO0,=0,xM=0,.
e a

DEFINITION 7.
La matrice identité d’ordre p, notée I, est la matrice de #,(K) définie par :
o 1 sii=j
2 —
g e Ll () = o oo

Autrement dit :

1 0 --- 0

Iy = L
: 0
v oL (p,p)
\ J

La matrice I, est I’élément neutre pour la multiplication dans .#,(K), c’est-a-dire :

N
Pour tout A € #,(K) :
AxIL,=I,x A=A
. Y,
Plus généralement :
( ™
PROPRIETE 5.
Soient (p, q) € (N*)2, pour tout A € M) 4(K) :
I, xA=A et AxI,=A
| J

Démonstration. Puisque A € 4, ¢(K), Ip € My p(K) et Iq € Mq,q(K), les produits I, x A et A x I; sont bien définis et de
type (p, q)-
Soit, (i,5) € [1,pll x [1, 4] :

I, x A), . =

2,7

(Ip)ije X Ak,j = (Ip)iyi X Aij = Aij
1

T

car (Ip); j, = 1sik=iet 0 sinon

Donc I, x A = A. Et :

q
(AxTy); ;= 2 Aik X Ik = Aig x (Ig)j,5 = Aij
k=1

car (Iq)k,j =1si k=j et O sinon
Donc A x I = A. | |
Remarques. (HP) En d’autre termes (#,(K), 4+, x) est un anneau, d’unité I,, et (#,(K), +, x,-) est
une K-algébre.
Evidemment T ; =1I,.

2.2. Puissance de matrices.
e N\

DEFINITION 8.
o Soit A € #,(K) on note :
A® =1, ) Al =A : A2 =Ax A
et plus généralement pour tout n € N* :
A" =AxAx---x A

n fois

Les puissances de matrices vérifient les propriétés suivantes :

PROPRIETE 6.
Pour tout A € #,(K) et (n,m) e N? :

An % Am — An+m (An)m — Anxm

)

Jean-Philippe Préaux 6
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N

De plus, pour tout A e K :

(\A)" = A" A"
et :
n _
(Ip)" = 1Ip
Si B e M,(K) et si A et B commutent (pour x) :
(Ax B)" = A" x B"

\_ J
Démonstration. Elle est analogue a la démonstration des mémes propriétés des puissances dans K. |

Remarque. En particulier toutes les puissance d’une méme matrices commutent entre-elles :
V(n,m) e N2, A" x A™ = A™ x A"

en eﬁ'et . An % Am — A7z+7n — A7n+n — Am X An

En particulier I, = A commute avec toute matrice A dans .2, (K).

Plus généralement :

PROPRIETE 7.

Soient A et B deuz matrices dans #,(K) qui commutent entre-elles. Alors ¥ (n,m) € N2, A"
et B™ commutent entre elles.

Démonstration. Soient A et B deux matrices de .#},(K) qui commutent entre elles. Montrons que Vm € N, A et B™ commutent
entre-elles. Par récurrence sur m € N.

(I) Pour m = 0, B® = I, commute avec A. L’assertion est vraie au rang 0.

(H) Supposons ’assertion vraie au rang m. Alors par associativité de x, par hypothése de récurrence et car A et B commutent :

Ax B™! = Ax (B™x B)=(AxB™) xB ) (B™ x A) x B=B™ x (A x B)

B™x(BxA)=(B™"xB)x A=B""!' x A

Ainsi A et B™*! commutent entre-elles ; 'assertion est vraie au rang m + 1.

Ainsi pour tout m € N, A et B™ commutent. En appliquant ce que I’on vient de démontrer & B™ et A, alors pour tout n € N,
A™ et B™ commutent.

La transposée d’une puissance est la puissance de la transposée :

PROPRIETE 8.
Soit Ae My(K) :
vneN, (AT)" = @™’

Démonstration. Par récurrence sur n.
T\™ n\T T ’ i i
(I) Pour n = 0, (A ) =1Ip, et (A")" =1, = I,. L’assertion est donc vraie.

(H) Supposons l’assertion vraie au rang n. En appliquant la transposée d’un produit :

(AT)”+1 _ (AT)" % AT = (A x AMT = (A“H)T

Ainsi ’assertion reste vraie au rang (n + 1). |
(" . o e . , e )
Exercice 1. On considére les suites réelles (x,,) et (y,) définies par :
Tpal = Ty + To =1
VneN n+ n Yn et 0
Yn+1 = Tn — Yn yo =1

Posons pour tout n e N :
Xn =] <$n> E %Qvl(K)
Yn

a) Déterminer une matrice A € .#5(K) tel que pour tout ne N : X,, = A™ x Xj.
b) Calculer A2. En déduire A?™ et A?™*! pour tout m € N.

c¢) En déduire les expressions de z,, et y, en fonction de n.
\ J

Jean-Philippe Préaux 7
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Résolution.

Comme on le voit, de nombreux problémes se raménent au calcul des puissances d’une matrice carrée.
La formule du bindéme peut alors s’avérer utile pour calculer la puissance d’une somme. Le probléme
c’est que dans .#,(K) elle n’est plus vraie en toute généralité, comme le montre ’exemple suivant.

Exemple. Dans .#,(K) en général (A + B)? + A% + 2.AB + B?. En effet :
(A+ B)? = A’ + AB + BA + B?
Ainsi :
(A+ B)* = A> + 2.AB + B?
— A+ AB+ BA+ B> = A*+2.AB + B
< BA=AB en soustrayant A% + B* + AB

<= A et B commutent

THEOREME 9. (Formule du bin
Sotent A et B deux matrices de A,

s
(A+B)" i ( )AkB" k i (Z)A”kBk

k=0

me)

K) qui commutent. Alors pour tout n € N :

Remarque. On étend la notation Y aux matrices; les propriétés algébriques d’une somme (linéarité,
changement d’indice, décrochage, télescopage) restent vraies.

Démonstration. Elles est demeure identique a celle effectuée dans K (par récurrence et en appliquant la relation de Pascal),
dés que l'on a remarqué que si A et B commutent alors toute puissance de A commute avec toute puissance de B (propriété 7).

Jean-Philippe Préaux 8
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( Exercice 2. En écrivant A = I3 + B, calculer a l’aide de la formule du binéme, les coefficients
de A™ pour tout n € N lorsque :
1 1 1
A= (O 1 1)
0 0 1
- y,
Résolution.

2.3. Matrice inversible.

DEFINITION 9. (Inversibilité/inverse d’une matrice)
Une matrice A € #,(K) est dite inversible s’il existe une matrice B € #,(K) tel que :
AB = BA = I,.

Dans ce cas la matrice B peut se noter A= et est appelée Uinverse de A.

Remarques.
— L’inversibilité n’a de sens que pour une matrice carrée.
— Une matrice carrée n’est pas en général inversible ; par exemple les matrices :

0 0 1 2 11 1 -1
0 o/>\0 O/ \1 1) \-1 1
ne sont pas inversibles.

— L’inverse lorsqu’il existe est unique, en effet : soient B et C' deux inverses de A :

AB=1, — CAB=CI, — I,B=C — B =_C.
— Si A est inversible et A € K*, alors A - A est inversible d’inverse (A- A)~! = 1. 471
— L’inverse A~! d’une matrice inversible A est aussi inversible et admet pour inverse : (A_l)_1 = A.
~Si A, B € #,(K) sont inversibles, leur produit A x B l'est aussi et (A x B)™!' = B~t x A™%
Jean-Philippe Préaux 9
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~ Tout puissance d’une matrice inversible A est inversible et Vn e N, (A")™" = (A*I)n.

( - . P . \
PROPOSITION-DEFINITION 10. (Le groupe linéaire)

L’ensemble des matrices inversible de #,(K) muni de l'opération x forme un groupe noté
(GL,(K), x) appelé et le groupe linéaire de A, (K).
Autrement dit :
~V(4,B) € GL,(K)?, A x B € GL,(K).
- VA e GL,(K), A~! € GL,(K).
\ J

Notons qu’une matrice est inversible ssi elle est inversible a droite ssi elle est inversible & gauche. Nous
admettrons pour l'instant ce résultat, qui découle du fait que pour un endomorphisme étre bijectif
équivaut a étre injectif ou surjectif.
e a
PRroPoOSITION 10.
Soient A et B deux matrices de #,(K) ; alors :

B=A"!' < AB=1, «< BA=1,
\_ J

Démonstration. Sera donnée lorsqu’on aura revu les applications linéaires.

4 )
PROPOSITION 11.

Si A est une matrice inversible, sa transposée l’est aussi et :
(A7) = (4"
\ J

Démonstration. En appliquant la transposée d’un produit :

ATx (a) = (a7t xa) =1 =1,

P

Ainsi (A™1)" = (AT)_l. [

2.4. Polynéme de matrice.

r 2
DEFINITION 11. (Polyndome de matrice)

Soit P e K[X],

n
P=> aXx"*
k=0
Pour toute matrice A € #,(K) on note :

P(A) =) a;- AF
k=0

C’est une matrice de #,(K) qu’on appelle polynome de matrice.
\ J

1 1 1
Exemple. Avec P=1+ X + X% et A = (0 1 1).
0 0 1

100 11 1 12 3
A=(o0o 1 o) ; A'=(o0o 1 1} ; A2=(0 1 2
00 1 00 1 00 1

3 3 4
— P(A)=A"+ A' 4 A% = (0 3 3)
0 0 3
Les polyndémes de matrice ont des propriétés naturelles; les opérations sur les polynémes de matrice
coincident avec les opérations sur les polynémes.

PROPOSITION 12. Soient (P, Q) € K[X]? et A € #4,(K).
(P +@Q)(A) = P(4) + Q(A)

Jean-Philippe Préaux 10
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n n
Démonstration. Notons P = Z aprX® et Q = Z bp X" (n = max(deg(P), deg(Q))). Alors par définition :
k=0 k=0

P+Q)A) = Y (an+br) A" = D ar A" + b - AF = Y ap - A" + 3 b - AY = P(A) + Q(A)
k=0 k=0 k=0 k=0

par linéarité de la somme. ]

PROPOSITION 13. Soient (P, Q)

(P x Q) (4) = P(4) x Q(4)

n

Démonstration. Notons P = Z ak X" Soit by, €K :

k=0
(P X by X™) (A) = <Z akmek"'m) (A) = Z (arbm) - APT™ = Z (ag - AF) X (b - A™) = (2 a - Ak> X b - AT
k=0 k=0 k=0 k=0
= P(A) X by, - A™ (%)

par distributivité de x sur + dans K[X], et par propriété des puissances, compatibilité de - avec x et distributivité de x sur +
dans . (K).

m

En notant Q = Z kak, on a alors avec ce qui précéde et la proposition 12, et par distributivité de x sur + dans K[X] et
k=0

dans ., (K) :

7 m

(P x Q) (A) = (P x i kak> (A) = (i P x kak> 4 =3 (P x kak) A = Zn] P(A) x b AP = P(A) x i by A
k k=0 k=0

g a2 = k=0
= P(A4) x Q(A)
|

[ COROLLAIRE 14. Soient (P, Q) € (K[X])? et A € 4, (K); les matrices P(A) et Q(A) com- }
mutent

Démonstration. Découle de la proposition 13 et de la commutativité de la multiplication dans K[X] :

P(A) x Q(A) (o (P xQ)(A) = (Q x P)(A) e Q(A) x P(A)

DEFINITION 12. (Polynéme annulateur)
Soient P e K[X] et Ae #,(K) ; P est appelé polynéme annulateur de A si P(A) = O,.

Exemple. Le polynéme P = X2 — X — 2 est un polynéme annulateur de la matrice A = (11 _10) ;

-3
en effet :
4 -10
1 -3
4 -10 6 —10\ o 2 _(6—-4—-2 —-104+10-0)\ _
(1 3) 1) =4 AA212—<110 1+32)—O2
N
Méthode. Un polynéme annulateur P d’une matrice A, permet le calcul :
— d’un inverse de A : lorsque le mondéme de degré 0 de P est non-nul,
— des puissances de A : si P est de degré d, toutes les puissances A™ pour n > d sont combi-
naisons linéaires des matrices A% A!, ... A41
Vn = d, Han, By o) €KY, A" =y, - A+ B, - AV 4o 4 (- AT
et les suites (n)n, (Bn)ns---5 (Cn)n sont des suites récurrentes linéaires imbriquées. Si 'on
parvient & exprimer ay,, 8y, ..., ¢, en fonction de n on obtient I’expression des coeflicients
de A™.
\ J

Voyons un exemple en exercice :

Jean-Philippe Préaux 11
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r 2

Exercice 3. On reprend le polynéme P = X2 — X — 2 annulateur de A = (411 __130).

a) En déduire I'inverse de A.
b) Montrer I'existence pour tout n € N de (o, 8,) € K2 tels que :
A" =ay, I+ 6, A

Obtenir des relations de récurrence pour les suites (ay)n €t (5n)n, €t en déduire les expres-
sions de a,, B, en fonction de n, et les coefficients de A™ pour tout n € N.

Résolution.

2.5. Matrices carrées remarquables.

2.5.1. Matrices scalaires.
r 2

DEFINITION 13. (Matrices scalaires)
Une matrice scalaire d’ordre p est une matrice de la forme \.I, avec X € K.
A 0 --- 0
A= |0 A
S
0 0 A
\ J

Jean-Philippe Préaux 12
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Remarque. Multiplier une matrice A par la matrice scalaire A.I, revient & multiplier A par le scalaire
A

ML) x A=A, xA)=XA
Ax (ANL)=X(AxI,)=XA

En particulier :

PROPRIETE 15.
Une matrice scalaire commute avec toute matrice carrée de méme ordre.

Les opérations entre matrices scalaires sont particuliérement simples puisqu’elles reviennent a opérer
sur les scalaires :

e N
PROPRIETE 16.

e Somme, combinaison linéaire, produit, puissances de matrices scalaires sont des matrices
scalaires et :

AN +pdy =N+ p)d, ; a(AI)+b.(ud,) = (aX+bu).d,
A x ply=(Ax p)d, ; VYneN, (\L)" = "1,

o Une matrice scalaire X\.I,, est inversible si et seulement si \ est inversible (i.e. A & 0), et dans
ce cas :

51
umlzxg

\ J

Démonstration. Elle est immeédiate. |

2.5.2. Matrices diagonales.

- 2
DEFINITION 14. (Matrice diagonale)

Une matrice diagonale est une matrice carrée dont tous les coefficients non diagonaux sont
nuls :

A€ My(K) est diagonale si ¥ (i,5) € [1,p]*, i +j = Ai; =0
On note alors :

MO o0
A= Diagh e, N) = | O 22
O |
0 - 0 A
. J

Remarque. Le calcul du produit d’une matrice par une matrice diagonale est simple & calculer :

— Multiplier une matrice A = (a;;) € #pq(K) a gauche par D = Diag(A1,A2,...,\p) revient a
multiplier chaque ligne 7 de la matrice A par le scalaire \; :

py 0o --- 0
1 a1 ai2 -+ Qlg >\1~CL1,1 )\1@172 T )\1~(l1,q
0 )\2 az1 a2 -+ 424 )\2.&2}1 )\2.&2}2 T /\Q.azyq
X . . = . .
: . . O . . .
0 - 0 X Gp1 Gp2 -+ Qpg Ap-p1 Appa - Aplpg

En effet :

p
(D x A)ij =Y, Dig xar; = Dii x ai; =X x ai
k=1
Jean-Philippe Préaux 13
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— Multiplier une matrice A = (a;;) € #y,(K) & droite par D = Diag(A1, Ag,...,Ap) revient a
multiplier chaque colonne ¢ de la matrice A par le scalaire \; :

A 0o --- 0
a1 Gz v aip ! Avary Agare oo Apaip
a1 Qg2 -+ A2p 0 )\2 . )\1.(12,1 )\2.0,212 s Ap.agyp
X =
Qg1 Qg2 - Qqp 0 - 0 X A1Gg1 A2.Gg2 o Aplgp

En effet :

p
(Ax D)ij= Y aixx Dyj=aijxDj;=ap;x\
k=1

Entre des matrices diagonales toutes les opérations se font terme a terme; cela rend leur calcul trés
simple :

4 )
PROPRIETE 17.

Pour des matrices diagonales de méme ordre p :
e La somme de matrices diagonales est diagonale :

Diag(ai,as,...,ap) + Diag(bi,ba, ..., b,) = Diag((ai + b1), (a2 + b2), ..., (ap + bp))
o Une combinaison linéaire de matrices diagonales est diagonale :
A.Diag(a1,az,...,ap)+p.Diag(b, ba,. .., by) = Diag((Aay + pb1), (Aag + pbs2), ..., (Aap + pby))
e Le produit de matrices diagonales est diagonal :

Diag(ai,as,...,ap) X Diag(bi, b, ...,by) = Diag((a1 x b1), (a2 x ba),...,(ap x bp))
o Une puissance de matrice diagonale est diagonale :

Vn e N, Diag(ay,as,...,ap)" = Diag(af,ay,...,ay)

e Une matrice diagonale est inversible si set seulement si tous ses coefficients diagonauzr sont
non nuls; dans ce cas :

1 1 1
Diag(as,as, .. . ,ap)*1 = Diag (, — ., )

a1 asg ap
\. J

Démonstration. Le premier point découle immédiatement de la définition de ’addition de matrices.

Le second découle immédiatement des définition de ’addition matricielle et de la multiplication par un scalaire. Le troisiéme
point découle immédiatement de la remarque ci-dessus.

Le quatriéme point s’en déduit par récurrence sur n.

Pour le cinquiéme point il découle du deuxiéme que si les a; sont tous non nuls :

. i 1 1 1 i a; as ap
Diag(ai,az,...,ap) X Diag( —, —,...,— | =Diag| —, —,...,— | =1,
a1 a2 ap al a2 ap
Montrons que si A = Diag(ai,az,...,ap) est inversible alors tous les a; sont non nuls. Par contraposée : supposons que 1'un
des a; soit nul. Alors pour toute matrice M € .#,(K), A x M n’a que des zéros sur sa ligne %, et ne peut donc pas étre égal a
I,. Ainsi A n’est pas inversible. ]

Remarque. Toutes les matrices diagonales de méme ordre commutent entre-elles.

2.5.3. Matrices triangulaires.

r 2
DEFINITION 15. (Matrices triangulaires)

Une matrice carrée A = (a; ;) est triangulaire supérieure (resp. inférieure) si :
i>j (respectivement i < j) = a;; =0

Une matrice triangulaire supérieure (resp. triangulaire inférieure) est de la forme :

al’l .« .. “ .. al’p al’l 0 “ .. 0
0
: : 0
0 R ap,1 Ap,p
§ J
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PROPRIETE 18.
Pour des matrices triangulaires de mémes ordres :
e La somme de matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est triangulaire supérieure
(resp. inférieure).
e Une combinaison linéaire de matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est trian-
gulaire supérieure (resp. inférieure).
e Le produit de matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures) est triangulaire supérieure
(resp. inférieure). De plus ses coefficients diagonauz s’obtiennent en faisant le produit terme a
terme.
e Une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est inversible si et seulement si ses coef-
ficients diagonauz sont tous non nuls. Dans ce cas son inverse est aussi triangulaire supérieure
(resp. inférieure).

\ J

Démonstration. Elles sont menées pour les matrices triangulaires supérieures. En transposant on les déduit pour les triangu-
laires inférieures.

Considérons A et B deux matrices triangulaires supérieures d’ordre p, A, u deux scalaires et (i,j) € ﬂl,p]]z.

e Sii>jalors A; j = B j =0etdonc A; j +B;; =0jainsii >j = (MA+p.B);j = XA;j+p.B;i; =0 Donc \.A+ pu.B
est triangulaire supérieure.

e Par la formule du produit matriciel :

P
Z Ai,k X Bk_’j

(Ax B)ij =
k=1
i—1 P
si ¢ > j alors (A X B)i_’j = Z Ai)k XB]C,]‘ + Z Ai,k X Bk,j =0
k=1""" k=i —~
=0 =0
donc A x B est triangulaire supérieure
i—1 P
sii=jalors (Ax B)ij= >, Aix xBrj+Aii xBii+ » Aigxx Bi,
k=157 k=it1 5
=Aii X B
et donc le terme diagonal ligne 7 colonne 7 de A x B est le produit des termes diagonaux ligne ¢ colonne i de A et B.
e Quant a I'inversibilité d’une matrice triangulaire supérieure, on repousse la démonstration a I’exercice 6, §4 (page 25). ]

2.5.4. Matrices symétriques et antisymétriques.

e “
DEFINITION 16. (Matrices symétriques)

Une matrice carrée A = (a; ;) est dite symétrique si elle est égale @ sa transposée :
AT =A
Autrement dit, une matrice symétrique est une matrice de la forme :

a1 a12 e ai,p
1,2
Ap—1,p
aip " Gp-1p GQpp
\ Y,

Exemple. Les matrices I, et O, sont symétriques; plus généralement, toute matrice scalaire, toute
matrice diagonale est symétrique. La matrice :

1 2 3
2 4 5
3 5 6

est symétrique et non diagonale.

PROPRIETE 19.

e La somme de matrices symétriques est symétrique.

e Une combinaison linéaire de matrices symétriques est symétrique.
o Une puissance de matrice symétrique est symétrique.
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[ e L’inverse d’une matrice symétrique inversible est symétrique. )

Démonstration. Soient A et B deux matrices symétriques d’ordre p et A\, p deux scalaires.
e Puisque AT = A et B' = B, A A+p- B)T =X-AT4+ 4 -BT=X-A+pu- B donc (A A+ p - B) est symétrique.
e Puisque AT = A; soit n e N: (A™)T = (AT>TL = A" donc A™ est symétrique.

-1
e Soit A une matrice symétrique et inversible; puisque AT = A : (A’I)T = (AT) = A7! Donc linverse A™1 de A est
symétrique. |
Remarque. Attention, le produit de matrices symétriques n’est pas en général une matrice symé-
trique.

Exemple. Soient les marices symétriques A et B :

10 11 11
(o) () ()

leur produit A x B n’est pas symétrique.

N
Exercice 4.
1) Soit A une matrices carrée.
a) Montrer que la matrice A +*A est symétrique.
b) Montrer que la matrice A x A est symétrique.
2) Soient A et B deux matrices symétriques. Donner une condition nécessaire et suffisante sur
A et B pour que A x B soit une matrice symétrique.
S y,
Résolution.
( - . . . \
DEFINITION 17. (Matrices anti-symétriques)
Une matrice carrée A = (a; ;) est dite anti-symétrique si elle est égale a Uopposée de sa trans-
posée :
AT =—A
Autrement dit, une matrice anti-symétrique est une matrice de la forme :
0 a172 5o o al,p
—a1,2
Gp—1,p
—Qip o TOp_1p
\ J

Exemple. La matrice O, est anti-symétrique; c’est la seule matrice diagonale qui I’est. La matrice :

0 1 2
-1 0 3
-2 -3 0

est anti-symétrique.

PROPRIETE 20.
e La somme de matrices anti-symétriques est anti-symétrique.
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o Une combinaison linéaire de matrices anti-symétriques est anti-symétrique.

o La puissance A™ d’une matrice anti-symétrique A est symétrique si n est pair, anti-symétrique
st n est impair.
e L’inverse d’une matrice anti-symétrique inversible est une matrice anti-symétrique.

Démonstration. Soient A et B deux matrices anti-symétriques d’ordre p et A\, u deux scalaires.

e Puisque AT = —A et B'=—B:(A-A+u-B) =X-A"4+p-B" = —(A-A+pu-B)donc (A A+ p- B) est anti-symétrique.
e Puisque AT = —A; soit n € N: (4")T = (AT)n = (=A)" = (=1)" - A" donc A"™ est symétrique (respectivement anti-
symétrique) ssi n est pair (respectivement impair).

e Soit A une matrice anti-symétrique et inversible ; puisque AT = —A: (A_l)T = (AT)71 = (7A)_1 = —A~! Donc Dinverse

A7! de A est anti-symétrique. ]

Remarque. Toute matrice de .#,(K) s’écrit de maniére unique comme somme d’une matrice symé-

trique et d’une matrice anti-symétrique; en effet soit M € #,(K) :
1
M=-(M+M"+-(M-MT

(M + M) 4 L (M - aT)

symétrique anti-symétrique

1
2

Les ensembles .7, (K) et 7,(K) des matrices symétriques et anti-symétriques de .#,(K) sont des sous-
espaces vectoriels de ., (K) d’intersection réduite & {O,}. D’out I'unicité de I’écriture.

En d’autres termes, .#,(K) et <7,(K) sont des espaces supplémentaires dans .#,(K) :
M (K) = 7,(K) @ 7 (K).

2.6. Trace d’une matrice carrée.

. - )
DEFINITION 18. (Trace d’une matrice)

Soit A = (a; ;) € Mp(K) ; la trace de A notée tr(A) est le scalaire :

t’f'(A) = Zpl am-
i=1

ou autrement dit, c’est la somme des éléments sur la diagonale de A.

. J
1 2 3

Exemple. Soit A=|4 5 6];tr(A)=1+5+9=15.
7 8 9

r 2

PROPRIETE 21.
Soient A, B € M,(K) et A\, u deux scalaires.
o tr(A- A+ p-B) = Mr(A) + utr(B).
o ir (A7) = tr(A).
o tr(A x B) =tr(B x A).
\ J

Démonstration. Soient A = (a;,;), B = (b ;) € #p(K), et X, p deux scalaires.

» P » P
otr(\- A+ p-B) =Y (A-A+p-Blii= 3 Aaii+p-bii=XY ais+p Y, b = Mr(A) + ptr(B).
iz s iz iz

s

o fr (AT) ey (AT)i’i = i ai; = tr(A).

DM

e tr(Ax B) = i(A X B)ii = i ik X by = i i a;k X by = i i br,i X ai k= i (Bx A =tr(Bx A). R
i=1 i=1 k=1i=1 k=1

k=1 k=1i=1

Remarque. On comprendra mieux plus tard I'intérét de cette notion, a la lumiére du résultat suivant :
la trace est un invariant de similitude.
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PROPOSITION 22.
Soit Ae #,(K) et Pe GL(p,K),

tr(P~YAP) = tr(A).

Démonstration. tr(P " 'AP) = tr(P~! x AP) & tr(AP x P™1) = tr(A x 1) = tr(A). [ |

3. MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES

3.1. Ecriture matricielle d’une systéme linéaire.

Etant donné un systéme de n équations linéaires a p inconnues (avec (n,p) € (N¥)?) et a coefficients
dans K :

a11T1 + a12T2 + -+ + A1pTp = by

a21T1 + A22%2 + -+ + A2pTp = b

An1T1 + QpaZa + - + AppTp = by,

on pose :
aix aiz -+ Qip b1 x
a1 A22 -+ G2p bo T2
A= (aij) }ii‘in = . . € %”J)(K) ; B = . S %n,l(K) ; X = . € ﬂ%p,l(K)
sIsP . * :
an1  aAnp2 et Opp bn Lp

alors le produit AX est la matrice colonne :

a11T1 + @122 + -+ + a1pXp
a21T1 + A22%2 + -+ + A2pXp

an1T1 + Ap2T2 + -+ + AnpTp
et le systéme () est équivalent & 1’équation d’inconnue X € ., 1(K) :
(S) < AX =B

( C’est lécriture matricielle du systéme. La matrice A est la matrice associée au systéme linéaire. )

Cose =0 )0)-0)

3.2. Structure des solutions.

Exemple.

s )
DEFINITION 19. (Systéme homogéne associé)
Etant donné le systéme (S) d’écriture matricielle AX = B, le systéme homogéne associé est le
systeme d’écriture matricielle AX = O,, 1, c’est a dire :
a11T1 + Q12T + - + A1pTp = 0
=0

a21T1 + Q22T2 + - -+ + A2pTp
(Su)

An1T1 + Ap2Z2 + - + AnpTp = 0
. J

Remarque. Un systéme homogéne est toujours compatible puisque X = O, ; en est solution : A4 x
Op1 =0y 1.

THEOREME 23. (Structure des solutions)

Les solutions du systéme (S) sont sommes d’une solution particuliere de (S) et des solutions
générales du systéme homogéne associé.
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Démonstration. Soit X, une solution particuliére de (S) : A x X, = B. Alors X est solution de (S) ssi :
AX =B « AX - AX, =B-B « Ax (X —X,)=0p1

et donc si et seulement si (X — X,,) est solution du systéme homogéne associé, c’est a dire si set seulement si X est somme de
X, et d’une solution du systéme homogéne associé. |

THEOREME 24.
Un systéme linéaire admet 0, 1, ou une infinité de solutions.

Démonstration. Le systéme homogéne associé (Sg) est compatible est admet donc au moins une solution (il suffit de considérer
une matrice colonne nulle). Montrons que si (Sy) admet une deuxiéme solution X; % Oy 1, alors il en admet une infinité; en
effet :

Ax X1 =01 = YAeK AX (AX1)=A(AXX1)=A0n1=0n1
ainsi chaque valeur de A € K donne une nouvelle solution X\.X; de (Sg), puisque X1 # Op;1 et A1 £ Ao = A1.X1 + X2 X,
Le systéme (Sg) admet donc une seule ou une infinité de solutions.
D’aprés le théoréme précédent, si (S) admet une solution, alors il en admet une seule ou une infinité. | |

Remarque. Si ’existence de solutions dépend de B, 'unicité ne dépend que de la matrice associée au
systéme.

3.3. Interprétation matricielle des opérations élémentaires.

La résolution d’un systéme linéaire s’effectue en opérant des opérations élémentaires sur les lignes
du systéme ou simultanément sur les lignes des matrices A et B. C’est le cas dans une résolution par
la méthode du pivot de Gauss.

- 2
DEFINITION 20. (Opérations élémentaires sur les lignes)

Etant donnée une matrice A € My p(K), dont on note les lignes Li,Lo,...,L,; L; =
(Aij)i<j<p- On considére les opérations élémentaires sur ses lignes, qui la transforment en
une matrice de méme type :

~ L; < Lj : échange des lignes L; et L;.

- L; < AL; : multiplier la ligne L; par un scalaire A % 0.

~L; < L; + L; : ajouter la ligne L; a la ligne L; avec i + j.

PROPOSITION 25.

Appliquer a la matrice A la transformation :

e [, — AL; revient a multiplier a gauche par :
i

1 0 soo  ooo  (J)
0o . - :
: i .0
0 ocoo oo 0 1

M, (i, \) est la matrice obtenue & partir de la matrice identité I, en lui appliquant l’opération
élémentaire L; < \L;.
o L; < L; revient a multiplier a gauche par :

i J
1 0 - -0
0 0 IR
-l 0 0 J
0 0 1
. J
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N
E,(i,7) est la matrice obtenue & partir de la matrice identité I, en lui appliquant ’opération
élémentaire L; < Lj.

o L; «— L; + L; revient a multiplier a gauche par :
i J
1 0 - --- 0
o 0 1 1 ;
Tn(la]) =

: 1 0 J

0 --- --- 0 1
T,.(i,7) est la matrice obtenue a partir de la matrice identité I, en lui appliquant l'opération
élémentaire L; < L; + L;.
De plus les matrices M, (i, X), En(i,7) et T,(i,7) sont inversibles.

\ J

Démonstration. (Esquisse)

e Multiplier une matrice A € #, ,(K) & gauche par My (i, A) revient & appliquer I'opération élémentaire L; < AL; & la matrice

1 0 FE N () [ I ) [ - ]
0 X .

N x| Li J1=|I AL; |
o oo 9N L7y )\ 173 |

1
Ainsi lorsque A # 0 appliquer & une matrice l'opération L; <« X.L; suivie de l'opération L; « X.Li ne change rien a cette

matrice. En particulier en les appliquant a la matrice identité :
1 1 1
M, (4, X) X My (i,\) x I, = I,, = M,(1, X) X My (i,\) =1, = M,(1, X) = ]Mn(i,/\fl

Ainsi la matrice M, (i, A) est inversible dés que A # 0, d’inverse My (4, +).

e Multiplier une matrice A € .#, ,(K) a gauche par E, (i, j) revient & appliquer ’opération élémentaire L; «> L; & la matrice

1 0 - .- 0
0 0 1 ] I ] ] ; |
X . = .
l Lj l [ L; |
S 0 0
I

Or appliquer deux fois I'opération L; <> L; a une matrice A ne change pas cette matrice. En particulier lorsque A = I,, :
Ep(i,5) X En(i,5) X In = In = En(i,5) X En(i,j) = In = En(i,j) = En(iaj)il-
Ainsi la matrice E,, (4, j) est inversible et a pour inverse elle-méme.

e Multiplier une matrice A € #, »(K) & gauche par Ty (i, j) revient a appliquer 'opération élémentaire L; < L; + L; a la
matrice A :

1 0 - -0
0o 1 1 [ ; ] [ TR |
X =
[ L; l [ L; |
; 10
0 -« - 0 1

et de méme multiplier une matrice A € .#,,,,(K) a gauche par T/, (4, j) revient a appliquer 'opération élémentaire L; « L; — L;
a la matrice A.

1 0 --- o0 )
0o 1 —1 [ 17 ] [ T, —1; ]
X . =

[ L; | [ L; l
: 10
0 - -~ 0 1

Or appliquer & une matrice A 'opération L; < L; + Lj suivie de L; <« L; — L; ne change pas cette matrice. En particulier
lorsque A =1, :

(i, 5) X Tais ) X In = In == T;,(i,§) X Tu(iy ) = In = Ty (i,5) = Ta (i, 1)
Ainsi la matrice T, (4, j) est inversible et a pour inverse T}, (4, 5). ]
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COROLLAIRE 26.

Appliquer membre a membre une opération élémentaire a une équation matricielle AX = B, la
change en une équation équivalente (c’est a dire ayant mémes solutions).

Démonstration. Appliquer une opération élémentaire revient & multiplier les deux membres de ’égalité par une matrice M
inversible avec M = M,, (i, \), Ey(¢,5) ou Ty (i, 7). Ainsi :

AX =B = MAX =MB
M x

MAX = MB = M 'MAX = M 'MB = I,AX =1,B = AX =B
M—1x

ainsi AX = B < MAX = MB avec M = M, (i,\), E,(4,5) ou T, (%, ). |
Remarque. Ainsi, pour la résolution matricielle d'un systéme, effectuer une opération élémentaire

simultanément sur la matrice du systéme et sur la matrice colonne des seconds membres transforme le
systéme en un systéme équivalent.

Si la suite des opérations élémentaires s’effectue selon la méthode du pivot de Gauss, on parle de
résolution (matricielle) par pivot de Gauss.

Exemple. Résolution matricielle par pivot de Gauss du systéme :
r+y+z=3
r+2y—2=0
2 +y—z=-1

On le retranscrit a ’aide d’une matrice 3 x 4 ; une ligne verticale sépare la matrice des coefficients de
la matrice second membre :

11 1] 3 1 1 1] 3 11 1 3
1 2 -1 0 — 0 1 —2|-3 — 01 —2| -3
2 1 —1|-1) 2270254 \0 —1 —3| -7 ) Lsletla\ 0 0 —5|-10
11 1] 3 1 1 01 1 0 00
— 01 -2 -3 — 0 1 011 — 0 1 01
Lse—5Ls\ 0 0 1| 2 /) 222%2\0 0 1|2/)0k=f2{0 0 1|2
T 0
— |y =11
z 2
e A

DEFINITION 21. (Systéme de Cramer)

Un systéme linéaire de n équations a n inconnues est dit de Cramer si il admet une unique
solution.

THEOREME 27.

Un systéme linéaire de n équations a n inconnues est de Cramer si et seulement si sa matrice
associée est inversible.

Dans ce cas, la solution du systéme AX = B d’inconnue X est X = A7'B.

\ J

Démonstration. Soit AX = B D’écriture matricielle du systéme avec A € 4, (K), et X, B € #,1(K).
Si A est inversible :

AX=B — A'AX=A"'B = ILX=A"T'B = X=A"'B
A—1x
Donc il existe une unique solution.
Si le systéme admet une solution unique, alors en appliquant le pivot de Gauss, une suite d’opérations élémentaires

transforme ’équation AX = B en une équation équivalente de la forme X = C'; c’est a dire qu’appliquée a la matrice A du
systéme cette suite d’opérations élémentaires transforme A en la matrice identité I,, et appliquée a la matrice colonne B elle la
transforme en la matrice colonne C, pour finalement aboutir a I’équation I,, X = C. D’aprés la proposition 25 en considérant la
suite de matrices inversibles My, Ms, ..., M; correspondant & cette suite d’opérations élémentaires, on a :

M; x My_1 X -+ X Mgy x M1 x A=1,
Donc la matrice A est inversible et a pour inverse :

A7 = My x My_1 x -+ x Ma x M;.
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Remarque. En particulier, pour un systéme linéaire de n équations & n inconnues, étre de Cramer ne
dépend que de la matrice associée au systéme ; ¢ca ne dépend pas des seconds membres.

3.4. Application a ’inversion de matrice.

Le théoréme précédent (théoréme 27) fournit une méthode pour déterminer si une matrice A est
inversible et calculer son inverse :

N
Soit A € #,(K) ; posons :
L1 Y1
1) Y2
X=|.|et1(K) ; Y=|.|€tni(K)
L Yn
et considérons le systeme d’inconnue X et de parameétres Y :
a1l -1+ a2 T2+ + Qip - Tp = Y1
Q21 ° X1+ Q22 T2+ -+ Q2p - Tp = Y2
(S) AX =Y «—
Apl " T1 +Ap2 T2+ + Gpp - Tp = Yn
On applique la méthode du pivot de Gauss pour résoudre le systéme; on aboutit :
e Soit a une systéme qui n’est pas de Cramer (lorsque le systéme réduit obtenu n’est pas trian-
gulaire). Dans ce cas la matrice A n’est pas inversible.
e Soit a une solution unique ; dans ce cas A est inversible et :
Ty =011 Y1+ 012 Y2+ + Qin - Yn
1 } Ty = Q21 Y1+ Q22 Y2+ + QonYn
X =AY soit: .
Tp = 0pl "Y1 +Qp2 Y2 + -+ Qnp " Yn
Les coefficients apparaissant au second membre sont ceux de la matrice A=' :
11 Qi o Qi
= Q21 Qg2 - Qop
Qn1  Qp2 - Opp
S J

e Cette méthode d’inversibilité peut aussi se retranscrire matriciellement par une méthode que certains
appellent méthode miroir. On résout le systéme matriciellement dans une matrice n x 2n :

A 1,
ail a12 QA1p 1 0 0
as1  ao2 az, |0 1 0
an1 an2 e Anpn 0 e 0 ].

a gauche on place la matrice A & inverser, et a droite on place la matrice identité, plutot qu’une matrice
colonne (c’est la matrice des coefficients des seconds membres y1, . .., y,). Puis on applique la méthode
du pivot de Gauss en appliquant des opérations élémentaires jusqu’a ce que la matrice de gauche soit
la matrice identité, si possible.

— Si application du pivot de Gauss aboutit & gauche a une matrice non inversible, typiquement une
matrice triangulaire ayant au moins un zéro sur sa diagonale, alors la matrice A n’est pas inversible.

— Sinon une fois abouti a la matrice identité sur la partie gauche la partie de droite est la matrice
inverse recherchée :

1 0 - O0|lann a2 -+ o

0 1 0| a2 -+ o

O e O 1 an1 an2 tee Ann
I, AL
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r 2
o Appliquer la méthode du pivot de Gauss a la matrice :
A n
ai1 a2 -+ ap |10 o 0
a1 Q2 - agy |01 0
an1 An2 Tt QApn 0 te 0 ].

e si on aboutit a :

1 0 0| a1x a2 -+ oup

0 1 0| agr oo -+ «Qop

0o --- 0 1 Qpl  Op2  ° Qpp
I, At

alors A est inversible et A~ apparait dans la partie droite du tableau.

e Si l’on ne peut pas parvenir a la matrice identité dans la partie gauche, alors A n’est pas
inversible.
\ J

Cette méthode s’interpréte aussi de la maniére suivante : d’aprés le théoréme 27, A est inversible
si et seulement si il existe une suite d’opérations élémentaires permettant de la transformer en la
matrice identité. C’est & dire (propriété 25) s'il existe une suite de matrices d’opérations élémentaires
My, Ms, ..., My telles que :

MtxMt,lx-anglexA:In
:}A_1=Mt><Mt71><---><M2><M1
= A7 = My x My_q X -+ x My x My x I,

et donc appliquer la méme suite d’opérations élémentaires & la matrice I,, aboutit & la matrice A",

p
Exercice 5. Déterminer 'inversibilité, et le cas échéant calculer 'inverse des matrices suivantes :

1 1 1 1 1 1
A=(1 -1 1 ; B=|1 -1 2
1 3 1 1 2 1

o J

Résolution.
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4. MATRICES BLOCS

Dans cette partie on considére n > 2,p > 1,q > 1 tels que p + ¢ = n.

s )
DEFINITION 22. (Matrice bloc)
Soientn > 2,p=>1,q > 1 tels que p+ g = n.
Une matrice de M, (K) peut s’écrire par blocs sous la forme :
p q
P I A B
q I C D
awvec A € My p(K), Be My q4(K), Ce My,(K), De sty K).
\ J
e ™
PROPRIETE 28. (Opérations par blocs)
Pour deux matrices par blocs de méme tailles :
A ‘ B A | B A+ A | B+ DB
+ =
C ‘ D c' | D C+C'"| D+D
5 A B A-A ‘ A B
A-C ‘ A-D
‘ B A’ B’ AA" + BC' | AB' + BD'
X =
‘ D c | D CA'+DC' | CB'+ DD’
\ J

Démonstration. C’est trivial pour la somme et la multiplication scalaire. Pour le produit matriciel. Nommons M, M’ € .#,, (K)
les deux matrices. Soit (i,5) € [[1,n]] x [1,n]]. Supposons par exemple que 1 < i < pet p+ 1 < j < n (les autres cas sont
similaires).

n r n
(M x M/)m_ =3 Mipx My ;= MigxM, ;+ > MygxDM,,;
k=1 k=1 k=p+1

N
7 !’
ik X By, + Z Bik—p X Dy j—p
k=p+1

P
= Z A
k=1
P q
= Z Ak % B;C,jfp + Z Bk % D;c,jfp
k=1 k=1
= (Ax

’ ’
B'+BxD'),

Remarque. Attention : les produits & 'intérieur ne sont pas commutatifs!
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Exemple.

. . . . A
e [’ensemble des matrices «triangulaire supérieure par blocs» de la forme <T‘%> avec A €

M,(K),C € Mpy(K), D € My(K) est un sous-espace vectoriel de .#,(K) stable par produit. Il est
de dimension n? — pq.

e L’ensemble des matrices «diagonales par blocs» de la forme < é g > avec A € M,(K), D € #,(K)

est une sous-espace vectoriel du précédent. Il est également stable par produit et est de dimension
2, 2

pT+q.

[ Exercice 6. Soit A € GL,(K), D € GL,(K) et B € Ay, (K) )

1) Montrer que ( 61 IB) ) est inversible et donner une expression de I'inverse

2) Montrer qu’une matrice triangulaire supérieure est inversible ssi ses coefficients diagonaux
sont tous non nuls et qu’alors son inverse est aussi triangulaire supérieure.
\ J

Reésolution.
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