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ASPECTS HISTORIQUES

Sommer une quantité infini de nombres ne s’est pas fait pas sans soulever quelques contre-intuitions.

On a cru un temps qu’en sommant une quantité infini de nombres positifs on obtenait une quantité
infinie. C’est ce qu’illustrent les paradoxes du sophiste Zenon d’Elée (V¢ siécle avant J.-C. ; la fleche qui
n’atteint jamais sa cible, ou Achille qui ne rattrape jamais 'avance laissée a la tortue), prouvant selon
lui 'impossibilité du mouvement. Dix siécles plus tard, Descartes y répondra, en faisant remarquer que
sa sommation infinie aboutit & une somme finie revenant & considérer une durée limitée.

Aux XVII® et XVIII® Leibniz et Euler considéraient la somme infinie S=1—-1+1—-1+1—-1+---

pour arriver au sophisme :
1
S=1-1-141-14---)=1-8 = S:5

ou encore Euler avec :

S=1+24448+--=1+2x(1+2+4+---)=1+25 = S=-1
L’étude de séries débute véritablement dans la deuxiéme moitié du XVII® siécle, d’abord au sein
de l’école italienne, avec la divergence de la série harmonique, et la limite de la série harmonique
alternée. James Gregory découvre 40 ans avant Brook Taylor les premiéres séries de Taylor, dont
le développement d’arctangente. Newton et Leibniz en développent ’emploi. Leonhart Euler établit
trés habilement de nombreuses sommes de séries dont celle des séries de Riemann > n% pour « pair

entre 2 et 26 (dont le céleébre Y L = %2) (malgré quelques écritures absurdes portant sur des séries
divergentes, comme ci-dessus).

Il faut attendre le XIX® siécle avec Gauss, Abel, et surtout Cauchy, pour que se clarifie la notion de
convergence. Dés-lors ’étude des séries peut étre fondée en toute rigueur.
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1. GENERALITES SUR LES SERIES

1.1. Définitions.
4 )

DEFINITION 1.
Soit ng € N et (uy,)
la série Z Uy, la suite (Sn)n>n0 de terme général

n=ng

n=n, Une suite a valeurs dans K. On appelle suite des sommes partielles de

n
Sn = Z Uk = Upg + Upg1 + -+ Up

k‘=’no

n=ng "’

On appelle série de terme général u, et on note Z Uy, OU Zun, la suite (S,)
n=ng
\ J

Une série étant une suite a valeurs dans K, elle peut étre convergente ou divergente.

4 )
DEFINITION 2.

On dit que la série Z uy, converge si et seulement si la suite (Sp),,~,,, converge.

n=no
Le scalaire S = lim S,, est appelé somme de la série. On le note :
n—+ao0
+00
5= 5w,
n=ng

Si la suite (Sp)n>n, diverge, on dit que la série Z u, diverge.
n=ng
\ J

Exemples.

1
e La série Z on COnVerge :

n=0
n 1
1 1— 507
_ - 2n+1
Su= D gE T T e
k=0 2

1
e La série harmonique Z — diverge :
n

n=1

2n
1 1 1 1 1
Son — S, = . bbb — X — ==
2 k§+1k ntl  n+2 m =", T2

s >_L
n termes = T

Or, si la série convergeait vers S, So, — S, devrait tendre vers S — 5 = 0.

DEFINITION 3.

4+
On appelle alors reste d’ordre n le scalaire R, = S — S, = Z U .
k=n+1

1.2. Résultats généraux sur la nature d’une série.
Tous les faits élémentaires suivants découlent facilement de la définition :

PRrRoOPOSITION 1.
e La série Zn>n0 u, a méme sommes partielles, méme nature, méme somme et reste éventuels
que la série Y, -~ un, obtenue en posant : ¥n € [0, no[, u, = 0.
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e On ne modifie pas la nature (i.e. la convergence ou divergence) d’une série en modifiant un
nombre fini de ses termes; en revanche on modifie sa somme.

e Si une série converge, la suite de ses restes d’ordre n converge vers 0.

e Si la série Y, u, converge, alors son terme général u, = S, — Sn,—1 converge vers 0 (la
réciproque est fausse).

Remarque. En particulier le dernier point est une condition nécessaire de convergence d’une série :
que son terme général tende vers 0. Ainsi, toutes les séries suivantes sont divergentes :

Zl En Zna pour o = 0 2(_1)n 2%;1

Leur divergence est qualifiée de "grossiere".

DEFINITION 4. (Série grossiérement convergente)

On dit que la série Y, u, diverge grossiérement si son terme général ne tend pas vers 0. Dans
ce cas la série diverge.

Remarque. Cela n’est d’aucune utilité pour prouver la convergence d’une série. Il est courant de lire
le raisonnement (faux) suivant dans les copies :

" "

u, tend vers 0 donc > u,, converge...

1 1
Contre-exemple : Z — diverge tandis que — — 0.
n n

( )

Exercice 1. Etudier la nature de la série Zn>1 Uy, OU Uy = (1 - %)n

Résolution.

Comme pour les suites, et pour les mémes raisons, la convergence d’une série a termes complexes
se raméne & la convergence de deux séries & termes réels.

- - » . \
THEOREME 2. (Convergence d’une série complexe)
Soit Zn>n0 U, une série de terme général u, € C.
Z Up converge <= Z Re (u,) et 2 Im (up) convergent.
nz=ng nz=ng nz=ng
Dans ce cas :
+o0 +00 +00
Z Up = Z Re (up) +1 Z Tm (uy,)
n=ngo n=no n=no
§ J

Démonstration. Découle immédiatement de la caractérisation de la convergence d’une suite complexe, en passant par les
sommes partielles.

e “
THEOREME 3.
Soient (Un)n>ng, (Un)ns=n, deux suites a valeurs dans K et soient A, p € K.
La combinaison linéaire \ Z U + [ Z vy, des séries Z Uy et Z v, est une série Z (Aup +
n=ng n=ng n=ng

wy) de terme général (Au, + poy,) @ valeurs dans K.

Autrement dit, I’ensemble des séries Z uy, dont le terme général est dans K est un K-espace
n=ng

vectoriel.

\ J
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Démonstration. C’est immédiat, par linéarité de la somme, en appliquant la définition avec les sommes partielles :

n

n n
A Z up + @ Z v = Z (Aug + pog)
k=ng k=ng k=ng K

Bien entendu, multiplier le terme général d’une série par un scalaire non-nul ne modifie pas la nature
de la série.

Soit A € K* ; les séries Zun et Z Au, ont méme nature.

Démonstration. Les suites S, et AS,, ont méme nature lorsque X\ # 0. |

Mais que peut-on dire de la nature de la série d’'une somme ?

THEOREME 4.

o si Eun converge et Evn converge alors 2 (up, + vy,) converge

e i Z U, converge et Z v, diverge alors Z (up + vy,) diverge

Démonstration. Le premier point s’obtient par somme des limites des sommes partielles, puisque si S, et S/, sont les sommes
partielles de >, u,, et Y v,, alors par associativité et commutativité de I’addition, S,, + S;L est la somme partielle de > (uy + vy).
Le méme raisonnement permet de montrer que si Y, u, et >, v, convergent alors Y, u, — v, converge.

Ainsi si ), u, converge et Y,(uy, + vy, ) converge alors nécessairement >, v, = Y,(uy + vy ) — Uy, converge. Cela prouve le deuxiéme
point par contraposée. |

Remarques.

e Si > u, et > v, divergent alors en général ON NE PEUT RIEN DIRE sur la nature de Y (u, + vp);
(sauf, par exemple, si les u,, et v, sont positifs).

Exemples :

un:n—k%etvn:—n:Z(un—&-vn) diverge; u, =n + 5=

5w et v, = —n Z (up, + v,) converge
e L’ensemble des séries convergentes Zn>n0 u, de terme général dans K est un sous-espace vectoriel
du K-espace vectoriel de toutes les séries Y, , Un; l'ensemble des séries divergentes n’est pas un

sous-espace vectoriel.

n=n

[ TuforEME 5. (Lien suites-séries) )
Si (Un)psp, €St une suite a valeurs dans K :
n—1
Un — Ung = . (Ups1 — Up)
k=no

en particulier la suite (uy, )p=n, €t la série Up+1 — Uy ) ont méme nature. En cas de conver-
2n0 aF

nz=ngo
gence :
+00

Hm u, = u,, + Z (Unt1 — Up)
n=mno
G y,

A . . -1 . ; Py
Démonstration. La somme télescope pour donner ZZ:no(uk+1 — Ug) = Un — Ung. Le reste en découle immédiatement par

somme des limites. |

Remarque. Ce théoréme est important :
— Pour déterminer la nature et somme d’une série par télecopage.

1 1 1
oy ()
= n(n +1) S\n n+1)noto
— Pour déterminer la nature d’une suite, car les outils pour prouver la convergence d’une série sont
beaucoup plus riches que ceux pour la convergence d’une suite, on n’hésitera donc pas a créer «

artificiellement » la série des écarts & partir d’une suite

Exemple :

(un)n>n0 converge < Z (Un+1 — upn) converge
nz=zngo
Jean-Philippe Préaux 4
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1.3. Séries de référence.

1.3.1. Séries géométriques.

e A
Soit q € C, une série géométrique de raison q est une série Z q°.
n=ng
\ J
e a
La série géométrique Zq” a pour somme partielle d’ordre n :
n n—mng+1 stq=1
Sn= D, d" =1 gro_gnt1
k=nq — siq #1
l—q
—si|q| =1, elle diverge grossiérement,
+00 o
- si|q| <1, elle converge et a pour somme Z q" = L.
n=ng 1= q
\ J

Démonstration. La valeur de la somme partielle s’obtient pas somme des termes consécutifs d’une suite géométrique de raison
q. Lorsque ¢ = 1 la série diverge. Lorsque ¢ £ 1 la convergence de la série équivaut a celle de la suite géométrique de raison ¢

qui a lieu (pour q # 1) ssi |g] < 1. Dans ce cas ¢"t* — 0; d’ou la valeur de la somme. | |
e X N
Exercice 2.
a) Déterminer le reste d’ordre n d’une série géométrique Z q" avec |q| < 1.
b) Ecrire sous forme exponentielle le reste d’ordre n lorsque ¢ = %
\ J
Résolution.
1.3.2. Séries de Riemann.
e 1 ™
Soit a € R. La série Z — est appelée série de Riemann.
n=1 e
\ J
e 7 ™
La série de Riemann Z — converge st et seulement st o > 1
n=1 w
\ J

Démonstration. Remarquons tout d’abord que la suite des sommes partielles est croissante puisque le terme général est positif.

1 1 o1 nodt nodt .
1Y cas : a > 1. On a pour tout n > 2, VtE[nfl,n]7 — < —,dou — = < —, d’oul pour tout n = 2,
n

a to no 1 TLT = 1 t%
o1 o (ko dt n dt 1 1 1
S,L=1+Z—<1+ZJ —=1+J—=1+ [17 ]<1+ .
=, ke = et 1t a—1 no—1 a—1
1
La suite (S, ) est croissante et majorée et donc convergente : Z — converge.
n=1
11 L1 (e .
2 cas: a < 1, on a pour tout n > 1, > —, et Vte [7L,n+1], — > - dou — = —, on en déduit :
ne n n t ne n t
n 1 n k+1 dt n+1 dt
Sy = — = — = — =In(n+1) — +4®
P t 1 t note

Jean-Philippe Préaux 5



PC SERIES NUMERIQUES : REVISIONS ET COMPLEMENTS ENCPB

1
d’ou lim S, =+ : Z — diverge. ]
n

n—+o0
n=1

1
Exemple. A connaitre : estimer le reste R,, de la série de Riemann convergente Z — (a>1):
n

n=1
1
La fonction & —> — est décroissante donc :
x
1 1 1 mode
Vte[n—l,n],féfﬁf<f —
ne t¢ n e
+oo +00
1 dt 1
— fin Z e S f e :J = a1
=n+ k=n+1 k—1 n
1
Ainsi : R, < W (Remarque : en minorant R, par la méme méthode on obtient méme
a—1)n
Péquivalent).
La série divergente Z — est appelée série harmonique.
n=1 w
1.3.3. Série harmonique alternée.
r \
. . ) —1)"
La série harmonique alternée est Z .
n
n=1
\ J
) ) )
La série harmonique alternée est convergente, de somme —In(2).
\ J

1

1
En effet : utilisons la formule — = J 21 dz, on a alors :
0

n k 1 n 1 1 _(_p)n

Z ZJ (—z)F1 da::f 1= (=) dz

= = Jo 0 1+
1 n

S [ Y

Or

1 n
T
f dz
o 1+
Remarque. La convergence de cette série est trés lente (de ordre de %), on préférera la formule
suivante pour le calcul deln?2 :

0

1 1 +0 (_1)n—1
n _ I A1y —
<Jx dx—7n+1,dounz=]l " =In(2).

In2 11 In(1 1 1+11+11+ +11+
n2=—-n-=-m({l—-=-|==-+-=+-— -
2 2 2 222 323 n 2"

lorsqu’on aura vu le développement en séries entiéres de x — In(1 + x).

Une autre série alternée classique :

—1’2)”+1

n k: 1 _ (
Exercice 3. Intégrer terme a terme sur [0, 1], Z =

our en déduire la
= 1+ 22 v

somme de la série alternée JFZOZO (="
n+1°

n=0

Jean-Philippe Préaux 6
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Résolution.

1.3.4. Série exponentielle.

La série exponentielle est celle dont la somme partielle d’ordre n est le polynéme de Taylor d’ordre n
de exp(z) en 0.

j S ; A
Soit x € R ; la série exponentielle est :
N
|
keN k!
S J
.. . )
Pour tout x € R, la série exponentielle converge et :
N +o0 ;L‘k
=27
k=0 "
\ J

Démonstration. La somme partielle d’ordre n est le polynéme de Taylor du DL, (0) de la fonction exponentielle. En appliquant
I’inégalité de Taylor-Lagrange sur I'intervalle I = [—|z], |z|], on a :

max )exp("+l)(t)‘ = exp(|z|)
tel
donc :
. no ok | ‘n+1
e’ — — | < exp(|x]|) X ————
P p(|=|) CFS]
| ™ u x 1\" Unp, v 1
Posons u,, = L, alors —FL — || ——> 0. En particulier en posant v,, = [ = | , pour n » 0, dntl < It et
n! Uy n+4+1 no+wo 2 Uy U, 2

donc u,, = O(v,) —> 0. (On pourrait aussi appliquer la croissance comparée des suites géométrique et factorielle).
n—+o0

Ainsi : . .
el—zm—' —> 0 et donc z—' —s ",
= k! | n—>+w o k! n—>+w0
]
1.3.5. Séries circulaires cos et sin.
Le méme argument s’applique pour les séries polyndmes de Taylor de cos(z) et sin(z) en 0.
. N
Pour tout x € R, la série :
e
|
keN (Qk)
converge et :
+00 ka
cos(x) = Z(—l)k '
= (2k)!
_ J

Démonstration. La somme partielle d’ordre n est le polynéme de Taylor du DL2,(0) de la fonction cos. En appliquant
linégalité de Taylor-Lagrange sur lintervalle I = [—|z|, |z|], on a :

2n+1
max |cos(2" >(t)| = max
tel tel

™
cos <t+(2n+1)§>‘ <1

Jean-Philippe Préaux
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donc :
n 2k 2n+1
cos(z) — (—1)k <1 X ——m—
kz::() (2k)! 2n 4+ 1!
|$‘2n+1 Un+1 ‘11‘2 H H " Untl
Posons u, = , alors = —— 0. En particulier en posant v,, = [ =) , pour n » 0, —— <
(2n + 1)! Unp (2n +3)(2n + 2) n—+w 2 Unp
Ynt1 _ 2 et donc u,, = O(v,) — 0. Ainsi :
Un 2 n—+00w
n . 2 n . a2k
cos(z) — kgo(fl) @) e 0 et donc, kgo(fl) w e cos(x).
]
L. )
Pour tout x € R, la série :
o]
i( 1)k p2k+1
2 1)!
keN ( ke + )
converge et :
to X p2k+1
sin(a) = Y (—1)k
2 1)!
= (2k +1)
\_ J

Démonstration. La somme partielle d’ordre n est le polynéme de Taylor du DLg, +1(0) de la fonction sin. En appliquant
linégalité de Taylor-Lagrange sur lintervalle I = [—|z|, |z|], on a :

(2n+2)

" (t)|— in(t+@2n+2)2)| <1
max |sin = max sin n 5|
donc :
n 2k+1 2n42
sin(z) — (1)  ——— | <1 X ——
kgo 2k + 1)! (2n + 2)!
2n+2 2 n
; 1
Posons u,, = |z| , alors Untl _ || —— 0. En particulier en posant v,, = (7) , pour n » 0, fntl <
(2n + 2)! Up, (2n+4)(2n + 3) no+x 2 Up,
Ynt1 _ 2 et donc u,, = O(v,) — 0. Ainsi :
VUn 2 n—+o
n . 2R+l n . 22k+1
sin(z) — —1)"———| — 0 et donc, —1)" ——— — sin(x).
() kgo( ) 2k + 1)! | n>40 ’ kgo( (2k + 1)! n>+w ()
]

2. SERIES A TERMES POSITIFS

Dans cette partie toutes les séries sont supposées a termes positifs & partir d’un certain rang. Comme
pour les intégrales impropres, nous étudions la nature d’une série sans passer par les sommes partielles
mais par propriété du terme général.

2.1. Critére de convergence.
r A

THEOREME 6. (Critére de convergence)
n
Soit Z Uy une série a termes positifs. Elle converge si et seulement si 2 ug,n € N p est
neN k=0
magoré. Dans ce cas :
+00 n
Zun=sup Zuk,neN
n=0 k=0
\ y,

Démonstration. La suite (S,)nen est croissante (& partir d’un certain rang), et d’aprés le théoréme de la limite monotone

elle converge ssi elle est majorée; dans ce cas sa limite est la borne supérieure de {Sn ; nE N}. ]

2.2. Comparaisons de séries.

THEOREME 7. (de comparaison)

Soient Z Uy, et Z vy, deux séries G termes positifs telle que Yn € N, u,, < v,, alors :
neN neN

Jean-Philippe Préaux 8
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+00 +00
Z v, converge — Z Uy, converge | et Z Up < Z Un,
neN neN n=0 n=0
Z U, diverge —> Z v, diverge
neN neN

Démonstration. Découle du critére de convergence, car si Vn € N, u,, < v, :

n n
{ Z Vg, M E N} majoré —> { Z Uk, N E N} majoré
k=0

k=0

n n

Z ur,n € N} non majoré =— Z vg,n € N} non majoré
k=0 k=0

Remarque. Puisque la nature d’une série ne dépend pas de ses premiers termes, le théoréme demeure
vrai lorsque u, < v, seulement & partir d’un certain rang.

La condition u,, < v, & partir d’un certain rang, peut étre remplacée par ’hypothése plus faible : il
existe K > 0 tel que a partir d’un certain rang, u, < K.v,, c’est-a-dire lorsque (u,) et (v,) sont a
termes positifs, par u, = O(v,) :

s 2
THEOREME 8. (de comparaison en O)
Soient Z U, et Z vy, deuz séries 4 termes positifs telle que u, = O(vy,) alors :
neN neN
Z v, converge =—> Z Uy, COMVETGE
neN neN
Z U, diverge — Z v, diverge
neN neN
- Y,

Démonstration. Elle est presque identique, puisque pour tout K > 0 et tout ng € N :

n n
{Z uk,neN} est majoré <— { Z K.uk,neN} est majoré

k=0 k=ng

Remarque. Pour appliquer ce résultat, on pourra se rappeller (cf. Chapitre 1) que

Un+1 Un+1
V> 0, tn, vy > 0 et —4 < 2FH ) — = O(vy).
U, Uy

Exemple. Nature de la série de Bertrand Z

3 lorsque a > 0, >0 et a + 1.
n®In”(n)
. R . . 8 1 1 L
—Si @ > 1, alors a partir d’un certain rang n®*In”(n) = n® donc Z —5 < Z — donc la série
n®1n”(n) n
converge par comparaison avec une série de Riemann.
n n®In”(n 1 1
fSia<1,alorsiﬁ,—>+oo = A—»O == —0<5>.Ainsi1asérie
n®1n”(n) n n n®1n”(n)

diverge.
(Le cas @ = 1 est traité plus loin en exercice).

COROLLAIRE 9. (up ~v, >0 = > u, et >,v, ont méme nature)
Soient Z Uy et Z vy, deux séries a termes positifs.
neN neN

Si u,, ~ v, alors 2 Uy et Z v, ont méme nature.
neN neN

Démonstration. Lorsque u, ~ v, on a a la fois u, = O(vy,) et v, = O(uy). On peut donc appliquer le théoréme de
comparaison en O. |

Notamment, on pourra utiliser I’équivalent suivant de n! :
Jean-Philippe Préaux 9
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Formule de Stirling.
n! ~ (ﬁ) 2mn

+00 \e

Démonstration. non exigible; voir preuve en DM. |

2.3. Critéres de convergence.
Appliquons le théoréme de comparaison en O en comparant avec les séries de référence.

En comparant avec une série géométrique on obtient la régle de d’Alembert :

- a
THEOREME 10. (Régle de d’Alembert)

Soit Z Uy, une série a termes strictement positifs tel que ntl L, — e R, u{+w}. Alors :
— 400
neN net
l<1= Z Uy CONVETgE
neN
£>1= Z Uy, diverge
neN
si £ =1, on ne peut rien dire ("cas douteuz")
\ J
Un+1

Démonstration. Soit (uy) & termes positifs tels que — =(eRy u{+00}.

Uy M+

. R . . Unt1 . JP 1-¢ R .
Si £ < 1 alors a partir d’un certain rang ng € N, —ntl < g < 1 (car en appliquant la définition avec ¢ = —— > 0, a partir
Uy 2
, . Un 41 1+ o . JNP P n .
d’un certain rang, —— < £+ ¢ = 5 = q < 1). En considérant la suite géométrique de terme général, v, = ¢, on obtient
Un
Up41 U1 . . .
Vn = no, ntl < q= —2+1 ot donc up = O(vy,). Puisque Z’Un converge, par comparaison, Z“” converge aussi.
Un Un
Si ¢ > 1 ou ¢ = 400 alors a partir d’un certain rang no € N, nt > g > 1 (car en appliquant la définition, c’est immeédiat si
n
-1 Up 41 1+¢
¢ = 400, et pour £ €]1, +0[, avec € = 5 > 0, a partir d’un certain rang, "l s e = 5 = g > 1). En considérant
n
. PN L . Un+1 Un+1 .
la suite géométrique de terme général, v,, = g™, on obtient Vn > no, il q < 21 ot donc vn, = O(uy). Puisque Zvn
Un Un

diverge, par comparaison, Zuﬂ diverge aussi.
]

Pour les exercices, voici une variante un peu plus générale (rappelons que pour une série quelconque,
“otl plexiste pas toujours!) :

hmn—>+00

- 2
PropPosIiTION 11.
Soit Z Uy, une série a termes strictement positifs.
neN
U
o Si n+1
Unp

< g <1 a partir d’un certain rang alors Z Uy, CONVETGE.
neN
LU
o Si n+1
Up

> 1 a partir d’un certain rang alors Z u, diverge grossierement.

neN
. J

Un+1

Démonstration. Si pour n » 0, < q < 1, le méme argument que dans la preuve précédente s’applique pour montrer

n

que Z un converge.

Si pour n >» 0, % > 1 alors par télescopage :
n
T kg
Up = Upg X H ? Z Ung > 0
k=ng
=1
En particulier (u,) ne tend pas vers 0. |

Trés prisée des éléves, la régle de d’Alembert est rarement utile (sauf quand on a des factorielles et/ou

des puissances), uz“ n’est pas simple et tend souvent vers 1. Dans ce dernier cas, on peut effectuer
n

un développement asymptotique (méthode de Raabe-Duhamel, voir exercices).
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2 n!
Exercice 4. Etudier la nature de la série de terme général u,, = —a" (a > 0).
n

Reésolution.

En comparant avec les séries de Riemann, on obtient la régle de Riemann ; ¢’est un énoncé qui n’est pas
officiellement au programme! Aussi on a ajouté une justification (~, o, O) qui permet de I’appliquer
sans le citer.

f 2
THEOREME 12. (Régle de Riemann)

Soit Z Uy, une série a termes positifs tel que n®u, S Le Ry U {+w}. Alors :
neN

l
9 *
o SileR% alors uy, Jtes donc Z Uy converge < o > 1.
neN
Si t l L d
e S514=0 aorsun+zooo = et donca>1 — Zun converge.

neN

1
o Sil=+w alors — = o(uy) et donca <1 = Z up, diverge.
e neN

\ J

Démonstration. On applique les théorémes de comparaison en O ou ~. La justification a ’aide des comparaisons ~, o est
donnée par ’énoncé. On se rappelle que u,, = o(v,) = u, = O(vy).

Remarque. S’applique en donnant les justifications en ~, o données dans I’énoncé. L’application
nécessite de choisir @ de maniére appropriée.

Quelques exemples en exercice & connaitre :

e B
Exercice 5. Etudier la nature de Z eV,
neN
\ J
Résolution.
i Inn) sin(1 )
Exercice 6. Etudier la convergence de la série 2 M
vn+3-—1
\ J

Résolution.

Jean-Philippe Préaux 11
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s - ~
n—1\" _

) . Etudier la nature de la série Eun en
n+1

Exercice 7. Soit @ € R. On pose u, = <

fonction de «a.
§ J

Résolution.

2.4. Comparaison série-intégrale.

( - - . P . . 2 \
THEOREME 13. (comparaison série-intégrale)

Soit f : [ng, +o0 [— RT continue par morceauz, positive et décroissante.
k
La série a termes positifs Z f—f(k) | est convergente.
k=no+1 \Yk—1

+o0
En particulier, la série Z f(k) et Uintégrale f f sont de méme nature.
k=ng i
\ J

Démonstration. On a pour tout k = ng + 1, par croissance de l'intégrale :

k k
Veel[k—1,k], fz) < fk—1) = Lilf(x)d;c < L 1f(k-— 1)dz = f(k —1), et

donc :

o< [ 5sm < st~ 50

k—1
Par sommation et télescopage :

e
—f(k)| < k—1)— f(k)) = f(no) — f(n) < f(no),
k:nZOH(Lflf o) 2 1) = 10 = £ w) = S0 < £ ()

la somme partielle de la série est donc majorée par f(ng). Puisqu’elle est a valeurs positives, elle est aussi croissante, et donc
convergente vers une limite finie L. Cela montre le premier point.

Jean-Philippe Préaux 12
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Ainsi . . .
— f(k)) = — k) =L + 1).
kz%ﬂ(fkilf £ >) Lof 2w o

e +0o0
Si ’intégrale

n
f converge alors la suite <f f) converge et il en va de méme de la série Z f(k).
no no n=ng

k=ng+1

n +o oo
Si la série Z f(k) converge alors la suite (f j> converge vers L = L + Z f(k); il reste & montrer que f f
k=ng+1 "0/ pzng k=ng+1 no

lA] A A]+1
converge. Par positivité de f, pour tout A € [ng, +0[ : [A] <K A< ]|A|+1 = 0< f < f < f f<L

- par théoréme d ition des limites [ Letd B L; : t’:iot I'i t”“ e [ :
or par théoréme de composition des limites Ino f Aj) et donc Ino f A:: autrement dit I’intégrale J;O f converge.
]
Remarque. En cas de divergence, on peut préciser qu’il existe £ € R (¢ = —L dans la preuve) tel que :
n n n
f f+l+ Hoﬂo(l) et en particulier Z f k) n;loof I
k= no+1 k=no+1 no

r 2

PROPOSITION 14.

Soit f : [ng, +oo[— Rt continue par morceaux, positive et décroissante.

Si la série Z f(k) diverge, alors elle admet pour équivalent :

k=no+1
n n
NI
k=no+1 notE Ing
et il existe £ € R, tel que :
n
D fk) WMJ f+ £+0(1) .
k=no+1

\ J
s - N\

Exercice 8.

Montrer par comparaison avec une intégrale I’équivalent de la série harmonique :

n
1
k=1
=1
et qu’il existe une constante vy appelée constante d’Euler telle que Z 7= )+ + o (1)(
n——+00

ona~y~0,577)

\ J
Résolution.

e 1 )

Exercice 9. Etudier la nature des séries de Bertrand Z ———— lorsque a =1 et 8 > 0.

= n*(lnn)s

\ y,

Jean-Philippe Préaux 13
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Résolution.

3. SERIES A TERMES QUELCONQUES (u, € R ou C)

3.1. Convergence absolue.

DEFINITION 5.

On dit que la série Z uy, est absolument convergente lorsque 2 |un| est un série convergente.
neN neN

Comme pour les intégrales impropres, on dispose du trés important résultat suivant ; ¢’est une condition
suffisante non nécessaire de convergence :

THEOREME 15. (CVA =— CV)
L’absolue convergence entraine la convergence et de plus :

+00 +00
Z Up| < Z |un| (inégalité triangulaire)
n=0 n=0

Démonstration.

— Cas réel : (u,) € RY.

Notons u, = max (uy,,0) et u,, = max (—un,0) alors u,, = u} —uy et [u,| =u} +u.

Puisque 0 < u;} < |un|, Y u;l est convergente, et de méme pour Y u,, donc Y u, est convergente et Y u, = S u — S u, .
— Cas complexe : (u,) € CN.

On écrit u,, = Re (uyn) + iIm (uy); en utilisant |Re (up)| < |un| et [Im (uy)| < |uy|, on en déduit la convergence absolue de
> Re (un) et Y, Im (uy), et donc avec ce qui précéde, leur convergence; ainsi >, u, converge et >, u, = >, Re(u,) + 1>, Im(uy).

Finalement, de 'inégalité triangulaire sur les sommes (finies) on déduit par passage a la limite I'inégalité triangulaire sur les
séries absolument convergentes :
+oo

Z Un
n=0

VN eN,

N
2, un
n=0

N +o0
< Z [wn | N < Z [tn] .
n=0 n=0

Remarque. La réciproque est fausse, il existe des séries convergentes non absolument convergente (on
(71)n+1

parle de séries semi-convergentes), par exemple Z ( de somme In2).
neN*
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THEOREME 16.
Soient (uy,) une suite a valeurs complezes, et (vy,) une suite a valeurs réelles et positives. Alors :

U, = O(vy,) et Zvn converge = Zun converge

Démonstration. Si u, = O(v,) alors il existe une constante K > 0 tel qu’a partir d’un certain rang, |u,| < K.|v,|; ainsi par
comparaison de séries a termes positifs, Y] u, converge absolument, et donc converge.

-
COROLLAIRE 17.
Soient (uy) et (v,) deux suites & valeurs complezes.
o Siu, =O(vy,) et siY,v, converge absolument alors Y, u, converge absolument.
o Siu, =o(vy) et si Y, v, converge absolument alors Y, u, converge absolument.
o Siu, ~ v, et si Y v, converge absolument alors Y u, converge absolument.
-
Démonstration. Le premier point découle immédiatement du théoréme précédent, les deux suivants en découlent. |

u, converge, I’hy-

. ) .
Remarque. Attention, u, i Uy, €t ZneN v, converge n’implique pas que ZneN

pothése que v, ne change pas de signe a partir d’un certian rang est essentielle (erreur trés classique).

- ¢ [l L K e O i ot . A
Un contre-exemple est donné par N Ty (on pourra le justifier simplement apres le

prochain paragraphe).

3.2. Séries alternées.

N
DEFINITION 6.
Soit (u,) € RN une suite réelle. Z U, est une série alternée ssi Vn € N, (—1)"u,, est de signe
neN
constant.
J

Une série alterné est une série dont le terme général change de signe a chaque rang.

THEOREME 18. (Critére spécial des séries alternées (CSSA))
Une série ),y un alternée vérifie le critére spécial des séries alternées lorsque :
la suite (|un|), oy est décroissante et de limite 0.

Dans ce cas, la série est convergente.
+00

De plus, Z un est du signe de son premier terme ug et est en valeur absolue < |ug| ; appliqué

=0
au reste, il en découle :
+a0
R, = Z uy est du signe de un4q et est en valeur absolue < |unq1]
k=n+1
- y,

Démonstration. On montre que les suites (San) et (S2n+1) sont adjacentes ; soit e € N tel que up = (—1)""¢|u,| (ie. (=1)°¢
et up sont de méme signe) ;
Sont2 — S2n = (1) (luzn+2| — [uzn+1l) Sant3 — S2nt1 = (=1)°(Juzn+t2| — luzntsl)

ainsi (S2,) et (S2n+1) sont des suites de monotonie contraire. De plus S2,41 — S2n, = u2n+1 —> 0; donc les suites sont
adjacentes. Donc elles convergent vers une méme limite ¢, et donc (S, ) aussi. En particulier pour tout N € N, en posant

sgn(uns1) = (—1)NVF1He = +1 (du méme signe que un 1) :
+o N+1
sgn ’U.N+1 Z un < sgn uN+1) X Z un < sgn U.N+1 Z Un,
n=0 n=0 n=0
+o
= 0 < sgn(un+1) X Z Up < sgn(un4+1) X UN41
n=N+1
Ainsi Ry est du méme signe que uny1 et |Ry| < |[un+1]- | ]
Exemple. La série alternée Z(—l)”ﬁ vérifie le critére spécial des séries alternées; ainsi les suites

(_\/%)n et ( \F) sont, équivalentes mais donnent des séries qui n’ont pas méme nature.
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Remarque. Bien sir, le résultat de la convergence reste vrai si on a (|uy,|),cy est décroissante a partir
d’un certain rang mais la majoration de la somme est fausse (il faut décaler les termes).

( . , . )
Exercice 10. Déterminer la nature de :

Zln(l—i— 1) ), a>0

n=2
(=n"
e 3 (F
neN
. J
Résolution.
4 )

Meéthode pour I’étude d’une série a terme quelconque.

— En général, on étudie |u,| (majoration ou minoration et équivalent). Si on a CVA, alors on a
CV.

— 81 > |uy,| diverge :
e On peut se demander si 'on a affaire & une série alternée (c’est souvent visible!) qui vérifie

le critére spécial & partir d’un certain rang.
Par exemple si u,, = (=1)"f(n), on peut regarder le signe de f’(z) lorsque = tend +o0.

e On peut effectuer un développement asymptotique, jusqu’a un terme de signe constant ou
de convergence absolue ; typiquement :

Si U, > (frlb)n, on ne peut pas conclure mais si on prouve par exemple que
n—+ao
- &=D" 5 1y . (&=D° 1 ;
Un = +-3+o0 (F) o +0 (ﬁ), alors on sait conclure...
s( 2oz
e Il arrive qu'un groupement de termes donne des résultats : étudier >, s C%(ns ) .
\_ J
Exemple.
2nm s T . T
Z cos (227) 2 cos ((3n +1)2F)  cos ((3n+2)2F)  cos ((3n+ 3)2F)
B 3n+1 3n+2 3n+3
neN* neN¥

1 _1 1
2 2
n+1 3n+2 3n+3

23
B ZN —3n —3

2(3n+1)(3n +2)(3n + 3)

1
18n2
Jean-Philippe Préaux 16
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_1
La série S3,, converge par comparaison avec une série de Riemann et S3, .1 = S3, + iy = Ssn +0(1)

1 1
_ —3 ~3 _ A e 7
et Sspio = S3p + ST T 3nas — Ssn + 0(1) convergent vers la méme limite ; d’ou la convergence.

Remarque. Retenir que regrouper par paquet revient a extraire une suite de la suite (S,), .y des
sommes partielles.

3.3. Produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes.

e z

DEFINITION 7.

On appelle produit de Cauchy de deuz séries Z Uy, et Z vy, la série de terme général w, défini

neN neN
par :
n
Wy, = Z UpVg = Z UpUn—p
p+g=n p=0

\ J

Remarque. Sil’on constitue un tableau en placant en ligne u;, en colonne v; et au croisement dans le
tableau leur produit u,;v;, I’élément w,, est obtenu en sommant les éléments du tableau sur la diagonale

i1+j=mn:
wo = U9V w1 = UQV1 + U1V Wy = UV + ULV + U2V etc.
Le résultat fondamental est que pour deux séries absolument convergente, leur produit de Cauchy
converge absolument vers le produit de leur somme.
e )
THEOREME 19. (Produit de Cauchy de séries ACV)
Si Z Uy, et Z v, sont absolument convergentes alors leur produit de Cauchy 2 Wy, €est ausst

neN neN neN
absolument convergent et

+00

+00 +00

S (S ) xS

n=0 n=0 n=0
\ J

Démonstration. Non exigible. (S’aider d’une figure.)

Etablissons d’abord la convergence absolue de Y w,, :
n
3w = Uk Vi—k
i=0 0

-

Il
<}
ES
Il

[ukvi—r| Inégalité triangulaire

N
M-

o.
Il
=}

k

I
o

N

gl

n n
Z [ui |vg] par positivité
i=04=0

3

n
= |ug| x Z [vj] par linéarité
0 j=o

o
Il

La convergence absolue des séries >, u, et Y, v, assure alors de la converge absolue du produit de Cauchy.
Notons U, V,, W, les sommes partielles des séries de terme général, respectivement w,, v,, Wy

n n n n
U x Vo= S Noy= 303 wi x oy 2n
i=0 i=0 i=0j=0 *
2n  k 2n 2n—i . o
Wapn = Z UiV —j = Z Z Uivj L
k=0i=0 i=0 j=0
n -
2n  2n—i 2n  2n—j ‘ .
= Wap —Up x V,, = Z Z uivj + Z Z wivj ‘
izl j=0 j=n+1 i=0 1 t
‘ ) o o o
on 2n—i 2n 2n—j \
_ ws Z vi + Z Vi Z w; —
) Z i 7 ) E i n 2n
i=n+1 j=0 j=n+1 i=0

Puisque les séries Y u, et >, v, convergent, elles sont bornées : il existe M > 0 tel que pour tout n € N :

n n
2, w
k=0

S

k=0

<M et <M
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En particulier, en appliquant 1’inégalité triangulaire :

2n 2n—1i 2n 2n—j
|W2n —Up x an < Z Uq Z vj + Z vj Z Uj
i=n+1 j=0 j=n+1 i=0
2n 2n—i 2n 2n—j
SIS YR P Y e v
i=n+1 Jj=0 j=n+1 =0
2n 2n—i 2n—j
< 8w Suls 8 2, v
i=n+1 J=0 j=n+1 i=0
2n 2n
SMx Y Juil+Mx Y vl
i=n+1 j=n+1
+ o + oo
Or les séries étant absolument convergente, les suites des restes Z Ju;| et Z |vj| tendent vers 0; donc pour € > 0 il existe
i=n+1 j=n+1
N € N tel que :
2n + €
2 lul< D) fuil <
i=n+1 i=n+1 2M €
n>=N — 5 Lo = |[Wa,, — Uy, X V| < Mx—+M — =
& € 2M 2M
Dl Y vyl < YV
j=n-+1 j=n+1
+o + +%
Ainsi, par définition, |Wa,, — U, V,,| — 0. En passant a la limite, on obtient Z Wy, = Z Uy X Z Uy« |
n=0

Remarque. Attention sans la convergence absolue, tout peut se produire ; on ne peut rien déduire sur
la nature du produit de Cauchy.

" R
Exercice 11.

Soit ;. Un une série réelle absolument convergente. Pour tout n € N, on pose

1 n
7 2 2w
k=0

En utilisant le produit de Cauchy, montrer que la série »; _ v, converge absolument et exprimer

. 0
sa somme en fonction de ::0 U,

Reésolution.

3.4. Exemple : La série exponentielle.
On a établi que pour tout z € R :

i .’L' i . (E2k i 2k+1
— = (-1) = cos(x) = sin(x)
|
har = (2k)! = 2k 2k + 1)!
En particulier, pour tout z € C, les séries )}, %, Seen(—1)F éj:,, ren (—1)F g,::l), sont absolument

convergentes, et donc convergentes.

Ok
Pour z € C, notons (pour 'instant) e* = Z —.

Soit # € R, soit n € N,
R 2§1 (i6)* . L (ig)k i (10)2F & (i9)2k+1

k=0 k! k=0 : k=0 : e} (2/€)! = (2k‘ +1)!

k pair k impair
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znl zn: §)2k+1
=2, (=1

= = Qk 2k +1)!
— €' = cos(0) + 1sm(9)

n—+400

D’autre part, soient a et b deux complexes, par produit de Cauchy :

b Z i ak' bn—k'
e’ xe’ =
| — |
neN k=0 k! (n k)
1 & (n
_ Z — Z <k>ak % bn—k
neN " k=0
1
= —la+0)" formule du binéme
neN n
_ ea+b
En particulier, et = e x €' ; c’est 'exponentielle complexe comme elle a pu étre définie en début

de sup. Désormais on notera e*

N
Pour tout z € C, la série absolument convergente :
zn
2 o
neN
permet d’étendre la fonction exponentielle de R a C. On note sa somme e*. Elle vérifie :
V(a,b) € R?, M = % x (cos(b) + isin(b))
V(z,2') € C?, et = €% x e*
\ J
3.5. Approximation numérique d’une somme.
+00
Soit Z Uy, une série convergente. On sait que IIIE Sn Z Up. On se donne € = 107? par exemple,
n——+0o0
neN n=0
et on cherche un N € N (pas trop grand si possible) tel que
+o0 +00
ZunfSN = Z Up| < €.
n=0 n=N+1

Sy sera alors une valeur approchée de la somme S. Il est donc intéressant de savoir majorer sans
symbole somme le reste de la série étudiée. Voici quelques exemples classiques.

e Majoration classique lorsque Vn € N, |up41| < k |uy| avec k €]0, 1[. Alors :

[un 1]
1-k

‘RN|<|UN+1|(1+k+k2+...):

e Pour les séries de Riemann convergentes (a > 1), on sait que

FOO dt 1 1
E < — < _
ka t* " a—1 No!

k=N+1
+00 1
e Autre exemple, Z — =e On a
=t
io R <1+ L, - + )
W (N +1)! N+2 (N+2)(N+3)

1 1 1
S (H N+2 Nt2? +>
série géornétrique
- 1 " 1 _ N +2
CINADI T I- s (N DIV DY
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. . N +2

Il est alors facile de trouver un entier N tel que m <e.

e Comme pour les séries de Riemann, on peut penser & comparer la série avec une intégrale (surtout
[e¢]
si la fonction est décroissante) : sous cette hypothése 0 < Ryy1 = JFZ f(n) < HO f@)dt avec
z N
f positive décroissante. Si l'intégrale se calcule facilement, on peutnf;]cviﬂelment récupérer un entier
0
N satisfaisant 2 Up| < €.
n=N+1
4. QUELQUES EXERCICES

e )

Exercice 12. Critére de Raabe-Duhamel.
Soit (un ),y une suite réelle strictement positive.
Un41 1 9: : k
1) On suppose que = 1-2+ nHOJrOO (F) Montrer qu’il existe k > 0 tel que u,, Wi mE
A quelle condition nécessaire et suffisante la série Y _, u, converge-t-elle?
Indication : considérer Zn>1 (Invy41 — Inw,) avec v, = n%u,.

2) On suppose seulement “* =1—2 4 o (%) avec a > 1. Montrer que la série Y}, _; un,

n—+00
converge.
. 0 . Un+1l 5 Wntl _ 1 o 9<s
Indication : comparer A == pour wn = 5,7 bien choisi.
\ J
Résolution.

Remarque. Ce critére s’applique seulement lorsque d’Alembert échoue avec lim “ZA =1".
N
Exercice 13. (Mines 2018).
On dispose d’une suite (u,) & termes strictement positifs.
Soit (x,) une suite définie par zo > 0 et pour n € N,
1 2
Tn+1 = 5 (Z’n 4 Ty, 4 'Ltn> 0
(1) On suppose que la série >} - u, converge. La suite (z,) converge-t-elle ?
(2) On suppose que la suite (z,,) admet une limite finie. La série }; _,u, converge-t-elle?
. J
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Résolution.

~
Exercice 14. (Mines 2018).
Déterminer la nature de :
n (71)]071
9 _
Z exp Z ’
n>1 k=1
ot (=1)k! ! k—1
Indication : remarquer que — = (=) "dt.
0
\ J

Résolution.

Jean-Philippe Préaux 21



