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Introduction

La théorie de l’intégration trouve son origine dans les calculs d’aire et de volume. Suite aux travaux
de Pascal, Leibniz et Newton (17e siècle) est née la théorie du calcul différentiel et intégral. L’intégration
y est l’opération « inverse » de la dérivation (primitive). C’est le point de vue du programme des lycées
où l’intégrale d’une fonction continue (ou dérivable) est définie au moyen d’une primitive. Si on se place
du point de vue du calcul d’aire (ou de son équivalent algébrique, linéarité, Chasles, etc.), l’espace des
fonctions continues peut paraitre un peu limité. Dans notre programme, nous intégrons des fonctions
continues par morceaux, utiles notamment pour les transformées de Fourier (fin 18e, traitement du
signal etc.) et suivons la démarche de Riemann (19e siècle). Des résultats puissants d’interversion entre
lim et

ş

furent démontrés dans un cadre très général par Lebesgue (début 20e), nous verrons plus tard
quelques applications de ces théorèmes dans le cadre des intégrales à paramètres.

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

1. Prérequis

1.1. Extension des notions de limite et continuité aux fonctions complexes.
I désigne un intervalle non vide et non réduit à un point, et a un point de I ou une borne de I (finie
ou infinie).

Définition 1. (Limite d’une fonction à valeur complexe)
Soit f : I ÝÑ C et ` P C. On dit que f a pour limite ` lorsque x tend vers a, que l’on note :

lim
xÑa

fpxq “ ` ou lim
a
f “ `

si :
‚ lorsque a P R :

@ε ą 0, Dα ą 0, @x P I, |x´ a| ď α ùñ |fpxq ´ `| ď ε
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‚ lorsque a “ `8 :
@ε ą 0, DM ą 0, @x P I, x ěM ùñ |fpxq ´ `| ď ε

‚ lorsque a “ ´8 :
@ε ą 0, DM ą 0, @x P I, x ď ´M ùñ |fpxq ´ `| ď ε

Remarques.

‚ Comme dans le cas d’une fonction réelle, on définit aussi lorsque a P C la limite à gauche/droite en
a : lim

xÑa´
fpxq “ ` et lim

xÑa`
fpxq “ `. On a encore la caractérisation attendue :

Si a P I : lim
xÑa

f “ ` ðñ lim
xÑa´

f “ lim
xÑa`

f “ fpaq “ `

Si a R I : lim
xÑa

f “ ` ðñ lim
xÑa´

f “ lim
xÑa`

f “ `

‚ Lorsqu’elle existe la limite est unique. (La preuve est identique au cas réel).

Propriété 1. Sous les mêmes hypothèses ; en notant :
Repfq : I ÝÑ R

x ÞÝÑ Repfpxqq
Impfq : I ÝÑ R

x ÞÝÑ Impfpxqq

lim
xÑa

f “ ` ðñ

$

’

&

’

%

lim
xÑa

Repfq “ Rep`q

et
lim
xÑa

Impfq “ Imp`q

Démonstration. (Esquisse) Le sens direct découle de maxp|Repzq|, |Impzq|q ď |z| :

|Repfqpxq ´ Rep`q| ď |fpxq ´ `| et |Impfqpxq ´ Imp`q| ď |fpxq ´ `|

Le sens réciproque découle facilement de l’inégalité triangulaire :

|fpxq ´ `| “ |Repfqpxq ´ Rep`q ` i pImpfqpxq ´ Imp`qq|

ď |Repfqpxq ´ Rep`q| ` |Impfqpxq ´ Imp`q|

�

Définition 2. (Continuité d’une fonction à valeurs complexes)
Soit f : I ÝÑ C ;
‚ f est continue en a P I si lim

xÑa
fpxq “ fpaq.

‚ f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

Remarque. Comme dans le cas réel, les opérations usuelles, combinaison linéaire, produit, quotient,
préservent la continuité. (Preuves identiques au cas réel).

1.2. Subdivision d’un segment.

Définition 3. (Subdivision d’un segment)
Soit ra, bs un segment ; une subdivision du segment ra, bs est une suite finie pxiqiPrr0,nss d’éléments
de ra, bs strictement croissante vérifiant :

a “ x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn “ b

Définition 4. (Subdivision régulière d’un segment)
Avec les mêmes notations, si en outre, la suite pxiq est arithmétique, c’est-à-dire :

Dr ą 0, @i P rr0, n´ 1ss, xi`1 ´ xi “ r

alors la subdivision pxiqiPrr0,nss du segment ra, bs est dite régulière. Le pas de la subdivision est
alors :

r “
b´ a

n

Jean-Philippe Préaux 2



PC Intégration sur un segment ; révisions et compléments ENCPB

En particulier,

@i P rr0, nss, xi “ a` iˆ
b´ a

n

1.3. Fonctions en escalier.

Définition 5. (Fonctions en escalier)
Une fonction ϕ : ra, bs Ñ K est dite en escalier si il existe une subdivision pa0 “ a, . . . , an “ bq
de l’intervalle ra, bs, telle que :

@i P rr0, n´ 1ss, ϕ|sai,ai`1r “ Cste “ ki

une telle subdivision est appelée une subdivision subordonnée (ou adaptée) à ϕ.

a5 = ba0 = a a1 a2 a3 a4

Remarque. Une subdivision subordonnée à une fonction en escalier φ n’est pas unique : donnée
une subdivision pxiq, continuer à subdiviser les intervalles rxi, xi`1s donnera une autre subdivision
subordonnée à φ. Mais il en existe une seule (de cardinal) minimal(e) : celle pour laquelle les valeurs
prises par φ en sxi´1, xir, xi et sxi, xi`1r sont partout différentes. Cette subdivision minimale est une
suite extraite commune à toutes les subdivisions subordonnées à φ.

Propriété 2. Combinaisons linéaires et produit de deux fonctions ϕ, ψ : ra, bs ÝÑ K en
escaliers, sont aussi des fonctions en escaliers.

Démonstration. (Esquisse) On peut toujours prendre une subdivision subordonnée à la fois à ϕ et à ψ : à partir de deux
subdivisions de ra, bs subordonnées rspectivement à ϕ et ψ, considérer la subdivision de ra, bs dont les éléments en sont réunion.
Il est alors clair que sur chaque intervalle de sxi, xi`1r de cette subdivision commune, λϕ` µψ et ϕˆ ψ sont constantes. �

1.4. Fonctions continues par morceaux.

Définition 6. (Fonction continue par morceaux sur un segment)
Une fonction f : ra, bs ÝÑ K est continue par morceaux sur ra, bs si elle est continue sauf en
un nombre fini de points en lesquels elle admet des limites à droite et à gauche finies.
On note Cpmpra, bs,Kq l’ensemble des fonctions continues par morceaux sur ra, bs et à valeurs
dans K.

Exemples.

a b

‚ La fonction partie entière x ÞÝÑ txu est continue par morceaux sur tout intervalle ra, bs.
Jean-Philippe Préaux 3



PC Intégration sur un segment ; révisions et compléments ENCPB

‚ La fonction x ÞÝÑ
"

1{x si x ­“ 0

0 sinon
n’est pas continue par morceaux sur ra, bs lorsque a ă 0 ă b car

ses limites à droite et à gauche en 0 sont infinies.

Définition 7. (Fonction continue par morceaux sur un intervalle)
Une fonction f : I ÝÑ K est continue par morceaux si elle est continue par morceaux sur tout
segment ra, bs dans I.
On note CpmpI,Kq l’ensemble des fonctions continues par morceaux sur I et à valeurs dans K.

Propriété 3. Soit f : I ÝÑ C ; f est continue par morceaux ssi Repfq : I ÝÑ R et
Impfq : I ÝÑ R le sont.

Démonstration. (Esquisse) Découle de la propriété 1. �

Propriété 4. Combinaisons linéaires et produit de deux fonctions f, g : I ÝÑ K continues
par morceaux, sont aussi des fonctions continues par morceaux.

Démonstration. Soit ra, bs Ă I un segment et soit D la réunion des points de discontinuité de f et de g ; D est fini et λf `µf
ainsi que f ˆg sont continues en tout point de IrD. En tout point de D λf `µf et f ˆg admettent une limite à droite/gauche
finie. �

2. Intégrale d’une fonction continue par morceaux (sur un segment)

La construction de l’intégrale d’une fonction continue/continue par morceaux doit être vue, mais
n’est pas exigible.

2.1. Intégrale d’une fonction en escalier.

Définition 8. (Intégrale d’une fonction en escalier)
Soit ϕ : ra, bs Ñ K une fonction en escalier, et soit une subdivision pa0 “ a, . . . , an “ bq de
l’intervalle ra, bs subordonnée à ϕ :

@i, ϕ|sai,ai`1r “ Cste “ ki

On définit alors l’intégrale de ϕ :
ż

ra,bs

ϕ “

ż b

a

ϕ “

ż b

a

ϕptqdt “
n´1
ÿ

i“0

pai`1 ´ aiq ˆ ki P K

Ce nombre est indépendant du choix de la subdivision adaptée à ϕ.

Exemple. La fonction partie entière x ÞÝÑ txu est une fonction en escalier.

ż 4

0

ttudt “ 0ˆ 1` 1ˆ 1` 2ˆ 1` 3ˆ 1

“ 6
ż n

0

ttudt “
n´1
ÿ

k“0

k ˆ 1

“
npn´ 1q

2

y = bxc

0 1 2 3 4
0

1

2

3

Remarque. Interprétation géométrique : lorsque K “ R, c’est l’aire "algébrique" délimitée entre la
courbe de ϕ et l’axe des abscisses ; "algébrique" car elle peut prendre des valeurs négatives.

On vérifie les propriétés :

Propriété 5. Soient ϕ,ψ des fonctions en escalier.

Jean-Philippe Préaux 4
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‚

ż

ra,bs

ϕ ne dépend pas des valeurs prises par ϕ en ses points de discontinuité.

‚ Si ϕ et ψ sont deux applications en escaliers de ra, bs sur K ne différant qu’en un nombre

fini de points alors
ż

ra,bs

ϕ “

ż

ra,bs

ψ

‚ Linéarité :
ż

ra,bs

pλϕ` µψq “ λ

ż

ra,bs

ϕ` µ

ż

ra,bs

ψ

‚ Croissance : si K “ R et ϕ ď ψ alors
ż

ra,bs

ϕ ď

ż

ra,bs

ψ

‚ Inégalité triangulaire :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

ra,bs

ϕ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

ra,bs

|ϕ|

‚ Relation de Chasles :
ż

ra,cs

ϕ`

ż

rc,bs

ϕ “

ż

ra,bs

ϕ

Démonstration. (Esquisse) Toutes découlent rapidement de la définition. �

2.2. Intégrale d’une fonction continue par morceaux.

Théorème 6. (d’approximation par des fonctions en escaliers)
Soit f P Cpmpra, bs,Rq ; pour tout ε ą 0 il existe deux fonctions en escaliers ϕ,ψ : ra, bs ÝÑ R
telles que :

ϕ ď f ď ψ et ψ ´ ϕ ď ε

Démonstration. Admis. �

Proposition-Définition 9. (Intégrale de f P Cpmpra, bs,Rq)
Soit f P Cpmpra, bs,Rq ; alors

sup

#

ż b

a

ϕ
ˇ

ˇ

ˇ
ϕ en escalier et ϕ ď f

+

et inf

#

ż b

a

ψ
ˇ

ˇ

ˇ
ψ en escalier et f ď ψ

+

existent et sont égaux. Ce nombre est appelé intégrale de f sur ra, bs et noté
ż

ra,bs

f “

ż b

a

fptqdt “

ż b

a

f.

Démonstration. (Non exigible). Puisque f P Cpmpra, bs,Rq, f est bornée donc majorée, disons par M .
Soit ϕ en escalier telle que ϕ ď f alors ϕ ďM , donc

şb
a
ϕ ďMpb´aq, donc t

şb
a
ϕ | ϕ en escalier et ϕ ď fu est majoré, donc le sup

existe, notons le I´ ; par le même argument f est minorée et inft
şb
a
ψ | ψ en escalier et f ď ψu existe, notons le I` ; clairement

I´ ď I`. D’après le théorème précédent, pour tout ε ą 0, il existe deux fonctions en escalier ϕ et ψ telles que ϕ ď f ď ψ et
ψ ´ ϕ ď ε donc ψ ´ ϕ est en escalier,

şb
a
pψ ´ ϕq ď εpb ´ aq et

şb
a
ϕ ď

şb
a
ψ. On a donc :

şb
a
ϕ ď I´ et I` ď

şb
a
ψ et donc par

linéarité 0 ď I` ´ I´ ď εpb´ aq pour tout ε ą 0 ; donc I` “ I´. �

Remarque. Interprétation géométrique lorsque K “ R :
ż b

a

f est l’aire algébrique du domaine délimité par la courbe de f , l’axe des abscisses et les droites

verticales x “ a et x “ b.

Définition 10. (Extension aux fonctions complexes)
Soit f : ra, bs ÝÑ C continue par morceaux. On définit :

ż b

a

f “

ż b

a

Repfq ` i

ż b

a

Impfq.

Remarque. Bien sûr, C 0pra, bs,Kq Ă Cpmpra, bs,Kq, aussi lorsque f : ra, bs ÝÑ K est continue, on
retrouve la définition de

şb

a
f .

Jean-Philippe Préaux 5
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On peut aussi définir l’intégrale d’une fonction continue par morceau, à l’aide de l’intégrale d’une
fonction continue :

Proposition-Définition 11.
Soit f P Cpmpra, bs,Kq et soient x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn ses points de discontinuité.
Pour tout i P rr0, n´ 1ss on définit l’application fi : rxi, xi`1s ÝÑ K par :

fipxq “

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

fpxq si xi ă x ă xi`1

lim
xÑx`i

fpxq si x “ xi

lim
xÑx´i`1

fpxq si x “ xi`1

Alors fi est continue sur rxi, xi`1s, et on définit :
ż b

a

fptqdt “
n´1
ÿ

i“0

ż xi`1

xi

fiptqdt .

Démonstration. (Esquisse) Découle de la relation de Chasles (appliquée aux points de discontinuité) et au fait que changer
la valeur de la fonction en un nombre fini de points ne change pas son intégrale. (Voir paragraphe suivant). �

Définition 12. Inversion des bornes
Soit f P Cpmpra, bs,Kq. On définit :

ż a

b

f “ ´

ż b

a

f et
ż a

a

f “ 0.

3. Propriétés

3.1. Propriétés générales.

Propriété 7. Soient f, g : I ÝÑ K des fonctions continues par morceaux et soient a, b, c P I :

‚

ż b

a

f ne dépend pas des valeurs prises par f en ses points de discontinuité et si f et g ne

différent qu’en un nombre fini de points alors
ż b

a

f “

ż b

a

g

‚ Linéarité :
ż b

a

pλf ` µgq “ λ

ż b

a

f ` µ

ż b

a

g

‚ Positivité : si K “ R, a ď b et f ě 0 alors
ż b

a

f ě 0

‚ Croissance : si K “ R, a ď b et f ď g alors
ż b

a

f ď

ż b

a

g

‚ Inégalité triangulaire : si a ď b :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|f |

‚ Relation de Chasles :
ż b

a

f `

ż c

b

f “

ż c

a

f

Démonstration. (Esquisse) Elles s’obtiennent par passage à la limite à partir de la propriété 5. �

Propriété 8. Si f P C 0pra, bs,R`q, alors
ż b

a

f “ 0 ùñ f “ 0.

Jean-Philippe Préaux 6
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Démonstration. Montrons la contraposée : si f ­“ 0 alors il existe c P ra, bs tel que fpcq ą 0. Puisque f est continue, on peut
supposer c Psa, br et de limc f “ fpcq, par définition, en posant ε “ fpcq

2 ą 0, on obtient Dα ą 0, |x´c| ď α ùñ |fpxq´fpcq| ď ε
et donc en posant c1 “ maxpa, c´ αq ă c et c2 “ minpb, c` αq ą c :

c´ α ď c1 ď x ď c2 ď c` α ùñ fpxq ě fpcq ´
fpcq

2
“
fpcq

2
ą 0

D’après la relation de Chasles, et par positivité et croissance de l’intégrale :
ż b

a

f “

ż c1

a

f
loomoon

ě0

`

ż c2

c1

f
loomoon

ěpc2´c1q
fpcq
2
ą0

`

ż b

c2

f
loomoon

ě0

ą 0

�

3.2. Valeur moyenne d’une fonction.

Propriété 9. Soit f P Cpmpra, bs,Rq ; si pour tout x P ra, bs, m ď fpxq ďM alors :

mpb´ aq ď

ż

ra,bs

f ďMpb´ aq

Démonstration. Il suffit d’appliquer la croissance de l’intégrale à m ď f ďM . �

Définition 13. (Valeur moyenne)
Soit f P Cpmpra, bs,Rq ; la valeur moyenne de f sur ra, bs est :

1

b´ a

ż

ra,bs

f

Pour une fonction continue, la valeur moyenne est une valeur atteinte par la fonction sur l’intervalle
ra, bs.

Propriété 10. Si f P C 0pra, bs,Rq, alors sa valeur moyenne
1

b´ a

ż

ra,bs

f est atteinte par f

sur ra, bs :

Dc P ra, bs, fpcq “
1

b´ a

ż

ra,bs

f

Démonstration. D’après le théorème des bornes atteintes, fpra, bsq “ rm,Ms ; d’après le T.V.I. et la propriété 9, Dc P

ra, bs, fpcq “
1

b´ a

ş

ra,bs
f . �

3.3. Sommes de Riemann.

Définition 14. (Sommes de Riemann)
Soient f P C 0pra, bs,Rq, et n P N˚. On appelle somme de Riemann de f d’ordre n le réel :

Snpfq “
b´ a

n

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

a` k
pb´ aq

n

˙

.

Remarque. Interprétation géométrique.

On découpe le domaine ra, bs sur une subdivision régulière pakqkPrr0,nss en n segments. Chaque segment
rak, ak`1s a pour longueur b´a

n . Si on somme les aires de tous les rectangles de base rak, ak`1s et de
hauteur :

– fpakq : on obtient la première somme de Riemann :

b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

a` k ˆ
b´ a

n

˙

“
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

f pakq

Jean-Philippe Préaux 7
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– fpak`1q : on obtient la deuxième somme de Riemann :

b´ a

n
ˆ

n
ÿ

k“1

f

ˆ

a` k ˆ
b´ a

n

˙

“
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

f pak`1q “
b´ a

n
ˆ

n
ÿ

k“1

f pakq

a bsubdivision régulière a bsubdivision régulière

Propriété 11. (Convergence des sommes de Riemann)

Soit f P C 0pra, bs,Rq :

b´ a

n

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

a` k
b´ a

n

˙

ÝÑ
nÑ`8

ż b

a

fptqdt

Remarque. Si on somme de 1 à n au lieu de 0 à n ´ 1, la somme converge toujours vers la même
limite.
Démonstration. (Esquisse). Dans le cas particulier où f est Lipschitzienne : DK ą 0, @x, y P ra, bs, |fpxq ´ fpyq| ď K|x´ y|.
Soit ak “ a` k b´a

n . On applique pour tout k P rr0, n´ 1ss le théorème des bornes atteintes sur rak, ak`1s et la propriété 9 :

@k P rr0, n´ 1ss,
b´ a

n
ˆ min
rak,ak`1s

f ď

ż

rak,ak`1s

f ď
b´ a

n
ˆ max
rak,ak`1s

f

puisque f est K-Lipschitzienne :

fpakq ´
b´ a

n
ˆK ď min

rak,ak`1s
f ď max

rak,ak`1s
f ď fpakq `

b´ a

n
ˆK

ce qui donne l’encadrement :

@k P rr0, n´ 1ss,
b´ a

n
ˆ fpakq ´K

ˆ

b´ a

n

˙2

ď

ż

rak,ak`1s

f ď
b´ a

n
ˆ fpakq `K

ˆ

b´ a

n

˙2

On somme les inégalités de 0 à n´ 1 et on applique la relation de Chasles :

b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

fpakq ´
Kpb´ aq2

n
ď

ż b

a

f ď
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

fpakq `
Kpb´ aq2

n

qu’on utilise pour encadrer la somme :
ż b

a

f ´
Kpb´ aq2

n
ď
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

fpakq ď

ż b

a

f `
Kpb´ aq2

n

Puisque Kpb´aq2

n ÝÑ
`8

0, avec le théorème des gendarmes : b´a
n ˆ

řn´1
k“0 fpakq ÝÑ`8

şb
a
f . �

Remarque. De plus l’erreur commise en approximant
şb

a
f par b´a

n ˆ
řn´1
k“0 fpakq est en O

`

1
n

˘

. Plus
précisément :

Propriété 12. (Erreur commise)

Lorsque f est de classe C 1 sur ra, bs, l’erreur commise en approximant
ż b

a

f par
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

fpakq

est majorée par :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

f ´
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

fpakq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď max
ra,bs

|f 1| ˆ
pb´ aq2

2n

Jean-Philippe Préaux 8
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Démonstration. D’après l’inégalité des accroissements finis, pour tout k P rr0, n´ 1ss,

@t P rak, ak`1s, |fptq ´ fpakq| ď max
ra,bs

|f
1
| ˆ |t´ ak|

ainsi de Chasles et de ak`1 ´ ak “
b´a
n découle :

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

f ´
b´ a

n
ˆ

n´1
ÿ

k“0

fpakq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n´1
ÿ

k“0

ż ak`1

ak

fptqdt´
n´1
ÿ

k“0

ż ak`1

ak

fpakqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n´1
ÿ

k“0

ż ak`1

ak

fptq ´ fpakqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

linéarité de
ż

ď

n´1
ÿ

k“0

ż ak`1

ak

|fptq ´ fpakq| dt inégalité triangulaire

ď

n´1
ÿ

k“0

max
ra,bs

|f
1
| ˆ

ż ak`1

ak

pt´ akq dt Ineg. acc. finis

ď

n´1
ÿ

k“0

max
ra,bs

|f
1
| ˆ

1

2

pb´ aq2

n2
ď max
ra,bs

|f
1
| ˆ

pb´ aq2

2n
linéarité de

ÿ

�

Remarque. Application : calcul approchée d’une intégrale par la méthode des rectangles.

def methodeRectangle(f, a, b, n):
""" Ca lcu l approch e de l ’ i n t e g r a l e de f en t re a e t b
renvo ie l a somme de Riemann (à gauche par ex )
pour n segments . Plus n e s t grand , me i l l e u r e e s t
l ’ approximation . """
x = a
delta = (b−a)/n
S = 0
for k in range(n):

S = S + f(x)
x = x + delta

return delta ∗ S

Remarque. Cas particulier important : on utilise souvent les sommes de Riemann dans le cas d’une
fonction f continue sur le segment r0, 1s :

ż 1

0

fptqdt “ lim
nÑ`8

1

n

n´1
ÿ

k“0

f

ˆ

k

n

˙

“ lim
nÑ`8

1

n

n
ÿ

k“1

f

ˆ

k

n

˙

Exercice 1. Calculer :

lim
nÑ`8

n´3{2
n´1
ÿ

k“0

?
k.

Résolution.

lim
nÑ`8

n´3{2
n´1
ÿ

k“0

?
k “ lim

nÑ`8

1

n

n´1
ÿ

k“0

c

k

n
“

ż 1

0

?
tdt “

„

2

3
t
?
t

1

0

“
2

3

4. Calcul intégral

4.1. Théorème fondamental de l’analyse.

Définition 15. (Primitive)
Soit f : I Ñ R
On appelle primitive de f toute fonction F dérivable sur I telle que F 1 “ f .

Propriété 13. Deux primitives de f diffèrent d’une constante additive.
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Démonstration. Soit F,G : I ÝÑ R deux primitives de f : I ÝÑ R. Alors F ´G est dérivable sur I et pF ´Gq1 “ F 1 ´G1 “
f ´ f “ 0, ainsi F ´G est constante sur I : Dc P R, F “ G` c. �

Théorème 14. (Théorème fondamental de l’analyse)

Soit f P C 0pI,Rq ; soit a P I. Alors la fonction :
Fa : I ÝÑ R

x ÞÝÑ

ż x

a

fptqdt

est l’unique primitive de f s’annulant en a.

Démonstration. (Esquisse) Dans le cas où f change de signe un nombre fini de fois.
Considérons l’application :

A : ra, bs ÝÑ R`
x0 ÞÝÑ l’aire délimitée par Cf , pOxq, x “ a et x “ x0

Montrons que A est une primitive de f sur ra, bs.

‚ Cas où f est positive sur ra, bs.
Soit x0 P ra, br ; dérivabilité à droite de A en x0 :
Soit h ą 0 tel que x0 ` h P ra, bs.
Puisque f est continue sur rx0, x0`hs, elle y est bornée et atteint ses
bornes :

min
rx0,x0`hs

f et max
rx0,x0`hs

f.

Ainsi :
hˆ min

rx0,x0`hs
f ď Apx0 ` hq ´ Apx0q ď hˆ max

rx0,x0`hs
f

min
[x0,x0+h]

f

max
[x0,x0+h]

f

x0 x0+h

Or puisque f est continue (à droite) en x0 :
$

&

%

min
rx0,x0`hs

f ÝÑ
hÑ0

fpx0q

max
rx0,x0`hs

f ÝÑ
hÑ0

fpx0q
car

@ε ą 0, Dh ą 0, @x P rx0, x0 ` hs, |fpxq ´ fpx0q| ď ε

ùñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

min
rx0,x0`hs

f ´ fpx0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε et
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

max
rx0,x0`hs

f ´ fpx0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε

Ainsi, après avoir divisé par h ą 0, d’après le théorème des gendarmes :

lim
hÑ0`

Apx0 ` hq ´ Apx0q

h
“ A

1
dpx0q “ fpx0q

Le même argument s’applique pour x0 P sa, bs et h ă 0, ce qui montre que A est dérivable en x0 et A1px0q “ fpx0q.

Ainsi A est une primitive de f ,

Apxq “

ż x

a

fptqdt

et
şb
a
fptqdt est égale à l’aire délimitée par la courbe, l’axe des abscisses et les deux droites verticales x “ a et x “ b.

‚ Cas où f est négative sur ra, bs.
Le même argument que précédemment montre que pour h ą 0 :

´h max
rx0,x0`hs

f ď Apx0 ` hq ´ Apx0q ď ´h min
rx0,x0`hs

f

´ max
rx0,x0`hs

f ď
Apx0 ` hq ´ Apx0q

h
ď ´ min

rx0,x0`hs
f

On obtient finalement :

´Apxq “

ż x

a

fptqdt

max
[x0,x0+h]

f

min
[x0,x0+h]

f

x0 x0+h

‚ Cas où f change de signe un nombre fini de fois sur ra, bs :

Il existe des réels a0 “ a ă a1 ă a2 ă ¨ ¨ ¨ ă an “ b tel que :

@k P rr1, nss, f est de signe constant sur rak´1, aks

Pour tout k P rr0, n´ 1ss notons :

Ak : rak, ak`1s ÝÑ R`
x0 ÞÝÑ l’aire délimitée par Cf , pOxq, x “ ak et x “ x0

Ak “ Akpak`1q l’aire délimitée par Cf , pOxq, x “ ak et x “ ak`1

et sk “ ˘1 ayant même signe que f sur rak, ak`1s

Avec ce qui précède l’application définie sur ra, bs par @k P rr0, n´ 1ss, @x P rak, ak`1s :

F pxq “

¨

˝

k´1
ÿ

j“0

sj ˆAj

˛

‚` sk ˆ Akpxq

est dérivable sur rak, ak`1s pour tout k P rr0, n´ 1ss et F 1pxq “ fpxq. De plus pour tout k P rr1, n´ 1ss, F est dérivable à droite
et à gauche en ak et F 1gpakq “ F 1dpakq “ fpakq. Ainsi F est dérivable sur ra, bs de dérivée f ; c’est une primitive de f sur ra, bs :

F pxq “

ż x

a

fptqdt

et
şb
a
fptqdt s’obtient en faisant la différence de la somme des aires délimitées par Cf , pOxq, x “ a, x “ b au dessus de la courbe

et de la somme de celles au-dessous de la courbe.
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a
−

b+
+

−

�

Remarque. Ainsi :

Lorsque f P C 0pra, bs,Rq :
ż b

a

f “ F pbq ´ F paq “ rF s
b
a

où F : ra, bs ÝÑ R est une primitive de f .

Corollaire 15. (Existence de primitives)
Toute fonction continue sur I admet des primitives sur I.

Exercice 2. Soit F : x ÞÑ

ż x3

x2

Arctan t

ln t
dt. Déterminer la dérivée de F .

Résolution. F pxq est définie et dérivable pour tout x ą 0. Soit G une primitive de t ÞÝÑ Arctanptq
ln t .

Alors :
F pxq “ Gpx3q ´Gpx2q ùñ F 1pxq “ G1px3q ˆ 3x2 ´G1px2q ˆ 2x

“
Arctanpx3q

3 lnpxq
ˆ x2 ´

Arctanpx2q

2 lnpxq
ˆ x

“
2Arctanpx3q ˆ x2 ´ 3Arctanpx2q ˆ x

6 lnpxq

4.2. Primitives usuelles. Table des primitives usuelles à connaître :

fpxq Domaine de définition
ż

fptqdt Avec

a R ax a P R

xα D “

$

’

&

’

%

R si α P N
R˚ si α P Z r N
R˚` si α P Rr Z

1

α` 1
xα`1

α P R

α ­“ ´1

?
x R`

2

3
x

3
2 “

2

3
x
?
x

1

x
R˚ ln |x|

1

ax` b
Rr

 

´
b

a

( 1

a
ln |ax` b| pa, bq P R˚ ˆ R

lnpxq R˚` x lnpxq ´ x

eax R
1

a
eax a P R˚
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fpxq Domaine de définition
ż

fptqdt Avec

ax R
1

lnpaq
ax a P R˚` r t1u

cospax` bq R
1

a
sinpax` bq pa, bq P R˚ ˆ R

sinpax` bq R ´
1

a
cospax` bq pa, bq P R˚ ˆ R

1

cos2pxq
Rr

!π

2
` kπ | k P Z

)

tanpxq

tanpxq Rr
!π

2
` kπ | k P Z

)

´ ln | cospxq|

1

1` x2
R Arctanpxq

1
?

1´ x2
s ´ 1, 1r Arcsinpxq

´
1

?
1´ x2

s ´ 1, 1r Arccospxq

À utiliser avec les opérations sur les primitives :

Fonction f ` g λf f 1 ˆ g pf 1 ˝ uq ˆ u1

Primitive
ż

fptqdt`

ż

gptqdt λ

ż

fptqdt f ˆ g ´

ż

f ˆ g1ptqdt f ˝ u

Notamment la dernière, primitive f ˝ u de pf 1 ˝ uq ˆ u1, donne la table, très utile, des primitives de
composées :

Fonction une primitive avec Remarque

u1

u
ln |u|

u1uα
1

α` 1
uα`1 α P Rr t´1u p˚q

u1

uα
1

p1´ αquα´1
α P Rr t1u Cas particulier de p˚q

u1

u2
´

1

u
Cas particulier de p˚q

u1
?
u

2
?
u Cas particulier de p˚q

u1

u
?
u

´2ˆ
1
?
u

Cas particulier de p˚q

u1eu eu

pcosuq ˆ u1 sinpuq
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Fonction une primitive avec Remarque

psinuq ˆ u1 ´ cospuq

u1

1` u2
Arctanpuq

u1
?

1´ u2
Arcsinpuq

´
u1

?
1´ u2

Arccospuq

Exemple. Calcul de
ż

1

px´ aqn
dx (avec n P N˚).

La fonction x ÞÝÑ
1

px´ aqn
est définie et continue sur Rr

 

a
(

et a pour primitive :

‚ si n “ 1 : ln |x´ a|

ˆ

appliquer
ż

u1

u
“ ln |u|

˙

‚ si n ě 2 :
1

p1´ nqpx´ aqn´1

ˆ

appliquer
ż

u1

uα
“

1

p1´ αquα´1

˙

Exemple. Méthode : Calcul de
ż

ax` b

x2 ` px` q
dx.

Il y a 3 cas à considérer selon que le trinôme au dénominateur admet 2 racines réelles distinctes, 1
racine réelle double, ou aucune racine réelle.

‚ Premier cas : si x2 ` px` q admet deux racines réelles distinctes c et d.

x2 ` px` q “ px´ cqpx´ dq

On cherche alors 2 réels α et β tel que :
ax` b

x2 ` px` q
“

α

x´ c
`

β

x´ d

par linéarité :
ż

ax` b

x2 ` px` q
dx “

ż

α

x´ c
dx`

ż

β

x´ d
dx “ αˆ ln |x´ c| ` β ˆ ln |x´ d|.

Exercice 3. Calculer
ż 4

3

x` 1

x2 ´ 3x` 2
dx.

Résolution. Le trinôme x2 ´ 3x` 2 a pour racines 1 et 2 ; on cherche α, β tels que :
x` 1

x2 ´ 3x` 2
“

α

x´ 1
`

β

x´ 2
ðñ

x` 1

x2 ´ 3x` 2
“
αpx´ 2q ` βpx´ 1q

px´ 1qpx´ 2q

ðñ
x` 1

x2 ´ 3x` 2
“
pα` βqx´ 2α´ β

px´ 1qpx´ 2q
ðñ

"

α` β “ 1

2α` β “ ´1
ðñ

"

α “ ´2

β “ 3

ùñ
x` 1

x2 ´ 3x` 2
“

3

x´ 2
´

2

x´ 1
Ainsi :

ż 4

3

x` 1

x2 ´ 3x` 2
dx “ 3ˆ

ż 4

3

dx

x´ 2
´ 2ˆ

ż 4

3

dx

x´ 1
“ 3ˆ

”

ln |x´ 2|
ı4

3
´ 2ˆ

”

ln |x´ 1|
ı4

3

“ 3ˆ pln 2´ ln 1q ´ 2ˆ pln 3´ ln 2q “ 5 ln 2´ 2 ln 3
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‚ Deuxième cas : x2 ` px` q admet une racine réelle double c :
x2 ` px` q “ px´ cq2

On cherche deux reéls α et β tels que :
ax` b

x2 ` px` q
“

α

x´ c
`

β

px´ cq2

Exercice 4. Calculer
ż 1

0

x´ 1

x2 ` 2x` 1
dx.

Résolution. Le trinôme x2 ` 2x` 1 a pour racine double ´1 ; on cherche α et β tel que :
x´ 1

x2 ` 2x` 1
“

α

x` 1
`

β

px` 1q2
ðñ

x´ 1

x2 ` 2x` 1
“
αpx` 1q ` β

px` 1q2

ðñ

"

α “ 1

α` β “ ´1
ðñ

"

α “ 1

β “ ´2

ùñ
x´ 1

x2 ` 2x` 1
“

1

x` 1
´

2

px` 1q2

Ainsi :
ż 1

0

x´ 1

x2 ` 2x` 1
dx “

ż 1

0

dx

x` 1
´ 2

ż 1

0

dx

px` 1q2

“ rln |x` 1|s
1
0 ´ 2ˆ

„

´1

x` 1

1

0

“ ln 2´ ln 1´ 2ˆ
´1

2
` 2ˆ

´1

1
“ ln 2´ 1

‚ Troisième cas : x2 ` px` q n’a aucune racine réelle.

Si a ­“ 0, on commence par faire apparaître au numérateur la dérivée 2x` p du dénominateur :

ax` b “
a

2
ˆ p2x` pq ` b´

ap

2
puis on applique la linéarité :

ż

ax` b

x2 ` px` q
dx “

a

2
ˆ

ż

2x` p

x2 ` px` q
dx`

´

b´
ap

2

¯

ˆ

ż

1

x2 ` px` q
dx

“
a

2
ˆ ln

`

x2 ` px` q
˘

`

´

b´
ap

2

¯

ˆ

ż

1

x2 ` px` q
dx

Pour calculer
ż

1

x2 ` px` q
dx on utilise la forme canonique du trinôme pour se ramener à

1

1`X2

dont une primitive est ArctanX :
1

x2 ` px` q
“

1

px` p
2 q

2 ` q ´ p2

4

“
1

px` p
2 q

2 ´ ∆
4

“
4

´∆
ˆ

1
´

2?
´∆

ˆ px` p
2 q

¯2

` 1

ùñ

ż

dx

x2 ` px` q
“

4

´∆
ˆ

?
´∆

2
ˆ

ż 2?
´∆

´

2?
´∆

ˆ px` p
2 q

¯2

` 1
dx

looooooooooooooooomooooooooooooooooon

ż

u1

1` u2
“ Arctanu

ùñ

ż

dx

x2 ` px` q
“

2
?
´∆

ˆArctan

ˆ

2
?
´∆

ˆ

´

x`
p

2

¯

˙

Exercice 5. Calculer
ż 1

0

´3x` 2

x2 ´ x` 1
dx.
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Résolution. Le trinôme au dénominateur a pour discriminant ∆ “ ´3 ă 0.
´3x` 2

x2 ´ x` 1
“
αp2x´ 1q ` β

x2 ´ x` 1
ðñ

"

2α “ ´3

β ´ α “ 2
ðñ

"

α “ ´ 3
2

β “ 2` α “ 1
2

Ainsi :
ż 1

0

´3x` 2

x2 ´ x` 1
dx “ ´

3

2
ˆ

ż 1

0

2x´ 1

x2 ´ x` 1
dx

looooooooomooooooooon

“rlnpx2´x`1qs10“0

`
1

2
ˆ

ż 1

0

dx

x2 ´ x` 1

Or :
1

x2 ´ x` 1
“

1
`

x´ 1
2

˘2
` 3

4

“
4

3
ˆ

1
´

2?
3
ˆ
`

x´ 1
2

˘

¯2

` 1
“

2
?

3
ˆ

2?
3

´

2?
3
ˆ
`

x´ 1
2

˘

¯2

` 1

Ainsi :
ż 1

0

´3x` 2

x2 ´ x` 1
dx “

1

2
ˆ

2
?

3
ˆ

ż 1

0

2?
3

´

2?
3
ˆ
`

x´ 1
2

˘

¯2

` 1
dx

“
1
?

3
ˆ

„

Arctan

ˆ

2
?

3
ˆ

ˆ

x´
1

2

˙˙1

0

“
1
?

3
ˆ

ˆ

Arctan

ˆ

1
?

3

˙

´Arctan

ˆ

´1
?

3

˙˙

“
2
?

3
ˆArctan

ˆ

1
?

3

˙

imparité de Arctan

“
2
?

3
ˆ
π

6
“

π
?

3

9

4.3. Intégration par partie.
La dérivée d’un produit donne comme formule de primitivation l’intégration par partie :

Théorème 16. (Intégration par partie)
Soit u, v P C1pI,Rq, a, b P I

Alors
ż b

a

u1pxqvpxqdx “
”

upxqvpxq
ıb

a
´

ż b

a

upxqv1pxqdx.

Démonstration. De puvq1 “ u1v ` uv1 découle
şb
a
u1v “ ruvsba ´

şb
a
uv1. �

Remarque. Pour savoir quelle fonction dériver et quelle fonction primitiver, on peut penser au principe
des ALPES :
A=Arctan, Arcsin, Arccos,
L=Logarithmes
P=Polynômes
E=Exponentielles
S=sin, cos, tan, sh, ch.
On privilégie de dériver les fonctions les plus en haut. Attention ce n’est pas 100% fiable.

Exercice 6. Déterminer la primitive de t ÞÑ tˆArctanptq s’annulant en 0.

Résolution. Il s’agit de calculer :
ż x

0

tˆArctanptqdt “

„

t2

2
Arctanptq

x

0

´

ż x

0

t2

2
ˆ

1

1` t2
dt

“ x2Arctanpxq ´
1

2

ż x

0

1´
1

1` t2
dt “ x2Arctanpxq ´

x

2
`

1

2
Arctanpxq
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4.4. Changement de variable.
La dérivée d’une composée fournit pour la primitivation la formule de changement de variable.

Théorème 17. (Changement de variable)
Soient ϕ P C 1pI,Rq, f continue sur ϕpIq et a, b P I. Alors :

ż ϕpbq

ϕpaq

fpxqdx “

ż b

a

fpϕptqqϕ1ptqdt

Démonstration. Soit F une primitive de f sur ϕpIq :
ż b

a

fpϕptqqϕ
1
ptqdt “

ż b

a

pF ˝ ϕq
1
ptqdt “ rF ˝ ϕs

b
a “ F pϕpbqq ´ F pϕpaqq “

ż ϕpbq

ϕa

fpxqdx

�

Exercice 7. Calculer
ż e

1

dt

t` t lnptq
en utilisant le changement de variable x “ lnptq.

Résolution. On applique le changement de variable x “ lnptq :
dx
dt “

1
t ùñ

1
t dt “ dx ;

ż e

1

dt

t` t lnptq
“

ż lnpeq

lnp1q

dx

1` x
“ rlnp1` xqs

1
0 “ lnp2q

4.5. Application aux intégrales de fonctions paires, impaires, périodiques.

Corollaire 18. Si f est continue sur I et T -périodique, alors @pa, bq P I2, @n P Z :
ż b`nT

a`nT

fptqdt “

ż b

a

fptqdt

si I “ R :

ż a`T

a

fptqdt “

ż T

0

fptqdt

Démonstration. Pour la première, on effectue le changement de variable t “ x` nT ; dt “ dx :
ż b`nT

a`nT

fptqdt “

ż b

a

fpx` nT q
loooooomoooooon

“fpxq

dx “

ż b

a

fpxqdx

Pour la seconde à l’aide du changement de variable t “ x` T ; dt “ dx :
ż a`T

T

fptqdt “

ż a

0

fpx` T qdx “

ż a

0

fpxqdx

et donc :
ż a`T

a

fptqdt “

ż T

a

fptqdt`

ż a`T

T

fptqdt “

ż T

a

fptqdt`

ż a

0

fptqdt “

ż T

0

fptqdt

�

Corollaire 19. Soit a ą 0 ;

– si f est paire et continue sur r´a, as alors :
ż a

´a

fptqdt “ 2ˆ

ż a

0

fptqdt ;

– si f est impaire et continue sur r´a, as alors :
ż a

´a

fptqdt “ 0 ;

Démonstration. Soit f paire ou impaire ; Dε “ ˘1, @x P r´a, as, fp´xq “ εˆ fpxq.
ż a

´a

fptqdt “

ż 0

´a

fptqdt
loooooomoooooon

t“´x
dt“´dx

`

ż a

0

fptqdt “ ´

ż 0

a

fp´xqdx`

ż a

0

fptqdt “

ż a

0

εˆ fpxqdx`

ż a

0

fptqdt “

$

&

%

2ˆ

ż a

0

fptqdt si ε “ 1

0 si ε “ ´1

�
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