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Dans tout ce chapitre, I et J désignent des intervalles de R non vides et non réduits à un point. On
note R “ RY t´8;`8u.

1. Limites d’une fonction

1.1. Définitions.

1.1.1. En un point.

Définition 1. (Limite d’une fonction en un point)
Soient f : I Ñ R, a un réel appartenant à I ou extrémité de I. Soit ` P R ; on dit que :
‚ fpxq tend vers ` quand x tend vers a (noté fpxq ÝÑ

xÑa
, lim
xÑa

fpxq “ `, ou lim
a
f “ ` ) lorsque

@ε ą 0, Dα ą 0, @x P I, |x´ a| ď α ùñ |fpxq ´ `| ď ε

‚ fpxq tend vers `8 quand x tend vers a (noté fpxq ÝÑ
xÑa

`8, lim
xÑa

fpxq “ `8 ou lim
a
f “ `8

) lorsque
@A ą 0, Dα ą 0, @x P I, |x´ a| ď α ùñ fpxq ě A

‚ fpxq tend vers ´8 quand x tend vers a (noté fpxq ÝÑ
xÑa

´8, lim
xÑa

fpxq “ ´8 ou lim
a
f “ ´8

) lorsque
@A ą 0, Dα ą 0, @x P I, |x´ a| ď α ùñ fpxq ď ´A

Remarques.
‚ En français :
– "Pour tout voisinage V de ` (resp. `8, ´8), il existe un voisinage U de a dans I tel que f envoie
U dans V (fpUq Ă V )."
Ou :
– "Pour que fpxq soit suffisamment proche de ` (resp. `8, ´8), il suffit que x soit suffisamment
proche de a."
‚ On définit aussi les limites en a à droite (xÑ a`) ou à gauche (xÑ a´) en ajoutant à la condition
|x´ a| ď α, "et x ą a" (resp. x ă a).
Attention les inégalités sont strictes : lorsque a P I, la valeur fpaq n’influe pas sur lima˘ f tandis que
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lorsque f admet pour limite ` en a P I, nécessairement lima f “ fpaq.

Exemple. La fonction f : R ÝÑ R définie par :

fpxq “

"

0 si x “ 0

1 sinon
n’admet pas de limite en 0 ; par contre lim0´ f “ lim0` f “ 0.

y = f(x)

On a alors le résultat :

Soit a P I et ` P R,
lim
a
f “ ` ðñ lim

a`
f “ lim

a´
f “ fpaq “ `

Définition et caractérisation s’étendent lorsque f est définie à droite et à gauche de a, mais pas en a :

Soit a P I, ` P R et f : I r tau ÝÑ R.
lim
xÑa

fpxq “ ` ðñ lim
xÑa´

fpxq “ lim
xÑa`

fpxq “ `

Exemples. La fonction x ÝÑ
1

x
a pour limite ´8 en 0´, `8 en 0` et aucune limite en 0.

La fonction x ÝÑ
1

x2
a pour limite `8 en 0.

1.1.2. En ˘8.

Définition 2. (Limite d’une fonction en `8q
On suppose I non majoré (c’est à dire I “ pa,`8r). Soit f : I Ñ R et soit ` P R. On dit que :

‚ fpxq tend vers ` quand x tend vers `8 (noté fpxq ÝÑ
xÑ`8

`, lim
xÑ`8

fpxq “ ` ou lim
`8

f “ `)
lorsque

@ε ą 0, DM ą 0, @x P I, x ěM ùñ |fpxq ´ `| ď ε

‚ fpxq tend vers `8 quand x tend vers `8 (noté fpxq ÝÑ
xÑ`8

`8, lim
xÑ`8

fpxq “ `8 ou

lim
`8

f “ `8) lorsque

@A ą 0, DM ą 0, @x P I, x ěM ùñ fpxq ě A

‚ fpxq tend vers ´8 quand x tend vers `8 (noté fpxq ÝÑ
xÑ`8

, lim
xÑ`8

fpxq “ ´8 ou lim
`8

f “

´8) lorsque

@A ą 0, DM ą 0, @x P I, x ěM ùñ fpxq ď ´A

Définition 3. (Limite d’une fonction en ´8q
On suppose I non minoré (c’est à dire de la forme s ´ 8; aq).

¨ ¨ ¨

Toutes les définitions sont analogues en changeant :
xÑ `8 par xÑ ´8 et x ěM par x ď ´M .

Remarque. En français :

– "Pour tout voisinage V de ` (resp. `8, ´8), il existe un voisinage U de ˘8 dans I tel que f envoie
U dans V (fpUq Ă V )."

Ou :

– "Pour que fpxq soit suffisamment proche de ` (resp. `8, ´8), il suffit que x soit suffisamment
proche de ˘8."
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Exercice 1. Soit f : s5,`8rÝÑ R et g : s ´ 8, 3s ÝÑ R.
(1) Écrire à l’aide de quantificateurs :

a) fpxq ÝÑ
xÑ`8

4 b) fpxq ÝÑ
xÑ5

´8 c) gpxq ÝÑ
xÑ´8

`8 d) gpxq ÝÑ
xÑ2

1

(2) Idem avec les négations de ces assertions.

Résolution.

(1)
a) @ε ą 0, DM ą 0, @x Ps5;`8r, x ěM ùñ |fpxq ´ 4| ď ε

b) @A ą 0, Dα ą 0, @x Ps5;`8r, |x´ 5| ď α ùñ fpxq ď ´A

c) @A ą 0, DM ą 0, @x Ps ´8; 3s, x ď ´M ùñ fpxq ě A

d) @ε ą 0, Dα ą 0, @x Ps ´8; 3s, |x´ 2| ď α ùñ |fpxq ´ 1| ď ε

(2)
a) Dε ą 0, @M ą 0, Dx Ps5;`8r, x ěM et |fpxq ´ 4| ą ε

b) DA ą 0, @α ą 0, Dx Ps5;`8r, |x´ 5| ď α et fpxq ą ´A
c) DA ą 0, @M ą 0, Dx Ps ´8; 3s, x ď ´M et fpxq ă A

d) Dε ą 0, @α ą 0, Dx Ps ´8; 3s, |x´ 2| ď α et |fpxq ´ 1| ą ε

Remarque. Soit a P R et ` P R ; on définit aussi :

lim
a
f “ `` et lim

a
f “ `´

en ajoutant à la condition |fpxq ´ `| ď ε, "et fpxq ě `" (resp. fpxq ď `).

1.2. Propriétés.

1.2.1. Unicité de la limite.

Propriété 1. (Unicité de la limite)
Si f admet une limite en a P R, alors cette limite est unique.

Démonstration. (Esquisse) On procède par l’absurde à partir des définitions. Par exemple pour deux limites réelles `, `1 en

un réel a, en prenant ε “ |`´`1|
3 ą 0, on obtient l’existence de α ą 0 et α1 ą 0 tels que @x P I :

@x P I, |x´ a| ď α ùñ |fpxq ´ `| ď
|`´`1|

3

@x P I, |x´ a| ď α1 ùñ |fpxq ´ `1| ď
|`´`1|

3

+

ùñ @x P I, |x´ a| ď minpα, α
1
q ùñ |`´ `

1
| ď |fpxq ´ `| ` |fpxq ´ `

1
|

ùñ |`´ `
1
| ď

2|`´ `1|

3

d’après l’inégalité triangulaire. Mais puisque I est un intervalle il contient des réels x vérifiant |x´a| ď minpα, α1q ; on en déduit
que 1 ď 2

3 , ce qui est absurde. Il resterait 3` 4` 4 “ 11 cas à traiter, de manière semblable. �

1.2.2. Caractérisation séquentielle de la limite.
Nous avons déjà vu comme théorème dans le chapitre de rappel sur les suites.

Théorème 2. (Théorème séquentiel de composition des limites)
Soient a P R et ` P R :

limun “ a
lim
a
f “ `

*

ùñ lim fpunq “ `

Démonstration. (Esquisse) Il y a neuf cas à considérer selon que a, ` soient finis ou infinis. Par exemple pour a “ `8 et
` P R. Soit ε ą 0 quelconque ; puisque lim`8 f “ `, il existe M ą 0 tel que x ě M ùñ |fpxq ´ `| ď ε p˚q ; pour ce M ą 0,
puisque limun “ `8, il existe N0 P N, tel que n ě N0 ùñ un ěM , et donc d’après p˚q, n ě N0 ùñ |fpunq ´ `| ď ε.
Ainsi on a montré que pour tout ε ą 0, il existe un rang N0 P N, au-delà duquel |fpunq ´ `| ď ε ; autrement dit, lim fpunq “ `.

�

Il sert soit en application directe à calculer la limite d’une suite, soit à montrer par contraposée qu’une
fonction n’admet pas de limite en a.
Jean-Philippe Préaux 3
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Exemple. Les fonctions cos et sin n’admettent pas de limite en `8.
– Pour cos considérer la suite un “ nπ ÝÑ `8 ; la suite composée cospunq “ cospnπq “ p´1qn n’a pas
de limite, et donc d’après le théorème, la fonction cos n’admet aucune limite en `8.
– Pour sin considérer la suite un “ π

2 ` nπ ÝÑ `8 ; sinpunq “ sin
`

π
2 ` nπ

˘

“ cospnπq et le même
argument s’applique.
Ce résultat admet une réciproque :

Théorème 3. (Caractérisation séquentielle de la limite)
Soient a P R et ` P R ; alors : lim

a
f “ ` ssi pour tout suite punq à valeur dans I telle que

limun “ a, on a lim fpunq “ `.

Démonstration. (Esquisse) Le sens direct, c’est le théorème de composition des limites deja démontré. Pour la réciproque, on
montre sa contraposée : si f n’a pas pour limite ` en a, alors on construit une suite punq P IN ayant pour limite a et telle que
lim fpunq “ `. Par exemple lorsque a, ` P R :

Par définition Dε ą 0 tel que @α ą 0, Dx P I tel que |x´ a| ď α et |fpxq ´ `| ą ε.

Soit n P N˚ ; pour cet ε, prenons α “ 1
n ą 0 et un P I tel que |un ´ a| ď α et |fpunq ´ `| ą ε. On construit ainsi une suite punq

tel que :

@n P N,
a´ 1

n ď un ď a` 1
n

et
|fpunq ´ `| ą ε

+

ùñ

#

un ÝÑ a
et

fpunq Û `

�

1.2.3. Opérations sur les limites.
Les opérations usuelles sur les fonctions : somme, produit, quotient, puissance, se comportent assez
bien avec leurs limites : en étendant naturellement ces opérations sur R “ R Y t˘8u, les limites
d’une somme, d’un produit, d’un quotient, ou d’une puissance de fonctions sont (respectivement)
les somme, produit, quotient ou puissance de leurs limites (s’il en est), à l’exception notable des
formes indéterminées suivantes :

Formes indéterminées :

somme
hkkikkj

8´8 ;

produit
hkkikkj

0ˆ8 ;

quotient
hkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkj

8

8
;

0

0
;

`

0
;

puissance
hkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkj

18 ; 00 ; 80

Pour le calcul de limite on utilise aussi beaucoup le théorème de limite d’une composée :

Théorème 4. (Limite d’une composée)
Soient f : I ÝÑ R et g : J ÝÑ R tel que fpIq Ă J . Soient a, `, L P R. Alors :

lim
xÑa

fpxq “ `

lim
xÑ`

gpxq “ L

+

ùñ lim
xÑa

g ˝ fpxq “ L

Démonstration. (Esquisse). Il y a 27 cas à considérer selon que a, `, L soient finis ou infinis. Par exemple, pour a, `, L trois
réels :
Soit ε ą 0 quelconque ; puisque limxÑ` gpxq “ L il existe β ą 0 tel que @x P J, |x´ `| ď β ùñ |gpxq ´ L| ď ε p˚q.

Pour ce β ą 0, puisque limxÑa fpxq “ `, il existe α ą 0 tel que @x P I, |x´ a| ď α ùñ |fpxq ´ `| ď β.

Ainsi, il existe α ą 0 tel que @x P I, |x´ a| ď α ùñ |fpxq ´ `| ď β ùñ
fpIqĂJ et p˚q

|gpfpxqq ´ L| ď ε.

On a donc montré que pour tout ε ą 0, il existe α ą 0 tel que @x P I, |x ´ a| ď α ùñ |g ˝ fpxq ´ L| ď ε ; c’est à dire
limxÑa g ˝ fpxq “ L. �

1.2.4. Ordre et limite.
Dans ce paragraphe, a désigne un point de I ou une borne (finie ou infinie) de I.

Une proposition P pxq dépendant de x P I est dite vraie au voisinage de a si il existe α ą 0 tel
que @x P I, |x´ a| ď α ùñ P pxq.

Jean-Philippe Préaux 4
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Théorème 5. (Passage à la limite dans les inégalités larges)
Soit f, g : I Ñ R deux fonctions admettant une limite finie en a.
Si, au voisinage de a, f ď g, alors

lim
xÑa

fpxq ď lim
xÑa

gpxq

Démonstration. (Esquisse). On peut procéder par l’absurde en supposant que lim
xÑa

fpxq ą lim
xÑa

gpxq et en montrant à l’aide

de la définition qu’alors lorsque x est suffisamment proche de a, fpxq ą gpxq. �

Remarque. Ce théorème ne donne pas l’existence de la limite de f et/ou de g, contrairement aux
théorèmes suivants, très utiles pour le calcul de limite.

Théorème 6. (Théorème des gendarmes)
Soit ` P R et soient f, g, h : I Ñ R telles que, au voisinage de a,

f ď g ď h

Si fpxq ÝÑ
xÑa

` et hpxq ÝÑ
xÑa

`, alors
gpxq ÝÑ

xÑa
`

Démonstration. Soit ε ą 0 ; puisque lima f “ ` et lima h “ `, il existe α1, α2 ą 0 tels que : |x´ a| ď α1 ùñ `´ ε ď fpxq et
|x´ a| ď α2 ùñ hpxq ď `` ε.

D’autre part par hypothèse, il existe α3 ą 0 tel que |x´ a| ď α3 ùñ fpxq ď gpxq ď hpxq.

Soit α “ minpα1, α2, α3q ą 0 alors :

|x´ a| ď α ùñ `´ ε ď fpxq ď gpxq ď hpxq ď `` ε ùñ |fpxq ´ `| ď ε

Ainsi @ε ą 0, Dα ą 0, @x P I, |x´ a| ď α ùñ |fpxq ´ `| ď ε. �

Théorème 7. (Théorèmes de minoration/majoration)
Soit f, g : I Ñ R telles que f ď g au voisinage de a
Si fpxq ÝÑ

xÑa
`8, alors gpxq ÝÑ

xÑa
`8. (théorème de minoration)

Si gpxq ÝÑ
xÑa

´8, alors fpxq ÝÑ
xÑa

´8. (théorème de majoration)

Démonstration. (Esquisse) Cela découle facilement des définitions. �

Exercice 2. Montrer que la fonction f : x ÞÑ lnpxq`cos pexq admet une limite en `8 et donner
sa valeur.

Résolution. Sur un voisinage de `8, lnpxq ` cos pexq ě lnpxq ´ 1 ÝÑ
xÑ`8

`8 ; ainsi d’après le

théorème de minoration, limxÑ`8 lnpxq ` cos pexq “ `8.

1.2.5. Théorème de la limite monotone.

Théorème 8. (Théorème de la limite monotone)
Soit a, b P R avec a ă b et f :sa; brÝÑ R une fonction monotone. Alors f admet une limite en
a et en b. De plus :
‚ Si f est croissante :
– Si f est majorée, alors lim

b´
f “ sup fpsa; brq ; sinon lim

b´
f “ `8.

– Si f est minorée, alors lim
a`

f “ inf fpsa; brq ; sinon lim
a`

f “ ´8.

‚ Si f est décroissante :
– Si f est minorée, alors lim

b´
f “ inf fpsa; brq ; sinon lim

b´
f “ ´8.

– Si f est majorée, alors lim
a`

f “ sup fpsa; brq ; sinon lim
a`

f “ `8.

Démonstration. (Esquisse) La preuve suit le même argument que pour le théorème de la limite monotone des suites, en
utilisant la caractérisation en ε des bornes supérieures/inférieures et la définition des limites infinies. �

Jean-Philippe Préaux 5
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C’est un théorème très utile pour démontrer l’existence d’une limite. Il admet de plus le corollaire
important suivant.

Corollaire 9.
Soit f : sa; brÝÑ R une fonction monotone. Alors f admet en tout point x0 P I une limite à
droite ainsi qu’une limite à gauche, finies ; de plus :

si f est croissante : lim
xÑx´0

fpxq ď fpx0q ď lim
xÑx`0

fpxq

si f est décroissante : lim
xÑx`0

fpxq ď fpx0q ď lim
xÑx´0

fpxq

Exercice 3. Soit une fonction décroissante f : s0, 1s ÝÑ R vérifiant @x Ps0, 1s, arccospxq ď
fpxq ď 1

x . Que peut-on dire sur l’existence et les valeurs des limites de f en 0 et 1 ?

Résolution. La limite de f en 0 (en 0`) existe d’après le théorème de la limite monotone et est
soit finie et supérieure ou égale à 1 “ lim0 Arccos “ Arccosp0q ou égale à `8.
La limite de f en 1´ existe et est comprise entre Arccosp1q “ 0 et 1

1 “ 1 ; que f admette une limite
en 1 dépend de si fp1q “ lim1´ f ou pas.

2. Continuité

2.1. Définition et premières propriétés.

Définition 4. (Fonction continue)
Soient f : I Ñ R et a P I. On dit que f est continue en a si fpxq ÝÑ

xÑa
fpaq.

On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

Des opérations sur les limites découle la stabilité de la continuité par les opérations usuelles :

Propriété 10. (Stabilité de la continuité par les opérations usuelles)
Somme, produit, inverse, quotient, composée, de fonctions continues (en un point, sur un in-
tervalle), sont continues (en un point, sur un intervalle) là où elles sont définies.

Il découle facilement des définitions :

Proposition-Définition 5. (Prolongement par continuité)
Si f : I r tau ÝÑ R est continue et si fpxq ÝÑ

xÑa
` P R, alors l’application :

f : I ÝÑ R

x ÞÝÑ

"

fpxq si x “ a

` si x “ a

est continue sur I ; on l’appelle le prolongement par continuité de f en a (ou sur I).

Exemple. L’application f : R˚ ÝÑ R définie par fpxq “ sinpxq
x est continue et se prolonge par

continuité sur R en posant fp0q “ 1.

2.2. Théorèmes sur la continuité.

2.2.1. Théorèmes des valeurs intermédiaires.

Théorème 11. (Des valeurs intermédiaires)
Soit a ă b deux réels ; si f : ra; bs ÝÑ R est continue et si fpaq et fpbq sont de signes opposés,
alors l’équation fpxq “ 0 admet au moins une solution sur ra, bs.

Remarque. Il peut aussi s’énoncer sous la forme équivalente :
Jean-Philippe Préaux 6



PC Révisions : sur les fonctions réelles ENCPB

Théorème 12. (T.V.I.)
L’image d’un intervalle par une application continue est un intervalle.

Démonstration. Il est facile de voir que le T.V.I. permet d’établir que si f : ra; bs ÝÑ R est continue, et si c est compris entre
fpaq et fpbq alors fpxq “ c admet au moins une solution sur ra, bs (appliquer le théorème à x ÞÝÑ fpxq ´ c).
Pour conclure il suffit d’appliquer la caractérisation suivante des intervalles : une partie D Ă R est un intervalle ssi @y0, y1 P D
avec y0 ă y1, tout réel y compris entre y0 et y1 est aussi dans D. �

Le T.V.I. admet comme corollaire utile :

Corollaire 13.
Soit a ă b deux réels ; si f : ra; bs ÝÑ R est continue et strictement monotone et si fpaq et fpbq
sont de signes opposés, alors l’équation fpxq “ 0 admet exactement une solution sur ra, bs.

Exercice 4. (Un théorème de point fixe)
Soit f : r0, 1s Ñ r0, 1s une application continue. Montrer qu’il existe x P r0, 1s tel que fpxq “ x.

Résolution. On définit g : r0, 1s ÝÑ R par gpxq “ fpxq ´ x.
Par combinaison linéaire, g est continue.
De plus gp0q “ fp0q ě 0 et gp1q ď 1´ 1 “ 0 puisque fp1q ď 1.
En appliquant le T.V.I. à g on obtient l’existence de c P r0, 1s tel que gpcq “ 0 soit fpcq “ c.

Exercice 5. (Un cas concret)
Un randonneur a parcouru 24 km en 6 h. Montrer qu’il existe une intervalle d’1 h pendant lequel
le randonneur a parcouru exactement 4 km.

Résolution. Considérons l’application f : r0, 5s ÝÑ R qui à t associe fptq : distance parcourue par
le randonneur entre t et t`1 heures. On peut supposer f continue puisque la vitesse du randonneur
est finie.
Si il n’existait pas a et b, a ă b dans r0, 5s tels que fpaq ´ 4 et fpbq ´ 4 soient de signes opposés,
alors cela signifierait que soit chaque heure le randonneur a parcouru strictement plus de 4 km, soit
strictement moins. En particulier le randonneur n’aurait pas pu parcourir exactement 24 km en 6h.
Ainsi on peut appliquer le T.V.I. à t ÞÝÑ fptq ´ 4, qui donne l’existence de t P r0, 5s tel que le
randonneur ait parcouru exactement 4 km entre t et t` 1 heures.

Une démonstration classique du T.V.I. procède par dichotomie :
Démonstration. (Esquisse) On se place sous les hypothèses du théorème 11. On construit les suites panq, pbnq P ra, bsN par
les relations de récurrence :

a0 “ a ; b0 “ b

@n P N, mn “
an ` bn

2

an`1 “

"

mn si fpmnq et fpanq ont même signe
an sinon

bn`1 “

"

mn si fpmnq et fpbnq ont même signe
bn sinon

b−a
2

b − a

a0

b0
b1

a1

a2

b2

a3

b3

b−a
4

b−a
8

a

b

On démontre facilement par récurrence que les suites panq et pbnq sont bien définies et vérifient :
(1) panq est croissante, pbnq est décroissante,

(2) @n P N, bn ´ an “
b´ a

2n
(3) @n P N, fpanq et fpbnq sont de signes opposés.

En particulier de (1) et (2) découle que panq et pbnq sont des suites adjacentes et convergent donc vers la même limite c P ra, bs.
Par passage à la limite dans l’inégalité fpanq ˆ fpbnq ď 0 provenant de (3) on obtient par continuité de f :

rfpcqs
2
ď 0 ùñ fpcq “ 0.

�

La méthode de démonstration présente l’avantage de donner un algorithme de recherche approchée
d’une racine :
Jean-Philippe Préaux 7
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def dichotomie(f,a,b,eps):
"""Recherche par dichotomie d ’ une rac ine de f sur [ a , b ]
f d o i t ê t r e continue , a<b e t f ( a )∗ f ( b)<=0"""
assert a < b and f(a)∗f(b) <= 0
while b−a > eps:
m = (a+b)/2 # mi l i eu
if f(a)∗f(m) <= 0:
b = m # Dichotomie à gauche

else:
a = m # Dichotomie à d r o i t e

return a, b # renvo ie va l eu r par de f au t e t exc è s à eps pr è s

Par exemple pour obtenir une approximation de
?
2 à 10´6 près :

In [1]: dichotomie(lambda x: x∗∗2−2, 1, 2, 1e−6)
Out[1]: (1.4142131805419922, 1.4142141342163086)

In [2]: 2∗∗.5 # De cimales c o r r e c t e s
Out[2]: 1.4142135623730951

Remarque. L’algorithme a une complexité en O

ˆ

log2

ˆ

b´ a

eps

˙˙

; en effet, la boucle s’exécute en

temps borné Op1q, et autant de fois, n, qu’il faut pour que :
b´ a

2n
ď ε ðñ 2n ě

b´ a

ε
ðñ en lnp2q ě

b´ a

ε
ðñ
ln Õ

n ě ln

ˆ

b´ a

ε

˙

ˆ
1

lnp2q
“ log2

ˆ

b´ a

ε

˙

Par exemple avec a et b fixés, pour avoir N décimales grossièrement correctes (ε “ 10´N ), l’algorithme

est linéaire en N puisque log2

ˆ

b´ a

10´N

˙

“ N log2p10q ` log2pb´ aq.

2.2.2. Théorème des bornes atteintes.
Nous admettrons pour l’instant le résultat suivant. Il s’avère très utile !

Théorème 14. (Des bornes atteintes)
Une application continue sur un segment ra, bs est bornée et atteint ses bornes.

Un énoncé plus précis décrit l’image d’un segment ra, bs (i.e. pa, bq P R2, a ă b) par une application
continue (attention en général ce n’est pas le segment rfpaq, fpbqs, à moins que f ne soit croissante) :

Théorème 15. (Image d’un segment par une application continue)
L’image d’un segment ra, bs par une application continue est un segment rm,M s où :

m “ min fpra, bsq “ inf
ra,bs

f M “ max fpra, bsq “ sup
ra,bs

f.

a b

y = f(x)
M = max f([a, b])

m = min f([a, b])
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Exercice 6.
Soit f : R ÝÑ R périodique et continue. Montrer que f est bornée et atteint ses bornes.

Résolution.
Soit T une période de f . Alors par périodicité fpRq “ fpr0, T sq.
Or f étant continue, elle est bornée sur r0, T s et atteint ses bornes.
C’est donc aussi le cas sur R.

Exercice 7.
Soit f : R` ÝÑ R continue et admettant une limite finie en `8. Montrer que f est bornée.

Résolution.
Soit ` “ lim

xÑ`8
fpxq ; soit ε ą 0, par définition il existe A ą 0 tel que x ě A ùñ `´ε ď fpxq ď ``ε.

En particulier f est bornée sur rA;`8r.
Par continuité f est bornée sur r0, As : il existe m0,M0 P R tels que @x P r0, As, m ď fpxq ďM .
En posant m “ minpm0, ` ´ εq et M “ maxpM0, ` ` εq, pour tout x P R`, m ď fpxq ď M ;
autrement dit, f est borné sur R`.

2.2.3. Théorème de la bijection.

Théorème 16. (de la bijection)
Soit f : I Ñ R continue et strictement monotone.
Alors :

‚ f réalise une bijection de I sur l’intervalle fpIq
‚ sa réciproque f´1 est continue et strictement monotone sur fpIq, de même monotonie que

f .

Démonstration. (Essentiellement admis) Le seul point non trivial est la continuité de f´1 que l’on admet.
La stricte monotonie de f entraîne son injectivité, et donc qu’elle réalise une bijection de I sur l’intervalle J “ fpIq ; d’où
l’existence de l’application réciproque f´1 : J ÝÑ I. Soit x, x1 P I ; y “ fpxq, y1 “ fpx1q ssi x “ f´1

pyq, x1 “ f´1
py1q.

Alors f est strictement croissante (resp. décroissante) si et seulement si pour tout x, x1 P I, x ď x1 ðñ fpxq ď fpx1q (resp.
x ď x1 ðñ fpxq ě fpx1q) si et seulement si @y, y1 P J, f´1

pyq ď f´1
py1q ðñ y ď y1 (resp. f´1

pyq ď f´1
py1q ðñ y ě y1)

si et seulement si f´1 est strictement croissante (resp. décroissante). �

Le point essentiel du résultat est la continuité de l’application réciproque d’une application continue.
C’est ainsi qu’on peut établir que les fonctions exp (réciproque de ln), Arccos (réciproque de cos|r0,πs),
Arcsin (réciproque de sin|r´π2 ,

π
2 s

) et Arctan (réciproque de tan|s´π2 ,
π
2 r

) sont continues.

Exercice 8.
‚ Donner un exemple d’application non continue qui réalise une bijection entre deux intervalles.
Son application réciproque peut-elle être continue ?
‚ Montrer qu’une application continue sur un intervalle réalise une bijection sur son image si
et seulement si elle est strictement monotone.
Pour cela on admettra que pour une application non strictement monotone, il existe a ă b ă c
tel que fpaq ď fpbq et fpcq ď fpbq (ou fpaq ě fpbq et fpcq ě fpbq)

Résolution.
‚ Soient

f : r0, 2s ÝÑ r0, 2s

x ÞÝÑ

"

2´ x si 0 ď x ă 1

x´ 1 si 1 ď x ď 2

f´1 : r0, 2s ÝÑ r0, 2s

x ÞÝÑ

"

1` x si 0 ď x ď 1

2´ x si 1 ă x ď 2

L’application f réalise une bijection de r0, 2s sur r0, 2s, d’application réciproque : f´1.
Jean-Philippe Préaux 9
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Quelque soit f non continue et bijective d’un intervalle sur un autre, son application réciproque
ne peut pas être continue, sinon avec le théorème de la bijection f le serait aussi, car comme on
l’établit dans la question suivante, une bijection continue ne peut qu’être strictement monotone.
‚ Si f est continue sur un intervalle et strictement monotone alors elle réalise une bijection sur son
image : c’est la première partie du théorème de la bijection. Montrons la réciproque.
Soit une application f : I ÝÑ R ; elle réalise une bijection de I sur fpIq si et seulement si elle est
injective. Montrons donc que si f n’est pas strictement monotone alors elle n’est pas injective.
Admettons que dans ce cas il existe a ă b ă c tel que fpaq ď fpbq et fpcq ď fpbq (sans perte de
généralité, quitte à changer f en ´f).
Si fpaq “ fpbq ou fpbq “ fpcq alors clairement f est non injective. Aussi supposons que fpaq ă fpbq
et fpcq ă fpbq. D’après le TVI, si fpaq ď fpcq alors il existe d P ra, br tel que fpdq “ fpcq et c “ d :
f est non injective.
Si fpaq ě fpcq alors il existe d Psb, cs tel que fpdq “ fpaq et a “ d : f est non injective.

3. Dérivabilité

3.1. Définitions et premières propriétés.

Définition 6. (Nombre dérivé ; fonction dérivée)
Soit f : I Ñ R.
‚ Soit a P I ; on appelle taux d’accroissement de f en a l’application :

τa : I r tau ÝÑ R

x ÞÝÑ
fpxq ´ fpaq

x´ a

.

On dit que f est dérivable en a lorsque le taux d’accroissement de f en a admet une limite finie
quand x tend vers a.
Lorsqu’elle existe, cette limite est appelée nombre dérivé de f en a, et notée f 1paq.
Ainsi :

f 1paq “ lim
xÑa

fpxq ´ fpaq

x´ a
“ lim
hÑ0

fpa` hq ´ fpaq

h
.

‚ Lorsque f est dérivable en tout point de I, on définit sa fonction dérivée :

f 1 : I ÝÑ R
x ÞÝÑ f 1pxq

Remarque. On définit aussi la notion de nombre dérivée à droite/gauche en a, notés f 1dpaq, f
1
gpaq, en

considérant les limites à droite/gauche. On a immédiatement le résultat :

Soit a un point intérieur de I ; f est dérivable en a ssi f est dérivable à droite et à gauche en
a et f 1gpaq “ f 1dpaq.

Exemple. La fonction x ÝÑ |x| n’est pas dérivable en 0 ; en effet sa dérivée à droite est 1, sa dérivée
à gauche ´1.

Exercice 9.
Retrouver les domaines de dérivabilité et les valeurs des dérivées des fonctions x ÞÑ xn pn P N˚q,
et x ÞÑ

?
x.
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Résolution.
‚ Pour f : x ÞÝÑ xn avec n P N˚ ; f est définie sur R. Soit a P R,

τapxq “
xn ´ an

x´ a
“

px´ aq ˆ
n´1
ÿ

k“0

xkan´1´k

x´ a
“

n´1
ÿ

k“0

xkan´1´k ÝÑ
xÑa

n´1
ÿ

k“0

an´1 “ nan´1

Ainsi f est dérivable sur R et pxnq1 “ nxn´1.
‚ Pour g : x ÞÝÑ

?
x ; g est définie sur R`. Soit a P R`,

τapxq “

?
x´

?
a

x´ a
“

?
x´

?
a

p
?
x´

?
aqp
?
x`

?
aq
“

1
?
x`

?
a
ÝÑ
xÑa

$

&

%

1

2
?
a

si a ą 0

`8 si a “ 0

Ainsi g est dérivable sur R˚` et pour tout x P R˚`, p
?
xq
1
“

1

2
?
x
.

Proposition-Définition 7. (Tangente)
Soit f : I Ñ R et a P I.
La courbe représentative de f admet une tangente en a si le taux d’accroissement de f en a a
une limite ` (finie ou non) quand x tend vers a.

‚ Si ` est finie, f est dérivable en a et la tangente en a à la courbe représentative de f est la
droite d’équation y “ fpaq ` f 1paqpx´ aq

‚ Si ` est infinie, la tangente en a à la courbe représentative de f est la droite d’équation x “ a.

Démonstration. (Esquisse) Cela découle de l’interprétation géométrique du taux d’accroissement en a : c’est la pente de la
corde reliant les points pa, fpaqq et px, fpxqq ; si lorsque x Ñ a, ce taux d’accroissement a une limite, la corde tend vers une
droite tangente à la courbe. Aussi f est dérivable en a ssi fpxq “ fpaq ` f 1paqpx ´ aq ` px ´ aqεpxq avec εpxq ÝÑ

xÑa
0, ce qu’on

écrit aussi : fpxq “
a
fpaq ` f 1paqpx´ aq ` opx´ aq ; la droite tangente apparaît alors comme la courbe de l’approximation affine

de fpxq au voisinage de a. �

Exemple. Tangentes à la courbe représentative de x ÞÑ
?
x en 0 et en 1.

y = 1 +
1
2
(x − 1)

x
=

0

Remarque. La dérivée est géométriquement la pente de la tangente. Les dérivées servent dans l’étude
des fonctions pour la recherche des variations de la fonction, des extrema éventuels... mais il convient
de rappeler que la dérivée est un outil qui apparait naturellement en physique pour les notions de

— vitesse en cinématique (dérivée de l’espace par rapport au temps)
— vitesse angulaire (dérivée de l’angle par rapport au temps)
— intensité de courant

´

i “ dq
dt

¯

, etc.

Propriété 17. (Dérivable ùñ continu)
Soit f : I ÝÑ R et a P I.
Si f est dérivable en a (resp. sur I) alors f est continue en a (resp. sur I).

Démonstration. Si f est dérivable en a, fpxq´fpaq
x´a a une limite finie ` lorsque x tend vers a, et par produit des limite,

fpxq ´ fpaq a pour limite 0 “ `ˆ 0. �

3.2. Opérations sur les dérivées ; dérivées usuelles.

Propriété 18. (Dérivée d’une somme, produit, quotient,. . . )
Soit f, g : I Ñ R dérivables sur I, λ, µ P R. Alors :
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‚ λf ` µg est dérivable en sur I et pλf ` µgq1 “ λf 1 ` µg1.
‚ fg est dérivable sur I et pfgq1 “ f 1g ` fg1.
‚ Si g ne s’annule pas sur I,

‚ 1
g est dérivable sur I et

´

1
g

¯1

“ ´
g1

g2 .

‚
f
g est dérivable sur I et

´

f
g

¯1

“
f 1g´fg1

g2 .

Remarque. Le résultat est vrai aussi en a P I.

Démonstration. (Esquisse) Découle de la définition, du fait que dérivable ùñ continu et des opérations sur les limites.
Par exemple :

fgpxq ´ fgpaq

x´ a
“
fpxqgpxq ´ fpaqgpxq ` fpaqgpxq ´ fpaqgpaq

x´ a
“
fpxq ´ fpaq

x´ a
gpxq ` fpaq

gpxq ´ gpaq

x´ a

ÝÑ
xÑa

f
1
paqgpaq ` fpaqg

1
paq

f
g pxq ´

f
g paq

x´ a
“

1

gpxqgpaq

fpxqgpaq ´ fpaqgpxq

x´ a
“

1

gpxqgpaq

fpxqgpaq ´ fpaqgpaq ` fpaqgpaq ´ fpaqgpxq

x´ a

“
1

gpxqgpaq

ˆ

fpxq ´ fpaq

x´ a
gpaq ´ fpaq

gpxq ´ gpaq

x´ a

˙

ÝÑ
xÑa

1

gpaq2

`

f
1
paqgpaq ´ fpaqg

1
paq

˘

�

Propriété 19. (Dérivée d’une composée)
Soit f : I Ñ R et g : J Ñ R tel que fpIq Ă J .
Si f est dérivable sur I et g est dérivable sur J alors g ˝ f est dérivable sur I et

pg ˝ fq1 “ f 1 ˆ
`

g1 ˝ f
˘

.

Remarque. Le résultat reste vrai en un point (si f est dérivable en a et g en fpaq, alors g ˝ f est
dérivable en a.

Démonstration. (Esquisse)

gpfpxqq ´ gpfpaqq

x´ a
“
gpfpxqq ´ gpfpaqq

fpxq ´ fpaq
ˆ
fpxq ´ fpaq

x´ a
ÝÑ
xÑa

g
1
pfpaqq ˆ f

1
paq

par limite d’une composée, continuité de f et produit des limites. �

Exercice 10.
Déterminer les domaines de dérivation et les dérivées des fonctions f : x ÞÑ cosp

?
xq et g : x ÞÑ?

cosx.

Résolution.
‚ Puisque cos est dérivable sur R et x ÞÝÑ

?
x sur R˚`, par dérivée d’une composée, f est dérivable

sur R˚` et @x P R˚` :

f 1pxq “ ´
sinp

?
xq

2
?
x

En 0 : il faut étudier la limite du taux d’accroissement :
cosp

?
xq ´ cosp0q

x´ 0
“

cosp
?
xq ´ 1

x´ 0
„
0
´
x

2
ÝÑ
xÑ0

0

Ainsi f est aussi dérivable en 0 et f 1p0q “ 0. Soit :
f 1 : R` ÝÑ R

x ÞÝÑ

$

&

%

´
sinp

?
xq

2
?
x

si x ą 0

0 si x “ 0

‚ Puisque x ÝÑ
?
x est définie sur R` et dérivable sur R˚` et cos est dérivable sur R, g est définie

sur
Ť

kPZ
“

´π
2 ` 2kπ, π2 ` 2kπ

‰

et dérivable sur
Ť

kPZ
‰

´π
2 ` 2kπ, π2 ` 2kπ

“

de dérivée : g1pxq “
´

sinpxq

2
?

cospxq
. Étudions sa dérivabilité en π

2 ` kπ (k P Z) : par 2π-périodicité de g, il suffit de l’étudier

en ˘π
2 .
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τ˘π2 “

?
cosx´

b

cos
`

˘π
2

˘

x¯ π
2

“

?
cosx

x¯ π
2

En π
2 , en posant x “ π

2 ´ h avec hÑ 0` :

τπ
2
pxq “

?
sinh

´h
“ ´

sinphq

h
loomoon

ÝÑ
hÑ0`

1

ˆ
1

a

sinphq
ÝÑ
xÑπ

2
´
´8

Et par parité de g, τπ
2
pxq ÝÑ

xÑ´π2
`
´8. Ainsi g n’est dérivable que sur

Ť

kPZ
‰

´π
2 ` 2kπ, π2 ` 2kπ

“

de dérivée : g1pxq “ ´ sinpxq

2
?

cospxq
.

Propriété 20. (Dérivée d’une réciproque)
Soit f une bijection de I vers J . Si f est dérivable sur I et si f 1 ne s’annule pas sur I, alors
f´1 est dérivable sur J et

`

f´1
˘1
“

1

f 1 ˝ f´1

Remarque. Le résultat reste vrai en tout point fpaq P J tel que f 1paq “ 0.
Démonstration. (Esquisse) Soit a, x P I et b “ fpaq, y “ fpxq P J :

f´1
pyq ´ f´1

pbq

y ´ b
“

x´ a

fpxq ´ fpaq
ÝÑ
yÝÑb

1

f 1paq
“

1

f 1 ˝ f´1pbq

par composée et inverse des limites lorsque f 1paq “ 0. �

Exemples. C’est ce résultat qui permet de calculer les dérivées de exp, Arctan, Arccos, Arcsin ; par
exemple :
‚ exp est la réciproque de ln qui a pour dérivée x ÞÝÑ 1

x qui ne s’annule pas sur R˚`. Ainsi exp est
dérivable sur R et :

@y “ lnpxq P R, exp1pyq “
1
1
x

“ x “ exppyq

‚ Arctan est la réciproque de tan :
‰

´π
2 ,

π
2

“

ÝÑ R qui a pour dérivée 1 ` tan2 ą 0 ; ainsi Arctan est
dérivable sur R et :

@y “ tanpxq P R, Arctan1pyq “
1

1` tan2pxq
“

1

1` y2

Exercice 11.
Soit f : x ÞÑ xex. Montrer que f réalise une bijection de r´1,`8r sur

“

´e´1,`8r. On note
f´1 la réciproque de cette bijection. Justifier que f´1 est dérivable sur s´ e´1,`8r et préciser
son nombre dérivé en 0.

Résolution.
La fonction f est dérivable sur R de dérivée f 1pxq “ px ` 1qex. En particulier pour tout x ą 1,
f 1pxq ą 0 et donc f est strictement croissante sur r1,`8r. D’après le théorème de la bijection
f réalise une bijection de r1,`8r sur fpr1,`8rq “ rlim1 f, lim`8 f r“ r´e´1,`8r (et f´1 est
strictement croissante et continue).
De plus f 1pxq “ px ` 1qex “ 0 pour tout x ą ´1 ainsi f´1 est dérivable sur s ´ e´1,`8r. Son
nombre dérivée en 0 est :

`

f´1
˘1
p0q “

1

f 1 ˝ f´1p0q
“

1

f 1p0q
“ 1
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3.2.1. Dérivées usuelles.

fpxq Ensemble de définition Ensemble de dérivabilité f 1pxq avec

xα

$

&

%

R si α P N˚
R˚ si α P Z r N
R˚` si α P Rr Z

$

&

%

R si α P N˚
R˚ si α P Z r N
R˚` si α P Rr Z

αˆ xα´1 α P R˚

n
?
x

"

R` si n pair
R si n impair

"

R˚` si n pair
R˚ si n impair

n
?
x

nˆ x
n P N˚

lnpxq R˚` R˚`
1

x

ex R R ex

ax R R lnpaq ˆ ax a P R˚`

shpxq R R ch

chpxq R R sh

sinpxq R R cospxq

cospxq R R ´ sinpxq

tanpxq Rr
´π

2
` πZ

¯

Rr
´π

2
` πZ

¯

1` tan2pxq

“
1

cos2pxq

Arcsinpxq r´1, 1s s ´ 1, 1r
1

?
1´ x2

Arccospxq r´1, 1s s ´ 1, 1r ´
1

?
1´ x2

Arctanpxq R R
1

1` x2

3.3. Théorèmes sur la dérivabilité.

3.3.1. Condition nécessaire d’extremum en un point intérieur.

Théorème 21. (Condition nécessaire d’extremum en un point intérieur)
Soit f : I Ñ R dérivable sur I, a un point intérieur de I (i.e. pas une borne)
Si f admet un extremum local en a, alors f 1paq “ 0.

Remarque. Attention :
‚ La réciproque est fausse en général. Par exemple, la dérivée de f : x ÞÑ x3 s’annule en 0 , mais f
n’admet pas d’extremum local en 0.
‚ C’est faux pour un extremum qui n’est pas un point intérieur ; par exemple sur r0, 1s, la fonction
x ÞÝÑ x admet des extremums en 0 et 1 tandis que sa dérivée ne s’y annule pas.
Démonstration. Lorsque a est un extremum le taux d’accroissement en a prend des signes opposés sur un voisinage de a selon
que x ă a ou x ą a ; en effet, le fait que a soit un extremum entraîne que sur un voisinage de a, fpxq ´ fpaq garde un signe
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constant, tandis que x ´ a change de signe selon que x soit à gauche ou droite de a. Par passage à la limite, f 1paq est à la fois
positif et négatif ; il est donc nul. �

> 0

c + 1
cc − h c + h

6 0

c

3.3.2. Théorème de Rolle.

Théorème 22. (Théorème de Rolle)
Soit f : ra, bs Ñ R, continue sur ra, bs, dérivable sur sa, br et telle que fpaq “ fpbq.
Alors il existe c Psa, br tel que f 1pcq “ 0.

Démonstration. (Esquisse) D’après le théorème des bornes atteintes f admet un maximum et un minimum sur ra, bs. Soit
f est constante, dans quel cas sa dérivée est nulle partout, soit le fait que fpaq “ fpbq implique que l’un des extremums est
nécessairement atteint sur l’intérieur sa, br. Il suffit alors d’appliquer le théorème de condition nécessaire d’un extremum en un
point intérieur pour obtenir un point intérieur c tel que f 1pcq “ 0. �

f(a) = f(b)
f ′(c2) = 0

a c1 c2 b

f ′(c1) = 0

Exercice 12. Soit f une fonction dérivable sur R et périodique. Montrer que f 1 s’annule une
infinité de fois.

Résolution.
Soit T la période ; on applique le théorème de Rolle sur tous les intervalles de la forme rkT, pk`1qT s
avec k P Z ; à l’intérieur de chaque intervalle, la dérivée s’annule en un point. Tous leurs intérieurs
étant deux à deux disjoints, on obtient une infinité de zéros de la dérivée.

3.3.3. Théorèmes des accroissements finis.

Théorème 23. (Égalité des accroissements finis)
Soit f : ra, bs Ñ R, continue sur ra, bs, dérivable sur sa, br.
Alors il existe c Psa, b r tel que fpbq ´ fpaq “ pb´ aq ˆ f 1pcq.

Démonstration. (Esquisse) On applique le théorème de Rolle à la fonction :

φ : x ÞÝÑ fpxq ´
fpbq ´ fpaq

b´ a
px´ aq

en effet φpaq “ fpaq “ φpbq. On obtient l’existence de c Psa, br tel que φ1pcq “ 0 soit f 1pcq “
fpbq ´ fpaq

b´ a
. �

Remarque. Théorème de Rolle et égalité des accroissements finis sont des résultats équivalents :
chacun des deux se déduit directement de l’autre. Avec l’égalité des accroissements finis, le théorème
de Rolle apparaît comme un simple cas particulier lorsque fpaq “ fpbq. Dans un exercice, l’égalité des
accroissements finis peut toujours se substituer au théorème de Rolle.
Graphiquement, l’égalité des accroissements finis apparaît comme une version "oblique" du théorème
de Rolle :
Jean-Philippe Préaux 15



PC Révisions : sur les fonctions réelles ENCPB

a c1 c2 b

En cinématique, si un mobile se déplace entre les temps t0 et t1 avec une vitesse moyenne v alors a au
moins un instant dans st0, t1r sa vitesse instantanée sera aussi v.

Exercice 13. Soit t P R`. Montrer qu’il existe un réel c Ps t, t`1 r tel que :
?
t` 1´

?
t “ 1

2
?
c
.

Résolution. Soit t P R` quelconque. En appliquant l’égalité des accroissements finis à la fonction
f : x ÞÝÑ

?
x dérivable sur l’intervalle rt, t` 1s, on obtient l’existence de c Pst, t` 1r tel que

?
t` 1´

?
t “ f 1pcq ˆ pt` 1´ tq “

1

2
?
c

Théorème 24. (Inégalité des accroissements finis)
Soit M P R`. Soit f : I Ñ R, dérivable sur I telle que

ˇ

ˇf 1
ˇ

ˇ ďM

sur I. Alors
@x, y P I, |fpxq ´ fpyq| ďM |x´ y|

(on dit que f est M -lipschitzienne).

Démonstration. Sur I, ´M ď f 1 ďM p˚q.
Supposons x “ y car sinon l’inégalité revient à 0 ď 0. D’après l’égalité des accroissements finis appliqué sur rminpx, yq,maxpx, yqs

Dc P I, fpxq ´ fpyq “ f
1
pcqpx´ yq

et d’après p˚q :
´M ˆ px´ yq ď fpxq ´ fpyq ďM ˆ px´ yq

donc : |fpxq ´ fpyq| ďM |x´ y|. �

Exercice 14. Montrer que @x P R, | sinx| ď |x|.

Résolution.
On a sur R : | sin1 | “ | cos | ď 1. En appliquant l’inégalité des accroissements finis avec y “ 0, on
obtient :

@x P R, | sinpxq ´ sinp0q| “ | sinpxq| ď |x´ 0| “ |x|

comme recherché.

3.3.4. Monotonie et signe de la dérivée.

Théorème 25. (Monotonie et signe de la dérivée)
Soit f : I Ñ R dérivable sur I. Alors

‚ f est constante sur I si et seulement si f 1 “ 0

‚ f est croissante sur I si et seulement si f 1 ě 0

‚ f est décroissante sur I si et seulement si f 1 ď 0

De plus, si f est continue sur I et dérivable sur I sauf en un nombre fini de points alors :
‚ Si f 1 ą 0 sauf en un nombre fini de points, alors f est strictement croissante sur I
‚ Si f 1 ă 0 sauf en un nombre fini de points, alors f est strictement décroissante sur I.
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Démonstration. (Esquisse) Le sens direct des 3 premiers points est évident : si par exemple f est croissante, tous les taux
d’accroissement sont positifs, et donc leur limite aussi.

Pour établir la réciproque des trois premiers points, et les deux derniers points lorsque f est dérivable sur sa, br, on applique
l’égalité des accroissements finis. Pour finir la démonstration des deux derniers points, on procède par récurrence après avoir
remarqué que si une fonction définie sur sa, cr est strictement croissante/décroissante sur sa, br ainsi que sur sb, cr, alors elle l’est
aussi sur sa, cr. �

Remarque. Attention ce n’est vrai que sur un intervalle. Par exemple f : x ÞÝÑ 1
x est définie et

dérivable sur R˚, à dérivée f 1pxq “ ´ 1
x2 strictement négative ; f est strictement décroissante sur R˚´,

sur R˚` mais pas sur R˚ (puisque ´1 ă 1 et fp´1q “ 1
´1 ă

1
1 “ fp1q).

Exercice 15.
‚ Soit x P r´1, 1s ; simplifier fpxq “ Arccospxq `Arcsinpxq.
‚ Soit x P R˚ ; simplifier gpxq “ Arctanpxq `Arctan

`

1
x

˘

.

Résolution.
‚ f est continue sur r´1, 1s et dérivable sur s ´ 1, 1r de dérivée f 1pxq “ 0. Ainsi f est constante sur
r´1, 1s et @x P r´1, 1s :

Arccospxq `Arcsinpxq “ Arccosp0q `Arcsinp0q “
π

2
` 0 “

π

2
.

‚ g est dérivable sur R˚ de dérivée :

g1pxq “
1

1` x2
`

1

1`
`

1
x

˘ ˆ
´1

x2
“

1

1` x2
´

1

x2 ` 1
“ 0

Ainsi g est constante sur les deux intervalles R˚´ et R˚` et donc :
"

@x P R˚`, gpxq “ gp1q “ Arctanp1q `Arctanp1q “ π
2

@x P R˚´, gpxq “ gp´1q “ Arctanp´1q `Arctanp´1q “ ´π
2

ùñ Arctanpxq `Arctan

ˆ

1

x

˙

“

"

π
2 si x ą 0

´π
2 si x ă 0

3.3.5. Théorème de la limite de la dérivée.

Théorème 26. (Théorème de la limite de la dérivée)
Soit a P I, f : I Ñ R continue sur I, dérivable sur Iztau. Soit ` réel ou infini. Si f 1pxq ÝÑ

xÑa
`,

alors
fpxq ´ fpaq

x´ a
ÝÑ
xÑa

`.

Démonstration. (Esquisse) S’obtient en appliquant l’égalité des accroissements finis sur des intervalles de la forme rx1, as,
ra, x2s, puis faire tendre x1 et x2 vers a. �

Remarque. Le cas où ` est réel est le plus important. Il permet de conclure sur la dérivabilité d’une
fonction en un point sans avoir à étudier la limite du taux d’accroissement en ce point.

En général :

(1) On sait qu’une fonction f continue sur I est dérivable sur Iztau et on connaît l’expression de
f 1 sur Iztau

(2) On cherche si cette expression a une limite ` en a

(3) Si cette limite existe et est réelle, alors f est dérivable en a et f 1paq “ `.
Donc f est dérivable et f 1 est continue en a.

Exercice 16. Montrer que f : x ÞÑ

"

x2 lnpxq si x ‰ 0
0 si x “ 0

est de classe C 1 sur R`.
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Résolution.
f est de classe C 1 sur R˚` comme produit de fonctions de classe C 1, et @x ą 0, f 1pxq “ 2x lnpxq`x.
De plus f est continue en 0 puisque par croissance comparée lim

xÑ0`
x2 lnpxq “ 0 “ fp0q. Toujours

par croissance comparée lim
xÑ0`

f 1pxq “ 0 donc f est dérivable en 0 et f 1 est continue en 0 d’après le

théorème de la limite de la dérivée. Ainsi f est de classe C 1 sur R` et :
f 1 : R` ÝÑ R

x ÞÝÑ

"

xp2 lnpxq ` 1q si x ą 0

0 si x “ 0

4. Dérivées d’ordre supérieur et fonction de classe C k

4.1. Définitions et exemples.

Définition 8. (Dérivées successives)
Soit f : I Ñ R. On définit (en cas d’existence) les dérivées successives de f par récurrence par

‚ f p0q “ f

‚ Pour tout k P N, f pk`1q “
`

f pkq
˘1

Exercice 17. Soit n P N˚ et f : x ÞÝÑ xn. Montrer que pour tout k P rr0, nss,

f pkqpxq “
n!

pn´ kq!
xn´k

Résolution. Par récurrence sur k P rr0, nss :

(I) Pour k “ 0, f pkqpxq “ fpxq “
n!

pn´ kq!
xn´k “ xn.

(H) Supposons l’assertion vraie pour k P rr0, n ´ 1ss fixé. Alors f pkqpxq “
n!

pn´ kq!
xn´k, f pkq est

dérivable et :

f pk`1qpxq “
´

f pkq
¯1

pxq “
HR

d

dx

ˆ

n!

pn´ kq!
xn´k

˙

“
n!

pn´ kq!
ˆ pn´ kqxn´k´1

“
n!

pn´ kq ˆ pn´ k ´ 1q!
ˆ pn´ kqxn´k´1

“
n!

pn´ pk ` 1qq!
xn´pk`1q

L’assertion demeure vraie au rang k ` 1.

Définition 9. (Fonction de classe C k)
Soit f : I Ñ R et k P N.
‚ On dit que f est de classe C k sur I si f est k fois dérivable sur I et f pkq est continue sur I.
‚ On dit que f est de classe C8 sur I si f est de classe C k sur I pour tout k P N, ou autrement

dit lorsque f admet des dérivées d’ordre k pour tout k P N.

Remarque. Par définition si f est de classe C n sur I alors f est n fois dérivable sur I. Puisque la
dérivabilité entraîne la continuité, si f est pn ` 1q fois dérivable alors f est aussi de classe C n sur I.
Ainsi en notant pour tout n P N˚ :

DnpI,Rq “
!

f : I ÝÑ R | f est n fois dérivable sur I
)

on a les inclusions :

C 0pI,Rq Ą D1pI,Rq Ą C 1pD,Rq Ą ¨ ¨ ¨ Ą C npI,Rq Ą Dn`1pI,Rq Ą C n`1pI,Rq Ą ¨ ¨ ¨ Ą C8pI,Rq.
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Toutes ces inclusions sont strictes :

Être de classe C n`1 est strictement plus fort qu’être pn ` 1q fois dérivable, qui lui-même est
strictement plus fort qu’être de classe C n.

On parle de plus ou moins grande régularité de la fonction ; une fonction de classe C8 est parfois
dite "lisse".

Exemple. Application de classe C n qui n’est pas pn` 1q fois dérivable.
L’application x ÞÝÑ |x| est continue et non dérivable. Ainsi l’inclusion D1pR,Rq Ă C 0pR,Rq est stricte.
Puisque l’application valeur absolue est continue elle admet des primitives. En considérant sa primitive
sur R :

f : x ÞÝÑ
xˆ |x|

2
“

$

’

&

’

%

x2

2
si x ě 0

´
x2

2
si x ă 0

on obtient une application dérivable à dérivée continue (i.e de classe C 1) qui n’est pas deux fois dé-
rivable. Ainsi l’inclusion D2pR,Rq Ă C 1pR,Rq est stricte. En prenant des primitives successives, on
obtient des exemples montrant que l’inclusion Dn`1pR,Rq Ă C npR,Rq est stricte pour tout n P R.

y = |x|

y = x× |x|
2

x ÞÝÑ |x| est C 0 et non D1. Sa primitive est C 1 et non D2.

Exercice 18. Soit :

f : x ÞÝÑ

#

x2 sin
1

x
si x “ 0

0 si x “ 0

Montrer que f est dérivable mais n’est pas de classe C 1.

Résolution. Appliquer le théorème des gendarmes permet de montrer que f est continue. Vérifions
qu’elle est dérivable sur R.
Elle est dérivable sur R˚ comme produit et composée d’applications dérivables. De plus :

@x P R˚, f 1pxq “ 2x sin
1

x
` x2 ˆ

´1

x2
ˆ cos

1

x
“ 2x sin

1

x
´ cos

1

x
Etudions sa dérivabilité en 0 :

τ0pxq “
x2 sin

1

x
´ 0

x´ 0
“ x sin

1

x
ÝÑ
0

0 “ f 1p0q

d’après le théorème des gendarmes. Ainsi f est dérivable sur R et :

f 1 : x ÞÝÑ

#

0 si x “ 0

2x sin
1

x
´ cos

1

x
si x “ 0

Mais f 1 n’est pas continue en 0. En effet :

2x sin
1

x
ÝÑ
0

0 et cos
1

x
n’a pas de limite en 0

(autrement cos aurait une limite en ˘8 ce qui est absurde), ainsi f 1pxq n’admet pas de limite en 0.
Ainsi f est un exemple d’application dérivable sur R qui n’est pas de classe C 1.

Cet exemple montre que l’inclusion C 1pR,Rq Ă D1pR,Rq est stricte.
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y = x2 sin 1
x

y = 2x sin 1
x

− cos 1
x

x ÞÝÑ x2 sin
1

x
est dérivable sur R. Sa dérivée n’est pas continue en 0.

En prenant des primitives successives (puisque f est continue), on en déduirait des exemples d’appli-
cations n fois dérivables qui ne sont pas de classe C n, pour tout n P N˚. Autrement dit, pour tout
n P N˚, l’inclusion C npR,Rq Ă DnpR,Rq est stricte.

4.2. Théorèmes.

Théorème 27. (Stabilité par combinaison linéaire, produit, quotient, composition)
Soient f, g des application n fois dérivables (resp. de classe C n) et λ, µ P R. Alors, partout où
elles sont définies :

λf ` µg, f ˆ g,
f

g
, g ˝ f

sont n fois dérivables (resp. de classe C n).

Démonstration. (Esquisse) Par récurrence sur n P N en appliquant la stabilité de la continuité et de la dérivabilité par ces
opérations. �

En ce qui concerne la dérivée n-ième d’un produit, on dispose de la formule de Leibniz.

Théorème 28. (Formule de Leibniz)
Soit f, g : I Ñ R n-fois dérivables (n P N). Alors :

pf ˆ gqpnq “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

f pkq ˆ gpn´kq

Démonstration. (Esquisse) Par récurrence sur n, en appliquant la dérivée d’une combinaison linéaire, d’un produit et la
formule de Pascal :

`n
k

˘

`
` n
k`1

˘

“
`n`1
k`1

˘

. �

Exercice 19. Déterminer la dérivée n-ième de x ÞÑ x2e3x.

Résolution.
Pour tout n P N :

`

e3x
˘pnq

“ 3ne3x

tandis que :
`

x2
˘p0q

“ x2 ;
`

x2
˘p1q

“ 2x ;
`

x2
˘p2q

“ 2 ;
`

x2
˘pnq

“ 0 si n ą 2

D’après le formule de Leibniz, si n ě 2 :
`

x2e3x
˘pnq

“
`

3nx2 ` 2n3n´1x` npn´ 1q3n´2
˘

e3x

et
`

x2e3x
˘p1q

“
`

3x2 ` 2x
˘

e3x ;
`

x2e3x
˘p0q

“ x2e3x

Théorème 29. (C k-Difféomorphisme)
La réciproque d’une fonction bijective de classe C k sur I et dont la dérivée ne s’annule pas, est
une fonction de classe C k sur fpIq.

Démonstration. Par récurrence sur n P N.
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(I) Pour n “ 0 c’est le théorème de la bijection (une fois montré qu’une bijection continue définie sur un intervalle est nécessai-
rement strictement monotone (cf. exercice page 9).

(H) Supposons l’assertion vraie au rang n, et soit f P Cn`1
pI,Rq avec f 1 ne s’annulant par sur I. Par dérivation de l’application

réciproque, f´1 est dérivable sur J “ fpIq de dérivée :
´

f
´1

¯1
“

1

f 1 ˝ f´1

Or par hypothèse f 1 P Cn
pI,Rq et par hypothèse de récurrence f´1 est de classe Cn sur J. Par composition et quotient,

`

f´1
˘1

est de classe Cn sur J et donc f´1 est Cn`1 sur J. L’assertion reste ainsi vraie au rang n` 1. �

5. Analyse asymptotique

Dans toute cette partie, I est un intervalle non vide et non réduit à un point, et a est un point de
I ou une borne de I, finie ou infinie.

5.1. Relations de comparaisons.

5.1.1. Relations de domination et de prépondérance.

Définition 10. (Domination, prépondérance )
Soit f, g : I Ñ R telles que g ne s’annule pas au voisinage de a. On dit que :

‚ f est dominée par g au voisinage de a (noté f “
a
Opgq) lorsque f

g est bornée au voisinage de
a.

‚ f est négligeable devant g au voisinage de a (noté f “
a
opgq ) lorsque fpxq

gpxq ÝÑxÑa
0 ; on dit

aussi que g est prépondérante devant f au voisinage de a.

On obtient facilement à partir des définitions les propriétés suivantes :

Propriété 30.

‚ Négligeable entraîne dominé :
f “
a
o pgq ùñ f “

a
O pgq

‚ Transitivité :
f “
a
O pgq et g “

a
O phq ùñ f “

a
O phq

f “
a
o pgq et g “

a
o phq ùñ f “

a
o phq

‚ Somme et différence :
f “
a
O phq et g “

a
O phq ùñ f ˘ g “

a
O phq

f “
a
o phq et g “

a
o phq ùñ f ˘ g “

a
o phq

‚ Multiplication par un scalaire λ “ 0 :
f “
a
O pgq ùñ λf “

a
O pgq et f “

a
O pλgq

f “
a
o pgq ùñ λf “

a
o pgq et f “

a
o pλgq

Exemple. La croissance comparée s’énonce à l’aide de la relation de prépondérance :

(Croissance comparée)
@α, β ą 0 :

lnαpxq “
`8

o
`

xβ
˘

; xα “
`8

o
`

eβx
˘

| lnpxq|α “
0`
o

ˆ

1

xβ

˙

; eαx “
´8

o

ˆ

1

|x|β

˙
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5.1.2. Équivalence.

Définition 11. (Équivalence de fonctions)
Soient f, g : I ÝÑ R ; on dit que f est équivalente à g au voisinage de a et on note f „

a
g si :

fpxq “ gpxq ˆ p1` εpxqq avec εpxq ÝÑ
xÑa

0

Lorsque g ne s’annule pas sur un voisinage de a c’est équivalent à :
f

g
ÝÑ
a

1 ou encore f “
a
g ` opgq.

Exemple. Une fonction polynôme :

P pxq “
n
ÿ

m

akx
k

‚ est équivalent en 0 à son monôme de plus bas degré : P pxq „
0
amx

m si am “ 0.
‚ est équivalent en ˘8 à son monôme de plus haut degré : P pxq „

˘8
anx

n si an “ 0.

On dispose des équivalents usuels, obtenus à l’aide des limites usuelles en 0 et du théorème de limite
d’une composée :

Soit u : I ÝÑ R tel que u ÝÑ
a

0 :

sinpuq „
a
u tanpuq „

a
u 1´ cospuq „

a

u2

2
lnp1` uq „

a
u eu ´ 1 „

a
u

?
1` u´ 1 „

a

u

2
@α ą 0, p1` uqα ´ 1 „

a
αu

Il vient facilement avec la définition que :

Propriété 31. (Relation d’équivalence)
Être équivalent en a est une relation :
‚ Réflexive : f „

a
f

‚ Symétrique : f „
a
g ùñ g „

a
f

‚ Transitive : f „
a
g et g „

a
h ùñ f „

a
h.

C’est ce qu’on appelle être une relation d’équivalence.

Pour le calcul d’équivalents on peut appliquer les propriétés suivantes :

Propriété 32.
‚ Si lim

xÑa
fpxq “ ` P R˚ alors :

f „
a
`

‚ Multiplication par λ “ 0 :
@λ “ 0, f „

a
g ùñ pλ.fq „

a
pλ.gq

‚ Inverse :
f „
a
g ùñ

ˆ

1

f

˙

„
a

ˆ

1

g

˙

‚ Puissance :
f „
a
g ùñ @p P Z, fp „

a
gp

Si de plus f et f sont strictement positives au voisinage de a :
f „
a
g ùñ @α P R, fα „

a
gα
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‚ Valeur absolue :
f „
a
g ùñ |f | „

a
|g|

‚ Produit :
f1 „

a
g1

f2 „
a
g2

+

ùñ f1f2 „
a
g1g2

‚ Quotient : si f2, g2 ne s’annulent pas sur un voisinage de a :
f1 „

a
g1

f2 „
a
g2

+

ùñ

ˆ

f1
f2

˙

„
a

ˆ

g1
g2

˙

Démonstration. (Esquisse) Découlent facilement de la définition par composition, produit et quotient des limites. �

Remarque. On ne compose pas les équivalents !

On n’additionne pas les équivalents ! Pour obtenir un équivalent d’une somme utiliser f “ g ` opgq
plutôt que f „ g.

Le résultat fondamental sur les équivalents est :

Propriété 33. (f „
a
g ùñ même limite en a et même signe au voisinage de a)

Soit f, g : I Ñ R telles que fpxq „
a
gpxq. Alors :

‚ f et g sont de même signe au voisinage de a.
‚ Si f admet une limite (finie ou infinie) en a, alors g tend vers la même limite que f en a.

Démonstration. Si f “ gp1 ` εq avec ε ÝÑ
a

0, alors sur un voisinage de a p1 ` εq ą 0 et donc f et g ont même signe. Et

puisque 1` ε ÝÑ
a

1, par produit des limites, f et g ont même limite (éventuelle). �

On dispose aussi d’une "version équivalents" du théorème des gendarmes :

Propriété 34. (Équivalent par encadrement)
Si au voisinage de a :

f ď g ď h

et si f „
a
u et h „

a
u alors g „

a
u.

Démonstration. De f “
a
up1` εq et h “

a
up1` ε1q avec ε, ε1 ÝÑ

a
0 découle g ´ u “ uε2 avec ε2 ÝÑ

a
0. �

Exercice 20. Calculer les limites de :

a)
sinx ln

`

1` x2
˘

x tanx
en 0

b)
lnp1` sinxq

tanp6xq
en 0

c) plnpe` xqq
1
x en 0

d) pln p1` e´xqq
1
x en `8

Résolution.

a)
sinx ln

`

1` x2
˘

x tanx
„
0

xˆ x2

xˆ x
“ x ÝÑ

0
0

b)
lnp1` sinxq

tanp6xq
„
0

sinpxq

6x
„
0

x

6x
ÝÑ
0

1

6

c) plnpe` xqq
1
x “ exp

`

1
x lnplnpe` xqq

˘

“ exp
`

1
x ln

`

1` ln
`

1` x
e

˘˘˘

et : 1
x ln

`

1` ln
`

1` x
e

˘˘

„
0

1
x ln

`

1` x
e

˘

„
0

1
x ˆ

x
e „0

1
e

par composée des limites : plnpe` xqq
1
x ÝÑ

0
e

1
e .

d) pln p1` e´xqq
1
x “ exp

`

1
x lnp1` e

´xq
˘
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or 1
x lnp1` e

´xq „
`8

1
xe
´x ÝÑ

`8
0

donc : pln p1` e´xqq
1
x ÝÑ
`8

1.

5.2. Développement limité.

5.2.1. Définition et premières propriétés.

Définition 12. (Développement limité)
Soit f : I Ñ R et n P N.
On dit que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de a lorsqu’il existe
a0, . . . , an P R tels que

fpxq “
a
a0 ` a1px´ aq ` ¨ ¨ ¨ ` anpx´ aq

n
looooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooon

partie régulière du DLnpaq

`opx´ aqn “
n
ÿ

k“0

akpx´ aq
k ` opx´ aqn

Remarques.
‚ Si f admet un DLnpaq alors f admet un DLppaq pour tout p P rr0, nss. En effet pour tout m ą p,
px´ aqm “

a
o ppx´ aqpq.

‚ Lorsque un DLnpaq de f existe, il est unique ; autrement on aurait px´aqp “
a
o ppx´ aqnq avec p ď n.

Propriété 35. DL0 ðñ continue ; DL1 ðñ dérivable
Soient f : I Ñ R et a P I. Alors :

‚ f est continue en a si et seulement si f admet un DL d’ordre 0 en a.
‚ f est dérivable en a si et seulement si f admet un DL d’ordre 1 en a.

Démonstration. f admet un DL0paq ssi f “
a
a0 ` op1q ðñ lima f “ a0 ssi f est continue en a puisque f est par hypothèse

définie en a ; en particulier fpaq “ a0.
f admet un DL1paq ssi f “

a
fpaq ` a1px´ aq ` opx´ aq ðñ

fpxq´fpaq
x´a ÝÑ

a
a1 ssi f est dérivable en a et f 1paq “ a1. �

Remarque. Attention, le résultat ne se généralise pas aux ordres supérieurs ; par exemple :

fpxq “

"

x3 sin 1
x si x “ 0

0 si x “ 0

admet un DL2p0q puisque fpxq “
0
o
`

x2
˘

mais n’est pas deux fois dérivable en 0.

Propriété 36. Un DLa non nul fournit un équivalent
Le monôme non nul de plus bas degré d’un DLa de f est un équivalent de f en a.

Démonstration.
fpxq “

a
ampx´ aq

m
` ¨ ¨ ¨ ` anpx´ aq

n
` o ppx´ aq

n
q

ùñ fpxq “
a
ampx´ aq

m
` o ppx´ aq

m
q ùñ fpxq „

a
ampx´ aq

m si am “ 0

�

5.2.2. Formules de Taylor.

Théorème 37. (Formule de Taylor-Young)
Soient n P N, f P C npI,Rq et a P I. Alors f admet pour développement limité d’ordre n au
voisinage de a :

fpxq “
a
fpaq ` f 1paqpx´ aq `

f2paq

2!
px´ aq2 ` ¨ ¨ ¨ `

f pnqpaq

n!
px´ aqn ` o ppx´ aqnq

“
a

n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk ` o ppx´ aqnq

Jean-Philippe Préaux 24



PC Révisions : sur les fonctions réelles ENCPB

Remarque. Une fonction de classe C n admet donc un DLn en a, mais la réciproque est fausse en
général, pour n ě 1.
Démonstration. (Esquisse) Par récurrence sur n.
(I) Pour n “ 0 c’est évident.

(H) Soit f P Cn`1
pI,Rq alors f 1 P Cn

pI,Rq et par hypothèse de récurrence :

f
1
ptq “

a
f
1
paq ` f

2
paqpt´ aq `

f3paq

2!
pt´ aq

2
` ¨ ¨ ¨ `

fpn`1q
paq

n!
pt´ aq

n
` o ppt´ aq

n
q

“
a

n
ÿ

k“0

fpk`1q
paq

k!
pt´ aq

k
` pt´ aq

n
ˆ ηptq

avec ηptq ÝÑ
a

0. On intègre en a et x :

ż x

a

f
1
ptqdt “fpxq ´ fpaq “

a

n
ÿ

k“0

fpk`1q
paq

pk ` 1q!
px´ aq

k`1
`

ż x

a

pt´ aq
n
ˆ ηptqdt

ùñ fpxq “
a

n`1
ÿ

k“0

fpkqpaq

k!
px´ aq

k
`

ż x

a

pt´ aq
n
ˆ ηptqdt

et on montre, à l’aide de la définition que
1

px´ aqn`1
ˆ

ż x

a

pt´ aq
n
ˆ ηptqdt ÝÑ

xÑa
0. �

Lorsque f est un peu plus régulière (de classe C n`1) on peut préciser la valeur exacte du reste. C’est
la formule de Taylor avec reste intégral (ou formule de Taylor-Laplace). Elle est non-exigible, mais elle
permet de démontrer l’inégalité de Taylor-Lagrange, qui elle est au programme.

Théorème 38. (Formule de Taylor avec reste intégral)
Soient n P N, f P C n`1pI,Rq et a P I.
Alors :

fpxq “
a
fpaq ` f 1paqpx´ aq `

f2paq

2!
px´ aq2 ` ¨ ¨ ¨ `

f pnqpaq

n!
px´ aqn `

ż x

a

px´ tqn

n!
f pn`1qptqdt

Démonstration. Par récurrence sur n.
(I) La formule devient fpxq “ fpaq `

şx
a
f 1ptqdt qui est évidemment vrai.

(H) Supposons f P Cn`2
pI,Rq ; par hypothèse de récurrence :

fpxq “
a

n
ÿ

k“0

fpkqpaq

k!
px´ aq

k
`

ż x

a

px´ tqn

n!
f
pn`1q

ptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

u “ fpn`1q
ptq u1 “ fpn`2q

ptq

v “ ´
px´ tqn`1

pn` 1q!
v1 “

px´ tqn

n!

On effectue une intégration par partie sur le reste intégral Rn :

Rn “

«

´
px´ tqn`1

pn` 1q!
f
pn`1q

ptq

ffx

a

`

ż x

a

px´ tqn`1

pn` 1q!
f
pn`2q

ptqdt “
px´ aqn`1

pn` 1q!
f
pn`1q

paq `

ż x

a

px´ tqn`1

pn` 1q!
f
pn`2q

ptqdt

qui montre que l’assertion reste vraie au rang n` 1. �

Corollaire 39. (Inégalité de Taylor-Lagrange)
Soient n P N, f P C n`1pI,Rq et a P I. Notons :

Mn`1 “ max
tPI

ˇ

ˇ

ˇ
f pn`1qptq

ˇ

ˇ

ˇ

Alors pour tout x P I :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´
n
ÿ

k“0

f pkqpaq

k!
px´ aqk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ďMn`1
|x´ a|n`1

pn` 1q!

Démonstration. Découle de la formule de Taylor avec reste intégral :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´
n
ÿ

k“0

fpkqpaq

k!
px´ aq

k

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż x

a

px´ tqn

n!
f
pn`1q

ptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż x

a

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

px´ tqn

n!
f
pn`1q

ptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dt ďMn`1 ˆ

ż x

a

|x´ t|n

n!
dt

ďMn`1
|x´ a|n`1

pn` 1q!

�

5.2.3. Opérations sur les DLs.
Les développements limités, au contraire des équivalents, se comportent très bien avec les opérations :
on peut ajouter, multiplier, composer, etc. des DL.
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Pour énoncer les résultats on notera Troncp la troncature à l’ordre p d’une partie régulière d’un DL
d’ordre plus grand :

Si p P rr0, nss :

Troncp

˜

n
ÿ

k“0

akpx´ aq
k

¸

“

p
ÿ

k“0

akpx´ aq
k.

Propriété 40. (Combinaison linéaire et produit de DL)
Si f et g admettent des DLnpaq de parties régulières Pnpxq et Qnpxq :

fpxq “
a
Pnpxq ` o ppx´ aqnq

gpxq “
a
Qnpxq ` o ppx´ aqnq

‚ @pλ, µq P R2, λ ¨ f ` µ ¨ g admet pour DLnpaq :
pλ ¨ f ` µ ¨ gqpxq “

a
λ ¨ Pnpxq ` µ ¨Qnpxq ` o ppx´ aq

nq

‚ f ˆ g admet pour DLnpaq :

pf ˆ gq pxq “
a
Troncn

´

Pnpxq ˆQnpxq
¯

` o ppx´ aqnq

Démonstration. (Esquisse) On fait la combinaison linéaire et le produit des DLs ; pour le produit, on tient compte du fait
que degpPn ˆQnq “ degpPnq ` degpQnq “ 2n et que si q ą n alors px´ aqq “ o ppx´ aqnq. �

Même si le résultat sur la composition des DLs ne figure pas explicitement au programme, il faut
savoir l’appliquer dans les calculs.

Propriété 41. (Composition de DL)
Soit f : I ÝÑ R et g : J ÝÑ R avec fpIq Ă J . Soit a P I ; si f admet un DLnpaq de partie
régulière Pnpxq et si g admet un DLnpfpaqq de partie régulière Qnpxq alors g ˝ f admet pour
DLnpaq :

g ˝ fpxq “
a
Troncn

´

Qn ˝ Pn

¯

pxq ` o ppx´ aqnq

Démonstration. On procède comme dans le cas d’un produit, degpQn ˝ Pnq “ degpQnq ˆ degpPnq “ n2 en utilisant que si
q ą n alors px´ aqq “ o ppx´ aqnq. �

Propriété 42. (Primitivation de DL)
Soit f 1 : I ÝÑ R continue et a P I ; si f 1 admet le DLnpaq :

f 1pxq “
a

n
ÿ

k“0

akpx´ aq
k ` o ppx´ aqnq

alors f admet le DLn`1paq :

fpxq “
a
fpaq `

n
ÿ

k“0

ak
k ` 1

px´ aqk`1 ` o
`

px´ aqn`1
˘

Démonstration. (Esquisse) On intègre le DLnpaq de f 1ptq entre a et x :

f
1
ptq “

a

n
ÿ

k“0

akpt´ aq
k
` pt´ aq

n
ηptq avec ηptq ÝÑ

tÑa
0

ùñ fpxq ´ fpaq “
a

n
ÿ

k“0

ak

k ` 1
px´ aq

k`1
`

ż x

a

pt´ aq
n
ηptqdt

et on montre sans peine que
1

px´ aqn`1

ż x

a

pt´ aq
n
ηptqdt ÝÑ

xÑa
0. �

Pour dériver un DL il faut prendre garde que si f admet un DLnpaq il n’est pas toujours vrai que f 1
admette un DLn´1paq.

Contre-exemple fpxq “ x2 sin 1
x prolongé par continuité en 0 en posant fp0q “ 0 est dérivable et n’est

pas de classe C 1 (cf. page 19) ; ainsi f admet un DL1p0q (car dérivable) mais f 1 n’admet pas de DL0p0q
(car non continue).
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Pour obtenir un résultat il faut donc plus d’hypothèse :

Propriété 43. Dérivation de DL
Si f : I ÝÑ R est de classe C n et admet le DLn en a P I :

fpxq “
a
a0 ` a1px´ aq ` a2px´ aq

2 ¨ ¨ ¨ ` anpx´ aq
n ` o ppx´ aqnq

alors f 1 admet le DLn´1paq :
f 1pxq “

a
a1 ` 2a2px´ aq ` ¨ ¨ ¨ ` nanpx´ aq

n´1 ` o
`

px´ aqn´1
˘

Démonstration. Si f P Cn
pI,Rq alors f 1 P Cn´1

pI,Rq et d’après Taylor-Young, f 1 admet donc un DLn´1paq dont les
coefficients se déduisent du DLnpaq de f , par exemple, à l’aide de la formule de primitivation. �

Propriété 44. Inverse de DLn
Si f admet un DLnpaq et si fpaq “ 0 alors 1

f admet aussi un DLnpaq.

Démonstration. (Esquisse) S’obtient par composition avec un DLnpfpaqq de x ÝÑ 1
x qui existe puisque l’application inverse

est de classe C8 sur R˚. �

Dans la pratique le DL d’un inverse (resp. ou d’un quotient) s’obtient par composition (resp. et pro-
duit) à l’aide du DLnp0q de 1

1˘x .

Exemple. DL3p0q de tan “ sin
cos (on utilise les DL usuels qui suivent) :

1

1´ x
“
0
1` x` x2 ` x3 ` opx3q

cospxq “
0
1´

x2

2
` opx3q

ùñ
1

cospxq
„
0

1

1´ x2

2 ` opx
3q

“
0
1`

x2

2
` opx3q par composition

sinpxq “
0
x´

x3

3!
` opx3q

ùñ tanpxq “
0
Tronc3

´

ˆ

1`
x2

2

˙

ˆ

ˆ

x´
x3

3!

˙

¯

` opx3q par produit

“
0
x´

x3

6
`
x3

2
` opx3q

tanpxq “
0
x`

x3

3
` px3q

5.2.4. Développements limités usuels.

(Développements limités usuels)

‚
1

1´ x
“
0
1` x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` xn ` o pxnq

‚
1

1` x
“
0
1´ x` x2 ` ¨ ¨ ¨ ` p´1qnxn ` o pxnq

‚ exppxq “
0
1` x`

x2

2!
` ¨ ¨ ¨ `

xn

n!
` o pxnq

‚ sinpxq “
0
x´

x3

3!
`
x5

5!
` ¨ ¨ ¨ ` p´1qn

x2n`1

p2n` 1q!
` o

`

x2n`2
˘

‚ cospxq “
0
1´

x2

2!
`
x4

4!
` ¨ ¨ ¨ ` p´1qn

x2n

p2nq!
` o

`

x2n`1
˘
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‚ p1` xqα “
0
1` αx`

αpα´ 1q

2!
x2 ` ¨ ¨ ¨ `

αpα´ 1q ¨ ¨ ¨ pα´ n` 1q

n!
xn ` o pxnq (α P R)

‚ lnp1` xq “
0
x´

x2

2
`
x3

3
` ¨ ¨ ¨ ` p´1qn´1x

n

n
` o pxnq

‚ Arctanpxq “
0
x´

x3

3
`
x5

5
` ¨ ¨ ¨ ` p´1qn

x2n`1

2n` 1
` o

`

x2n`2
˘

‚ tanx “
0
x`

x3

3
` o

`

x4
˘

‚ shpxq “
0
x`

x3

3!
`
x5

5!
` ¨ ¨ ¨ `

x2n`1

p2n` 1q!
` o

`

x2n`2
˘

‚ chpxq “
0
1`

x2

2!
`
x4

4!
` ¨ ¨ ¨ `

x2n

p2nq!
` o

`

x2n`1
˘

Démonstration. (Esquisse) Le DLn de 1
1´x se déduit de la factorisation p1´xn`1

q “ p1´xqp1`x`¨ ¨ ¨`xnq. En l’appliquant
en ´x on obtient celui de 1

1`x , puis par primitivation celui de lnp1` xq.

Les DL de exp, cos, sin, p1` xqα s’obtiennent grâce à la formule de Taylor-Young.

Le DL d’Arctan s’obtient par primitivation de celui de 1
1`x2

lui-même obtenu par composition à partir de celui de 1
1`x .

Le DL de tan s’obtient par quotient, et ceux de ch et sh par combinaison linéaire à partir de celui de exp. �

Remarque. Il est bon de connaître les premières valeurs du DL :
?
1` x “ p1` xq

1
2 “

0
1`

x

2
´
x2

8
`
x3

16
` ¨ ¨ ¨

Pour s’aider à mémoriser ces formules, ou plus généralement dans le calcul de DLp0q, se rappeler que :

Propriété 45. (DLp0q d’une fonction paire/impaire)
Pour une fonction paire (resp. impaire) un DLp0q n’a que des monômes de degrés pairs (resp.
impairs).

Démonstration. Si fp´xq “ p´1qεfpxq (avec ε “ 0 ou 1 selon que f est pair/impair) alors :

0 “ fp´xq ´ p´1q
ε
fpxq “

0

n
ÿ

k“0

´

1´ p´1q
k`ε

¯

akx
k
` opx

n
q

Or par unicité du DL : @k P rr0, nss,
´

1´ p´1qk`ε
¯

ak “ 0, or :

´

1´ p´1q
k`ε

¯

“ 0 ssi k ` ε est impair ùñ

"

si ε “ 0, ak “ 0 pour tout k impair
si ε “ 1, ak “ 0 pour tout k pair

�

Exercice 21. Donner le développement limité en 0 des fonctions :
a) x ÞÑ exppsinpxqq (à l’ordre 3 ).
b) x ÞÑ plnp1` xqq2 (à l’ordre 4).
c) x ÞÑ lnpcospxqq (à l’ordre 6q.

Résolution.

a)

sinpxq “
0
x´

x3

3!
` opx3q

exppxq “
0
1` x`

x2

2
`
x3

3!
` opx3q

ùñ exppsinpxqq “
0
1` x´

x3

3!
` Tronc3

˜

1

2

ˆ

x´
x3

3!

˙2

`
1

3!

ˆ

x´
x3

3!

˙3
¸

` opx3q

“
0
1` x´

x3

3!
`

1

2
x2 `

1

3!
x3 ` opx3q “

0
1` x`

x2

2
` opx3q
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b)

lnp1` xq “
0
x´

x2

2
`
x3

3
´
x4

4
` opx4q

ùñ plnp1` xqq
2
“
0
Tronc4

ˆ

x´
x2

2
`
x3

3
´
x4

4

˙2

` opx4q

“
0
x2 `

x4

4
´ x3 ` 2

x4

3
` opx4q

“
0
x2 ´ x3 `

11x4

12
` opx4q

c)

cospxq “
0
1´

x2

2
`
x4

4!
´
x6

6!
` opx6q

lnp1` xq “
0
x´

x2

2
`
x3

3
´
x4

4
`
x5

5
´
x6

6
` opx6q

ùñ lnpcospxqq “
0
ln

ˆ

1´
x2

2
`
x4

4!
´
x6

6!
` opx6q

˙

“
0
´
x2

2
`
x4

4!
´
x6

6!
´

1

2
Tronc6

ˆ

´
x2

2
`
x4

4!
´
x6

6!

˙2

`
1

3
Tronc6

ˆ

´
x2

2
`
x4

4!
´
x6

6!

˙3

` opx6q

“
0
´
x2

2
`
x4

4!
´
x6

6!
´
x4

8
`

x6

2 ¨ 4!
´

x6

3 ¨ 8
` opx6q

“
0
´
x2

2
´
x4

12
´
x6

45
` opx6q
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