Chapitre 15
Calcul différentiel
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Dans tout le chapitre I désigne un intervalle d’intérieur non vide, et n un entier > 1. On considére

des applications a variables réelles et valeurs réelles.

Nous développons le calcul différentiel :

— Dans la premiére partie des applications f : I — R™, c’est-a-dire, en fait, des courbes paramétrées

en dimension n > 1.
— Dans la seconde partie des applications f : R® — R.

Le calcul différentiel des applications de R — RP découle sans difficulté de ces deux parties. Nous

ne le traiterons cependant pas, afin d’éviter les confusions.

1. DERIVATION DE FONCTIONS VECTORIELLES.

DEFINITION 1. (Dérivée en un point)

Soient n € N*, I un intervalle non trivial de R, f : I — R™ et tg e I.
On dit que [ est dérivable en ty si et seulement si le taux d’accroissement en tg :

Tof: I~ {te} — R"
to A () - f(t)
admet une limite lorsque t — to. Si cette limite existe, elle est notée f' (tg) et appelée dérivée
de f enty :

" (t0) = Jim Tiy f(2) = Jim —— - (1) = F(t0))

t—to t — g
On dit que f est dérivable si et seulement si elle est dérivable en tout point de I.
L’application f' =Df = % : I — R™ est alors appelée dérivée de f.
On note 2(I,R™) l’ensemble des applications dérivables de I dans R™.

o

J

Remarque. Sin = 2 oun = 3, la dérivée s’interpréte comme le vecteur vitesse de la courbe paramétrée

t — f(t). Sa norme euclidienne est la vitesse instantanée.
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PROPOSITION 1. (Développement limité d’ordre 1)

Sous les mémes hypothéses, f est dérivable en ty € I si et seulement si f admet un développement
limité a lordre 1 en tg, c’est a dire :

f&) = f(to) +(E=t0) -V + o (t—to)
avec V € R™ et o (t—to) =(t—to) h(t) ou h: I — R" et tlir? h(t) = Ogn.

On a alors f' (tg) =V
- J

Démonstration. On a :

L) — o)) =V

F(t) = f(to) + (t=to) -V + ot —to) = 0 t—to

~o(t — to) t::) \%

]
Remarque. Dans ce cas la courbe paramétrée admet au point f(ty) la droite tangente de vecteur

directeur V = f'(to).
On a le résultat fondamental suivant.

s N
PROPOSITION 2. (Dérivabilité des coordonnées)

Soit :

f:I — R®
t — (fl(t)w"vfn(t))

f est dérivable en ty si et seulement si pour tout i € [1,n], f; est dérivable en ty. On a alors :

f/<t0) = (f{(t0)7 000y f’I{L(tO))

\. J

Démonstration. En dimension finie la convergence d’une fonction équivaut a la convergence de ses fonctions coordonnées dans
la base canonique :

Tid (1) = =3 (1@ Fa (@) = (Fi(b0), o fnh0))
:(fl(t)ffl(t()) fn(t)ffn(t()))

yeeey

e ) o k), ko))

t—tg

Remarque. En particulier, si pour tout ¢t € I, f’(t) = Or~ alors f est constante sur l'intervalle I,
puisque toutes ses fonctions coordonnées sont des applications & valeurs réelles et de dérivée nulle.

THEOREME 3. (Dérivable — continue)
Toute application f : I — R™ dérivable est continue.

Démonstration. Découle de la proposition 2 et du fait qu’en dimensions finie, la continuité d’une application équivaut a celles
de ses coordonnées dans la base canonique.

[ PROPRIETE 4. (Combinaison linéaire)
L’ensemble 2 (I,R™) des applications dérivables de I dans R™ est un sous-espace vectoriel de
€O (I,R"), et f — f" est une application linéaire de D (I,R™) sur F (I,R™) c’est a dire :
si f et g sont dérivables alors pour tout (X, p) € R?, (\f + pg) est dérivable de dérivée
(Af +19) ="+ ng'.
\
Démonstration. Découle de la proposition 2 et de la propriété analogue sur la dérivée scalaire. |

PROPRIETE 5. (Composition a droite)
Soit g€ 2(I,R), tel que g(I) = J, et f e 2 (J,R"), alors foge P (I,R") et

(fog) =g (fog)

Démonstration. Découle de la proposition 2 et de la propriété analogue sur la dérivée scalaire :
(fog) =(fiog,--osfnog) =(g - (fiog)s g - (fnog) =g -(fiog,....fr,o9) =g - (f og)

Jean-Philippe Préaux 2
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PROPRIETE 6. (Composition a gauche par une application linéaire)
Soit Le L(R",RP) et fe P(I,R™); alors L(f) : I — RP est dérivable et :

L(f)" = L(f")

Démonstration. Par définition et par linéarité de L :
1
(LD = LD (t) = L(

t—to
puisqu’une application linéaire en dimension finie est continue. |

1
t—to

() = F(t0))) 7 L (1))

e ™
PROPRIETE 7. (Composition a gauche par une application bilinéaire)

Soient des entiers n,p,q = 1, une application bilinéaire @ : R™ x RP — RY, et deuz applications
dérivables définies sur I : f e 2 (I,R"™) et g€ 2 (I,RP). Alors lapplication :
o(f,g): 1 — R
z — o(f(z),9(z))
est dérivable sur I et :

(e(f:9)) =¢(f,9) +¢(f.9)-

. J

Démonstration. (Non exigible.) L’argument ne présente pas de difficulté :

Ty (o(f,9))(t) = [e(f(£),9(t) — @(f(to), g(t0))]

t—to

[

= S [ (F(1), 9(1)) — w(f(t0), 9(¥)) + #(f(t0), 9(¥)) — (f(t0), 9(t0))]

= o [p(f(t) = f(t0), 9(8)) + #(f (o), 9() — g(t0))]

= o(; _1t0 @ = £(t0) s 9() + (ko) ﬁ (gt — g(t0))
(par bilinéarité)
Tio (P(£.9) (1) =7 @S (t0). g(t0)) + #(F(to). g (t0))

puisque ¢ est continue (car bilinéaire en dimension finie), et f, g sont dérivables en ¢y et donc aussi continues. | |

On en déduit les corollaires importants :

e A
COROLLAIRE 8.

e Produit d’une fonction scalaire par une fonction vectorielle :
SiA: I — R etg:I—> R" sont dériwables, alors Ag : [ —> R"™ est dérivable et :

(Ag) =XNg+Ad
e Produit scalaire de fonctions vectorielles :
Si fyog: I — R™ sont dérivables, alors {f | g) est dérivable et :

Slg = Ta+L{flg)
ot {- | -y désigne un produit scalaire sur R™.

o Déterminant de fonctions & valeurs dans R? :
Si f,g: I — R2, alors det(f,g) est dérivable et :

(det(f,g)) = det (f',g) + det (f,g')
\ b,

Démonstration. Toutes sont des composées a gauche par une application bilinéaire.

Exercice 1.
Soient f : I — R™ dérivable. On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.

1. Montrer que (Hsz)/ =2{f"|
2. Montrer que si V¢ € I, f(t) est unitaire alors f(¢) L f/(¢).

Jean-Philippe Préaux 3
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Reésolution.
( - - . . . . ey . \
PROPRIETE 9. (Composition a gauche par une application multilinéaire)
Soient (n+1) entiers p1,...,pn,q = 1, soit une application n-linéaire M : RP1 x - - - x RP» — RY,
et n applications dérivables f1, ..., fn ot pour touti € [1,n]), f; : I —> RPi ; alors Uapplication :
M(fi,.o f): I — RO
est dérivable et :
M(fr,.. fo) = M(f1,- o fa) + o+ M1y, fr)
\ Y,
Démonstration. Non exigible. Procéde de la méme fagon que pour la composition par une application bilinéaire. |

COROLLAIRE 10. (Déterminant de fonctions a valeurs dans R™)
Si pour tout i € [1,n]], fi : I —> R™ est dérivable, alors det(fi, ..., fn) est dérivable et :

det(fi, ..., fn) =det(fi,..., fn) + - +det(f1,..., f})

o\ J

Démonstration. Le déterminant de n vecteurs de R™ est une forme n-linéaire.

e 2
DEFINITION 2. (Fonctions de classe %7)
o Soit f: T — R™; on définit par récurrence sur p € N la dérivée p-ieme f®) de f en posant
fO = £ et, pour tout pe N, si fP) existe et est dérivable sur I, alors f®+1) = (f(”))/.
5 _ _ dpf
On peut noter aussi fP) = DP f = -
e L’ensemble des fonctions p fois dérivables sur I & valeurs dans R™ est noté 9P (I,R™).
o L’ensemble des fonctions p fois dérivables sur I a valeurs dans R™ dont la dérivée p-iéme
f®) est continue est noté €P (I,R™) ; une telle application est dite de classe €P.
e [L’ensemble des fonctions p fois dérivables sur I a valeurs dans R™ pour tout p € N est noté
E* (I,R™) ; une telle application est dite de classe €.
e On a alors les inclusions € (I,R™) « €P+1 (I,R") < 2P (I,R") = €P (I,R™).
\ J

Remarque. On déduit aisément des propriétés précédentes des propriétés analogues pour les fonctions
p fois dérivables sur I (seules les formules peuvent se révéler plus compliquées).

On pourrait poursuivre la généralisation en intégrant des fonctions vectorielles, en évoquant les formules
de Taylor, etc. Démontrons & titre d’exemple I'inégalité des accroissements finis dans ce contexte.

( . P . P . . \
Exercice 2. Inégalité des accroissements finis.

Soit f € € (I,R™). On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.
On suppose qu'’il existe M € R* tel que Vi € I, ||f/(¢)] < M. On se donne a < b deux réels de I.
Soit ¢ : { ==K
t— (f(b) = fa) | ()
1. Montrer que ¢ est dérivable sur I et que pour tout ¢ € I, |¢’(¢)| < M || f(b) — f(a)]|-
2. En déduire (inégalité des accroissements finis pour la norme euclidienne)

1£(b) = fa)| < M- (b—a).

. J

Jean-Philippe Préaux 4
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Résolution.

Jean-Philippe Préaux 5
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2. FoNCTIONS DE R™ DANS R

2.1. Rappels : Fonctions de classe ¥' de R? dans R.

On munit R? de sa structure euclidienne canonique, et on le représente dans ’espace muni d’un repére
orthonormé direct.

Pour une fonction réelle de 2 variables réelles : )
:R? — R
(@,y) — flz,y)
Son domaine de définition %y est I'ensemble des (x,y) € R? ou f(z,y) est bien définie.
Le graphe de f est le sous-ensemble de R3 :
9 = {(z.9.2) R | (w,9) € Iy et 2 = f(2,1)}
sa représentation dans l’espace est la surface représentative de f.
\ J

e

e

RS2 A2
2R TR AR T2

Pour étudier f, le plus simple est de se ramener a des fonctions d’une seule variable réelle, en considérant
les fonctions partielles :

\
Soient f: 2y — R et (zo,y0) € Dy ;
e La premiére fonction partielle en (xq,yo) est :
forx— f(z,y0)
e La seconde fonction partielle en (zg, yo) est :
fyy— fzo,y)
§ y,

Remarque.

e La courbe représentative de la premiére fonction partielle en (zg,yo) s’obtient en intersectant la
surface représentative de f avec le plan vertical y = yq :

e La courbe représentative de la seconde fonction partielle en (zg,yo) s'obtient en intersectant la
surface représentative de f avec le plan vertical x = x :

e Courbe des premiére et seconde fonctions partielles en (zg, yo) :

SSeseeees
CSOSISSOSSSSOS
SOSOCS SIS —
CSSIS X SSS KRS S SOS SIS S
SasSSESs o
S S S S S IS SRS SIS S

SIS

o

"‘;’
S SIS
SISO
SRS RSSO SSSISSSSe
S

S SIS <SS
S SS e S OSOCSOSOSSOSOTS TS =S SRS S RS
oSS — S S SIS SIS
% """ S SO STS S S “‘ "‘ S IS SIS COSOS SOSSoSes
SRS B> S OSSR SIS S BSOS SES
X OSSP < S S ISR IS XS S
SO "‘ <> e ¢- ¢‘s‘\¢‘%“‘>¢‘

O¢“o‘ =
SOSOSSCSISS
SIS

<OS
==
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Soit (29, yo) un point dans l'intérieur du domaine de définition Z; de f;
e Si en (zo,Yo), la premiére fonction partielle est dérivable en xg, alors on appelle premiére
dérivée partielle (ou dérivée partielle par rapport a x) en (zo,yo) le réel :
f(@o + hyyo) — f(z0,y0)
h
e Sien (zg, yo), la seconde fonction partielle est dérivable en yg, alors on appelle seconde dérivée
partielle (ou dérivée partielle par rapport a y) en (zg, yo) le réel :
f(@o, 90 + 1) — f(z0,y0)
h

of o
%(9507?/0) = fr(wo) = }111{)%

af / .
a*y(xovyo) = fy(yo) = }llli%

On dit alors que f admet des dérivées partielles en (zg, yo).
§ y,

Remarque. On a représenté la surface représentative, et :

e Dans le plan y = yo, la courbe de z = f,(z) et le vecteur : (1,0, Z—f(x07y0)).
x

0
e Dans le plan « = zo, la courbe de z = f,(y) et le vecteur : (0,1, a—z(mo, Yo))-

b <S>

~ Q <>

< ‘. <> <>

= “‘“t\““

SIS ISSCSSSSS ——
S SIS S SIS oSO s
e S S S S SIS RO SRS

SO
= = S S SNSSSR S S
<> <D S
SO "“““3“‘:‘:’:":3@?{(:
O S S e e
XSS SRS S BSISI S SIS
S S S I S S S S S S SIS SIS
e I N S R S P S S S S I S S S
= S S XSS XSS

7

2y

On définit en tout point (zg,yo) de D ou f admet des dérivées partielles :

la premiére fonction dérivée partielle :
0
—f : D — R

oz

(@y) — )
et, la seconde fonction dérivée partielle :
ﬁ : D — R

oy

0
(z,y) +— aijc(w, Y)
Ce sont des fonctions réelles de deux variables réelles.

On dit que f est de classe €' sur D si ces deux fonctions sont continues sur D.
§ y,

Une application de classe €' au voisinage d’un point (zo, o), admet un développement de Taylor
d’ordre 1 en ce point :

Lorsque f est de classe ¢! sur un ouvert contenant (xg, o), on a le développement de Taylor
a lordre 1;

0 0
Faa+ b ) = fan,) +hox o) + b x G (o,0) + ol D)

Le développement de Taylor s’écrit plus simplement & I'aide du vecteur gradient :
Jean-Philippe Préaux 7
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-
Lorsque f admet des dérivées partielles en (zg, yo), son vecteur gradient en (xg, yo) est le vecteur
V f(xo,90) € R? :
of aof
Vf(xo,y0) = (ax(ﬂ?o,yo) ; ay(%ﬂo))
Si f est de classe €' sur un ouvert contenant (zo,yo), son développement de Taylor s’écrit
alors :
f(zo + h,yo + k) o) f(@o,y0) + <V f(@o,y0) | (R k) + olll(h, K)])
\ J

Remarque. Le vecteur gradient est un vecteur de R? qu'on a coutume de représenter sur le plan
z = 0. Il vient rapidement que le vecteur gradient a les propriétés suivantes :

— 11 donne la direction de plus grande pente sur la surface représentative.

— 1l est normal a la tangente au point (z,yo) de la courbe de niveau f(xg,yo).

W

i N V(W)

courbe de niveau f(u)

(Ici on a noté u = (xg,yo).)
ou la courbe de niveau f(xg,yo) est défini comme courbe représentative de :

{@9,0 e R | f(2,9) = Flao.0)}

— En un extremum local le gradient s’annule : par exemple pour :

[o(@y) — /1= (2% +y?)
les deux dérivées partielles :

of x
ﬂ(m W=
oy 1— (22 +y?)

s’annulent en (0, 0).

Mais c’est une condition nécessaire non suffisante : le gradient peut étre nul en un point (z,yo) sans
que la fonction n’y admette un extremum ; par exemple pour :

g:(z,y) — 2® — ¢

o . ) AN

les deux dérivées partielles : &‘\‘%‘\\\\\\\\\‘:\\‘i\
dg dg R
—(z,y) =2z (z,y) = =2y LR
or oy X

s’annulent en (0,0) qui n’est pas un extremum car :

g9(z,0) = 2% > g(0,0) > —y* = g(0,y)
pour x,y £ 0.

X
eestigo
T
MRS

Lorsque f est de classe 4! sur un ouvert contenant (zg,yo), sa surface représentative admet un
plan tangent au point Mo (o, yo, f (2o, y0)). C’est un sous-espace affine de dimension 2.
Jean-Philippe Préaux 8
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0 0
Les deux vecteurs (1,0, —f(xo, yo)) et (0,1, —f(aro, yo)) sont des vecteurs directeurs du plan tangent a

oy

ox

la surface représentative au point M.

AW WAy s
=
S NS S

= "" AN

- S == e W N N N N W N i
s S S S OSSN U S S5
—= =SS

(0, 0,0)

Ainsi le plan tangent en My(xo, Yo, f(zo0,%0)) a pour équation :

= o, o) + (& = o) x 51 (oo g0) + = ) % 5 (20,30)

2.2. Dérivées partielles de fonctions de R” dans R.

On suppose R™ muni de sa structure euclidienne canonique; on note {. | .) son produit scalaire et |.|
la norme associée.

( - » . - . . \
DEFINITION 3. (Dérivée selon une direction)

Soit Ac R"™ et f: A—> R, pour tout point a dans lintérieur de A et pour tout vecteur v € R™,
on appelle dérivée en a de f selon le vecteur v, si elle existe :

1
Dyf(a) = lim = - (f(a+ ) — f(a)
c’est a dire la dérivée en O de la fonction de la variable réelle :

R — R
t — fla+t-v)

DEFINITION 4. (Fonctions partielles ; dérivées partielles) h
Soit U un ouvert de R™, f: U — R et a = (a1,...,an) €U.
e La i-éme application partielle de f en a est Uapplication de la variable réelle :
t—> flar,...,a; +t,...,ap)
o La i-éme dérivée partielle de f en a est, si elle existe, la dérivée en 0 de la i-éme application
partielle de f en a :
aof 1
6_m(a) = tlgr(l)z (flar, .. a; + ... an) — flar, ... a4, ... a,))
c’est a dire la dérivée en a de f selon le i-éme vecteur e; de la base canonique de R™. On la
note a%Li(oz) ou encore 0;f(a).
S J
Exemple. Lorsque f et constante, toutes ses dérivées partielles sont nulles.
Remarques.
e En notant (eq,...,e,) la base canonique, la i-éme dérivée partielle en a est la dérivée en a selon le
vecteur e; :
6zf(a) = DEif(a)
e Lorsque les variables de f sont notées x,y, z, ... on note les dérivées partielles :
aof aof aof

@, 5. 5@

e Les dérivées partielles sont des fonctions de n variables réelles a valeurs dans R.
Jean-Philippe Préaux 9
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r 2
DEFINITION 5. (Vecteur gradient)

Sous les mémes hypothéses, si f admet des dérivées partielles en a € U, on note :

Vi = (2L i

e R"™

5@, () €

le vecteur gradient de f en a.

\_ J

Remarque. On a alors pour tout i € [[1,n] :

of
2 (@) = De f(a) =V f(a) [ er)
oue; = (0,...,1,...,0) désigne le i-éme vecteur de la base canonique.

Remarque. Comme déja remarqué dans un exercice traité au chapitre "Espaces normés", une fonc-
tion peut admettre des dérivées partielles sans étre continue. Par exemple :

f:R? — R
Ty .
—— i (x, 0,0
(@y) o 1T (z,y) + (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
L’application n’est pas continue en (0,0); en effet, soit (z,,yn) = (%, %) . (0,0) alors :
n—
1
-~ 1 1
_n® _ - _, =
f(xnayn) = 7%2 9 ntw 2 =*= 0
Pourtant elle admet des dérivées partielles en (0,0) :
t,0) — £(0,0 0 0,0) — f(0,t 0
t t—0 oz t t—0 oy

2.3. Fonctions de classe ¥' de R" dans R.

DEFINITION 6. (Fonction de classe €')

Sous les mémes hypothéses, on dit que f est de classe €' si f admet des dérivées partielles en
tout points a € U et si toutes les fonction dérivées partielles sont continues sur U.

L’ensemble des applications de classe €1 de U dans R est noté €1 (U,R).

Exemple. Soit :
f: R — R
(v,y,2) > a%y—>5z
f est de classe € et admet pour dérivées partielles :

of 2 of
0z

0
aix(xayaz) = 23€y7 %(xvyaz) =T, ('rayaz) =5

en effet les dérivées partielles sont continues car polynomiales.

THEOREME 11. (Développement de Taylor d’ordre 1)
Soit f € €*(U,R) et soit a € U. Alors pour tout h = (hy,...,h,) € R tel quea+heU, on a :

fa+h) = f@)+

hﬁORn

2L () x hact ollAl) = (@) + <V (a) | By + of1])

hﬁ_ORn

Démonstration. Admis. S’obtient par exemple en appliquant n fois ’égalité des accroissements finis aux fonctions partielles.

Jean-Philippe Préaux 10
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e 2
DEFINITION 7. (Différentielle de f en a)

Soit f € €*(U,R) et a e U ; on appelle différentielle de f en a, lapplication :
df(a) :R® — R
> 0
h=(h,...,ha) — df(a)-h=3 =
i=1
C’est une forme linéaire. En particulier la formule de Taylor a l'ordre 1 s’écrit :

fla+h), = f(@)+df(a) b+ ofJh])

(@) x hi =V f(a) | h)

X

\. J

Remarques.
e Lorsque f € €*(U,R), on peut définir aussi la différentielle de f :

f:U — Z(R"R)
a — df(a)

e Lorsque f est de classe €' ; pour v € R" et t € R suffisamment proche de 0 :

fla+t-v) = fla) = df(a)- (t-v) +o([tv]) = t-df(a) - v+ o[t])

et donc :
Dyf(a) = lim 1 - (f(a-+1-v) ~ f(@)) = df(a) -v = (Vf(a) | v

Ainsi on a le résultat suivant qui interpréte df (a) - v :

- 2
PROPRIETE 12. (Lien différentielle/dérivée directionnelle)

Si f € €1 (U,R) alors pour tout a € U et v € R", f admet une dérivée en a selon le vecteur v

et :
Dy f(a) = df(a) -v = (Vf(a) | v)
) J
[ D
Exercice 3. Soit f: R2 —> R définie par :
2y’
V(z,y) eR%, flm,y) =< 22 +42 (z,y) + (0,0)
0 sinon

1. On suppose f de classe € ; calculer df(0,0).
2. Pour (a,b) € R? \ {(0,0)}, calculer a I’aide de la définition D, 4)f(0,0).

3. Conclure.
\ Y,

Reésolution.

Jean-Philippe Préaux 11
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On a linterprétation suivante du vecteur gradient :

s )
PROPRIETE 13. (Le gradient est la direction de plus grande pente)

Soit f € €Y(U,R) et a € U ; soit v e R™ une vecteur unitaire, |v| = 1; alors
df(a) -v < [V f(a)
et si Vf(a) & Ogn :

1
df(a) - ———— -V f(a) =|Vf(a
(@) Ty - V/@ = 1@
Ainsi V f(a) est localement la direction de plus grande pente.
_ y,

Démonstration. On applique Cauchy-Schwartz :
df(a) - v < [KVf(a) | vy < [VF(a)ll x v = [V F(a)l
Si Vf(a) # Orn :
1 1 1 2
df(a) - ——— -V = ——— (v v = ——— x|V =|v
if (a) 7@l f(a) 7@l (Vf(a) | Vi(a)) @] IVF(@)” = IVf(a)l
]

Remarque. Précisons que Vf(a) est localement la direction de plus grande pente : soit V € R™ le
vecteur unitaire positivement colinéaire a V f(a) et v € R™ un vecteur unitaire quelconque. On a alors
pour t € R, suffisamment proche de 0% :

fla+t-V) = f(a)+txdf(a) V+o(t])
fla+t-v) = f(a)+t xdf(a) v+ o(|t])
= fla+t-V)—fla+t-v)=tx (df(a) -V —df(a) v)+o(|t])

~
=0

~— —

et donc pour ¢ suffisamment proche de 0%, quelque soit la direction v, f(a +t-V) = f(a+t-v).

Etre de classe €' assure de la continuité.

COROLLAIRE 14. (¢! = %)
Si f est de classe €' alors f est continue.

Démonstration. En tout a € U et pour toute suite h, = (h;]7 ey h;) p_)—_;m Orn on applique le développement limité :

flathy) — flay = 3,

i=1

(@) x hy, + o([hpl) — 0
p

ox; — 4w

et donc f(z) — f(a) d’aprés la caractérisation séquentielle de la limite : f est continue en a. ]
z—a

Remarque. Reprenons ’exemple vu plus haut d’une application qui admet des dérivées partielles
sans étre continue.

f:R? — R
xy .
—— i (x, 0,0
@) — | (z,y) + (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
ses dérivées partielles sont :
of 0 si (z,y) = (0,0) of 0 st (z,y) = (0,0)
aﬁ(l’,y) = yi—z?y . 0.0 ai(xay) = z3—xy? . 0.0
z @2Fy9)2 si (z,y) + (0,0) Y @2+yo)? si (z,y) + (0,0)
et %(O, y) = % n’a pas de limite quand y — 0. Ainsi, comme attendu, f n’est pas de classe €.
e a

PROPRIETE 15. (Dérivation le long d’un arc de U)

Soit f € €Y (U,R) et v : I —> U une application dérivable définie sur un intervalle I et &

valeurs dans U. Alors :
foy:I — R

t — fon(?)
est dérivable et pour tout tg € I, en notant a = y(ty) :
(f 07) (to) = df (a) - 7' (to)
De plus, si vy est de classe €', alors f o~y est de classe €.
\ Y,
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Remarque. C’est une dérivation le long de 'arc . Pour un arc rectiligne : v(t) =t - v, avec v € R™,
~'(t) = v et on retrouve la dérivée en a = (o) selon le vecteur v :

(f 07)'(to) = df(a) - v = Dy f(a)

Démonstration. Soit a = v(tg) ; notons pour tout h € R™, h = (hy,..., hy,); notamment y(t) = (v1(t),...,vn(t)) € U < R™.
Considérons le développement d’ordre 1 en a de f :

Fath) = fla)+ 3 i x 2 f(a) + [l x =(h)
=1

avec e(h) W0 0. En particulier pour h = ~(t) — v(to) :
W —ORn

FO®) = fF(v(t0)) + Y. (vi(t) — 7i(to)) x dif(a) + [(v(t) — v(to))|| x e(¥(t) — ¥(to))
=1
f(v(®) = F(v(to)) vi(t %(to)
- t— to Z

(t) ()

x :f(a) + H x <(1(t) — 7 (t0))

Puisque v est dérivable en to,

2i(t) = 7ilto) () —> Z

Vie [1,n], t et

i (t) = 7i(to) ¢

; X 8if(a) —> D ¥ilto) x 3 f(a)
—to t—tg =

et la norme étant continue :

N L]

~ étant dérivable en to, elle est aussi continue en to, donc ~y(t) P 'y(tg) et donc :

e(v(t) - ’Y(to)) =00

Ainsi :

F0®) = F((to) — i vi(to) x 0 f(a) clest adire: (fo~) (to) = df(a) -~ (to)

t—to t—tg

Si f et v sont de classe € toutes les fonctions fy;, 0; f et v sont continues, et donc de :
(Fo) (to) = Z i (to) x & f o y(to)
découle que (f o)’ est continue, c’est a dire que (f o v) est de classe €. |

Exemple. Une grandeur physique qui dépend du temps et de I’espace peut se modéliser par
f:R*xR — R
(x7y’z7t) i f(x7y’z7t)
La position au cours du temps d’un point M (t) dans Pespace est donnée par v : t — (z(t), y(t), 2(t)).
Ainsi g : t — f(x(t),y(¢), 2(t),t) donne I’évolution au cours du temps de la grandeur f au point M (t)
et au temps t. Si f est de classe €' et v est dérivable, alors ¢ est dérivable et on peut écrire :

J(0) = O 00,0+ VO 00,0+ X OF 0.0+ Fow.0

ce qu’on écrit plus simplement en omettant le point ou les dérivées partielles sont évaluées :

SI60.0.20.0 = OF +v0F 20+ 5

THEOREME 16. (Caractérisation des applications constantes sur un convexe)

Soit U un ouvert convexe non vide et f : U — R ; alors [ est constante sur U si et seulement
si f et de classe €' et df = 0.

Démonstration. Si f et constante, il est clair par définition que f admet en tout point des dérivées partielles toutes nulles,
et donc f et de classe €' et df = 0.

Réciproquement, supposons f de classe €' et de différentielle partout nulle; soient a,b deux points quelconques de U ouvert
convexe ; alors I’application v, : t € [0,1] —> t-a 4+ (1 —t) - b est & valeurs dans U. D’aprés la propriété 15

fovaw:[0,1] — R
t — f(t-a+(1—1t)-b)

est dérivable et de dérivée partout nulle. Ainsi :
F@ = 0) = [ G ara-n-ma= [ow =0 — j) - f(a)
Puisque c’est vrai pour tout (a,b) € U?, f est constante. |
Remarques.
e C’est clairement faux si U n’est qu’ouvert : par exemple la fonction f définie sur R* xR par f(z,y) =1

siz>0et —1siz<0estdeclasse €' et de différentielle partout nulle.
Jean-Philippe Préaux 13
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e Par contre on peut assouplir I’hypotheése sur U en supposant que U est ouvert et qu’entre deux points
de U il existe un arc dérivable dans U qui les relie.

2.4. Opérations sur les fonctions de classe %'.

f 3
PROPRIETE 17. (Combinaison linéaire d’applications de classe %)

Soient f,ge €*(U,R) et \e R; alors \- f + g€ €*(U,R).
Pour tout (\, ) € R? et tout ae U :

Vi e [1,n], %(Aofﬂrg)(a)

of
A'aT;i(“H“ axi(a)
VA-f+p-g)(a)=X-Vf(a)+p-Vg(a)
A )

d\-f+p-g)a) ~df(a) + p - dg(a
\_ J

. ag

Démonstration. Par définition et combinaison linéaire de dérivées scalaires, A - f + g admet des dérivées partielles en tout
point de U et 0;(A - f + g) = A 0;f + d;g. Par combinaison linéaire d’applications continues, toutes les dérivées partielles de
A - f + g sont continues.

r N
PROPRIETE 18. (Produit d’applications de classe ¢!)

Si f et g sont deuz fonctions de ¢ (U,R), alors leur produit fg est aussi dans €*(U,R).
Pour tout a e U :

Vie Ll ——(f % 9)(@) = 2L () x gla) + f(0) x
V(f x g)(a) = g(a) - Vf(a) + f(a) - Vg(a)
d(f x g)(a) = g(a) - df (a) + f(a) - dg(a)

. J

(a)

Démonstration. Par définition et dérivation de produits de fonctions scalaires, fg admet des dérivées partielles et :
0i(fg) = 0if x g+ f x dig

or f et g étant de classe €, toutes les application ; f, d;g, f et g sont continues, et donc d;(fg) est continue par somme et
produit d’applications continues. |

PROPOSITION 19. (Les polyndémes sont de classe ¢*)
Si f: U c R®” — R est polynomiale en ses variables, alors f est de classe €.

Démonstration. Notons z1,...,x, les variables; pour tout ¢ € [[1,n]], la i-éme projection m; : (T1,...,Ti,...,Tn) —> T;
admet des dérivées partielles toutes continues. Par produit et combinaison linéaire, toute fonction polynéme est donc de classe
€t ]
( )

PROPRIETE 20. (Composition a gauche)

Soient f € €1 (U,R) et p : [ —> R une application de classe €* ot I est un intervalle d’intérieur
non vide vérifiant f(U) = I = R. Alors po f : U —> R est de classe €.
Pour tout a € U :

(a)

vie [1nl, (oo f)a) = (&' o fa)) x 2%

[ airz

V(o f)(a) = (¢ o f(a)) - Vf(a)
d(po f)(a) = (¢' o f(a)) - df(a)
~ J
Démonstration. On a alors en a = (a1,...,a,) € U :
go f(a) =go f(ar,...,ai,...,an)

et pour tout i € [1,n] :
t—go f(ar,...,a; +t,...,an)
of

e
oz,

est dérivable en 0 de dérivée g’ o f(a) X (a) par dérivation d’une composée de fonctions scalaires; g et f étant de classe @1,

of

a+— g’ o f(a) x 7 (a) est continue. -
3

Exercice 4. Sur quel domaine ouvert la fonction suivante est-elle de classe €' ? Calculer ses
dérivées partielles :
f1(z,y) — In(2® + 2y + %)

Jean-Philippe Préaux 14



PC CALCUL DIFFERENTIEL ENCPB

Résolution.
( N
COROLLAIRE 21. (Inverse)
Si f e €Y(U,R) ne s’annule pas sur U, alors 1/f € €1 (U,R) et :
. o (1 1 of
Vie[Ln], — (=) (a) = - R
el o () @ =~ 320
1 1
V()@= o Vi@
7 (a) o) (a)
1 1
d{=)(a) = ———-df(a
(7) @ = 4@
\_ J
Démonstration. Découle de la propriété précédente en prenant pour ¢ la fonction inverse. |

Remarque. Notamment, les fonctions rationnelles, c’est a dire quotient de deux polynémes, sont de
classe €1 partout ou elles sont définies.

Le théoréme qui suit, appelé régle de la chaine, est trés important. Il généralise la dérivation d’une
composée & droite, et permet notamment de lier les dérivées partielles avant et aprés changement de
variables.

f 2
THEOREME 22. (Régle de dérivation en chaine)

Soient U un ouvert non vide de R™, et V' un ouvert non vide de RP ; soient deuz applications :

u:U — RP f:v — R
(@1, yn) — (W(Z1,. e @)y Up(T1, .o Ey)) (Ui,... up) — flur,...,up)
On suppose que w(U) < V, de sorte que fou : U — R soit définie, que les fonctions uy, ..., up :

U — R soient de classe €' et que f soit de classe €. Alors l’application f ou :
fou: U — R

@1y 2n) > FE1 e Tn)se s Up(E1s s )
est de classe €1, et en notant b = u(a), on a pour tout i € [1,n] :
p
0 of O
——(fou)(a) = D), =°—(b) x =—(a)
k=1
\_ J
Démonstration. Soit a = (a1,...,a,) € U et i € [1,n]]. On considére ’application :
Vit (u1(ar, ..., t, ..., an), .., up(@r, ..., t,...,an))
Puisque a est un point intérieur de U et u(a) est un point intérieur de V, pour ¢ suffisamment proche de a;, (a1,...,t,...,a,) € U
et u(ar,...,t,...,an) € V. Puisque pour tout k € [1, p]|, la fonction uy est de classe %', il découle par définition que toutes
les fonctions ~;  : t —> ug(ai,...,t,...,an) sont de classe 7 ; autrement dit la fonction ~; est de classe €.
D’aprés la propriété 15 la fonction :
fovyiitr— f((ur(ar,...,t,...,an), ..., up(ar,...,t,...,an))

est dérivable en a;, et sa dérivée, qui par définition vaut, d;(f o u)(a) est égale a :
(fomi)(as) = 0i(f o w)(a) = df (u(a)) - 7' (as) = ki Ok f(u(a)) x 7 (a:)
=1
c’est a dire : )
2i(fou)(a) = Y, kfu(a)) x dsux(a:)
soit encore : k=1
0 P ﬁ our

(fou@) = Y 5(b) x 5

k=1

(a)

De plus les uj étant toutes continues la fonction u est continue, et puisque f et les ui sont de classe %”1, par somme et produit

de fonctions continues :
P

0i(fou) = Z Orfoux djuk

k=1
est continue. Autrement dit f o u est de classe €. |
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Remarque. La régle de la chaine s’écrit de maniére concise en omettant les points d’évaluation :
Z 6uk

8uk ox;
Il est facile de s’en rappeler, d’autant plus sion represente les dérivées partielles sous la forme matricielle
jacobienne, la formule est alors celle d’un produit matriciel :

Qup ., Ow ., dw
ox1 ox; 0%y,
ofou . ofou . ofou N _ ( of ... 2 . of Vol fw ... dwm ... ow
511 axi azn - (‘)’U.l (‘)uk aup 0371 61‘1 [)an
dup  dup  Oup
oxq ox; 0y,

(mais en omettant encore les points d’évaluation, la vraie formule avec les matrices jacobiennes est
J(fou)(a) = I(f)(u(a)) x J(u)(a)
qui généralise aux fonctions de plusieurs variables la formule de dérivation d’une composée).

Mais attention aux points d’évaluation :

p
LI
axl (fou) Zj g " o @
Exemples.
e Considérons les deux fonctions :
g:UcR?> — R? f:VcR? — R
(xy) — (u(z,y),v(z,y)) (u,v) — f(u,v)

ott U,V sont des ouverts de R?, f € €*(V,R), ge €' (U,R) et g(U) = V.

Soit @ = (z,y) € U; f o g est dérivable en a, et la régle de la chaine donne :

%(x’y) - i{( (z,y),v(z,y)) x %(%y) + %(U(xyy),v(x,y)) x %(m,y)
8@;9(x,y) = %(U(x,y),v(z,y)) x %(x,y) + %(u(z,y),v(m,y)) x %(%y)

ce qui s’écrit plus simplement en omettant les points d’évaluation :
dfog 0 f ou N ﬁ L v
ox (3u or ' v 833
dfog 0 f ou Lo 5f
oy 8u 5y ov &y

e Soient (a,b,c,d) € R, f:R?> — R de classe € et :
h(z,y) = f(ax + by, cx + dy)

h est de classe €' sur R? puisque les deux fonctions (z,y) — ax + by et (z,y) —> cx + dy sont
polynomiales et donc €’*. D’aprés la régle de la chaine :

oh of of
aw(x y) =a X %(ax+by,ca: +dy) + ¢ % a—y(am + by, cx + dy)
oh B of of
a—y(x,y)—bx aac(cle—by,car:+dy)—|—d>< ay(am+by,cx+dy)
soit en omettant les points d’évaluation :
N Y S S S
ax_a é’x+cx(9y oy =bx ('7’x+d dy

e Exemple & connaitre : coordonnées polaires.
Soit f : R?> — R une fonction de classe € et g : R> — R définie par :
g(r,0) = f(rcosf,rsinb)
Puisque (r,60) — rcosf et (r,0) —> rcos sont de classe €, g est de classe €' et :

%9 _ ou0% (0 )+ s ol of
Eel cos@ax(x,y) +sm08y(x,y) 20 rsmOax(x y) +rcos96y(z ,Y)
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avec x = rcosf et y = rsiné.

s

~N
Exercice 5. Déterminer les fonctions f : RZ — R de classe € vérifiant :
A
or Oy
On pourra effectuer le changement de variables u =z —y et v = + ¥.
\ J
Résolution.
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2.5. Dérivées partielles secondes et fonctions de classe €2.
Dans toute cette partie U désigne un ouvert non vide de R™ et f une application de U dans R.

Les dérivées partielles de f : U < R™ — R, lorsqu’elles existent sont elles-mémes des applications de
U dans R; a ce titre elles peuvent donc admettre des dérivées partielles; ce sont les dérivées partielles
secondes de f.

( - At . ~
DEFINITION 8. (Dérivées partielles secondes)

Soit U un ouvert non vide de R™ et f : U — R une application admettant des dérivées partielles,
d;f pour tout j € [1,n]]. Pour tout (i,7) € [[1,n]?, lorsqu’elle existe, la fonction d; (3;f) est
appelée dérivée partielle selon (i,7) ; on parle alors d’une dérivée partielle d’ordre 2 de f, que
l’on note :

2 2
a:ia];j ou lorsque i = j : 6Zif ou Zm‘;

|\ J

Ozjf ou

Exemple. Lorsque f et constante, elle est admet des dérivées partielles d’ordre 1 toutes nulles, et
donc des dérivées partielles d’ordre 2 nulles aussi.

DEFINITION 9. (Fonctions de classe 4?)
Avec les mémes notations; lorsque f : U — R admet des dérivées secondes selon (i,j) pour

tout (i,7) € [1,n]]* et qu’elles sont toutes continues sur U, on dit que f est de classe 2. On
note ¢2(U,R) l’ensemble des applications de U dans R de classe 6>.

Remarque. Par définition f est de classe ¢ si et seulement si elle admet des dérivées partielles toutes
de classe €.

PROPRIETE 23. (42 = %)
Si f: U — R est de classe €% alors f est de classe €.

Démonstration. Par définition si f est de classe %2 alors toutes se dérivées d’ordre 1 sont de classe ‘gl, et en particulier
(corollaire 14) elles sont continues; ainsi f est de classe &t ]

Remarque. Dit différemment, et avec le corollaire 14 :
¢*(U,R) c €*(U,R) c €°(U,R).

Puisqu’une dérivée partielle d’ordre 2 (91-2’ ;/ est elle méme une dérivée partielle d’ordre 1 61-27 ;[ =70i0;f,
et puisque lorsque f est de classe €2 toutes ses dérivées partielles d’ordre 1 sont de classe €, toutes
les opérations sur les dérivées partielles se transposent aux dérivées partielles secondes. On obtient :

e “
PROPRIETE 24. (Combinaison linéaire d’applications de classe ¢?)

Soient f,g€ €*(U,R) et \e R; alors \- f + g€ €*(U,R).
Pour tout (\, 1) € R? et tout ae U :

VG, 0) € [l = (he 4 e 9)(@) = A = (@) + e 222 ()
axlaxj (3’9516% 6331(%1:1
\ J
Démonstration. Découle immédiatement de la propriété analogue a 1’ordre 1 (propriété 17). | |
4 )

PROPRIETE 25. (Produit d’applications de classe ¢?)
Si f et g sont deuz fonctions de ¢2(U,R), alors leur produit fg est aussi dans €*(U,R).
Pour tout a e U :

o2 o*f of 99
.. 1 2 _ ey
G,9) € LD, g (F > ) = 5 (@) x (0) + 50(0) x 32 (a)
g of dg
+1(0) % g (@) + (@) x 50
\_ J
Démonstration. Découle de la propriété analogue sur les dérivées d’ordre 1 (propriété 18). ]
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PROPOSITION 26. (Les polyndémes sont de classe ¢2)
Si f: U c R®™ — R est polynomiale en ses variables, alors f est de classe €.

Démonstration. Notons z1,...,x, les variables; pour tout ¢ € [[1,n]], la i-éme projection m; : (T1,...,Ti,...,Tn) —> T;
admet des dérivées partielles secondes toutes continues. Par produit et combinaison linéaire, toute fonction polynéme est donc
de classe €2. |

PROPRIETE 27. (Composition a4 gauche)

Soient f € €%(U,R) et p : I —> R une application de classe €% ot I est un intervalle d’intérieur
non vide vérifiant f(U) = I < R. Alors po f : U —> R est de classe 2.

Démonstration. Découle de la propriété analogue a ordre 1 (propriété 27 ainsi que des propriétés 18 et 23.

COROLLAIRE 28. (Inverse)
Si f € €%(U,R) ne s’annule pas sur U, alors 1/f € €*(U,R).

m\__/ 0 \____J

Démonstration. Découle de la propriété précédente en prenant pour ¢ la fonction inverse.

Remarque. Notamment, les fonctions rationnelles, c’est a dire quotient de deux polynémes, sont de
classe €2 partout ot elles sont définies.

Le théoréme de Schwarz est un résultat essentiel qui énonce que pour les applications de classes €2,
Pordre de dérivation des dérivées partielles secondes n’importe pas.

- a
THEOREME 29. (De Schwarz)

Soit f : U —> R une application de classe €2. Alors :

0 f o0 f
Y(i,5) € [[1,n]?, =
( j) [[ ]] 6:516% &mj&xz
. J
Démonstration. Admis. |
( )

DEFINITION 10. (Matrice Hessienne)
Si f admet des dérivées partielles d’ordre 2 en a € U, on appelle matrice Hessienne de f en a,

la matrice de A, (R) dont les coefficients sont (ajéa’;, (a)) :
s (i-9)€ll1,n]?

22y o f o2t
ﬁ(a) o axolaxj (@ -z (a)
02 ; 2 ) 62 ;
Hg(a) = amiaj;l (@) - axoiaj;j (@) - axia];n (a)
a2f‘ aZf. 52 f’
0Ty 01 (a’) e 0z, 0x; ((L) e gzi (a’)
_ y,

Remarque. Lorsque f est de classe €2, d’aprés le théoréme de Schwarz la matrice hessienne H t(a)
est en tout point a symétrique réelle, et donc d’aprés le théoréme spectral, elle est diagonalisable dans

M (R).

2.6. Formule de Taylor d’ordre 2 et recherche d’extremum.
Soient X,Y € A, 1(R) et M € #,(R) :

X Y1 aiyi1 - Ain
X = : Y = : M =
In Yn ap1 - Ann
Alors :
Y1 n
(X,Y)r— XY = (a1 - @y )| 1 | =Dlmiy=(X|Y)
Yn i=1
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est le produit scalaire usuel et
aiil 0 Q1p Y1 n n
(XY)— XTMY = (21 - a0 )| Dol = )0 > miai sy
1 A Un i=1j=1
est une forme bilinéaire. Lorsque M est symétrique
XMy = (XTMmy)T

la forme bilinéaire est symétrique
(

YTMTX =YTMX

THEOREME 30. (Formule de Taylor a I’ordre 2)
tout h = (hy,

N
,hn) € R™ suffisamment proche de Ogn :
fla+h)—fla) =

Soit f € €*(U,R) et a € U. Alors f admet en a le développement de Taylor d’ordre 2 : pour

1 n n
p o Y(@)- (e hn) 5;2
ot o(|h]?) = |h?| x e(h) avec h: U — R et lim e(h) = 0.

T (a) s+ ol01P)
h—0grn
En identifiant les vecteur h et V f(a) avec leur matrice des coordonnées dans la base canonique
le développement de Taylor d’ordre 2 s’écrit de maniére plus concise
1
fla+h) = fla)+Vf(a)h+ ihTHf( )b+ o(|hl%)

\ J
Démonstration. Admis |
Exemple. Lorsque n = 2
fla+h,b+E) o0 fla,b) + h x a—f(a b) + k x %(a b)

h?  0%*f hk  0*f kh  0%f kK2 of
+ = X 77 (a,b) + 5 X &L"ay(a’b) + 5 X 8y8x(a’b) + 5 % a—y2(a,b)
+ o(h? + k%)
et f étant de classe €2, avec le théoréme de Schwarz
of of
h,b+k) = b) +h x =—(a,b) + k x = (a,b
flathb+ k) = fla)+hx Sab) +hx Sa)
+—><ﬁ( b) + hk x 1 (a,b) + ﬂ2f(a b) + o(h* + k?)
2 " 2\ oxdy 2 83/
qui s’écrit aussi
_ of o h
flathbek) = f(av) + ( Zab) Eab) ) x ( . )
o f b 0% f b
in k)« ( AT > x ( i ) +o(h? + k)
2 dyox (CL, b) W(aa b)
r 2
Exercice 6. Donner le développement de Taylor d’ordre 2 au voisinage de (a,b) d
[ (z,y) — sin(zy)
S J
Reésolution

Jean-Philippe Préaux
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La formule de Taylor au second ordre s’avére trés utile pour déterminer les extremums locaux de f.

- a
DEFINITION 11. (Extremum local/global)

Soit f: U — R ; un point a € U est un :
o cxtremum (global) de f si :
— Pour tout x € U, f(x) = f(a); dans ce cas a est un minimum (global), ou
— Pour tout x € U, f(z) < f(a); dans ce cas a est un mazimum (global).
o cxtremum local de f si il existe une boule ouverte B(a,r) centrée en a tel que :
— Pour tout x € U n B(a,r), f(z) = f(a); dans ce cas a est un minimum local, ou

— Pour tout x € U n B(a,r), f(z) < f(a); dans ce cas a est un mazimum local.
\ J

Remarque. Bien sur tout extremum global est aussi un extremum local. La réciproque est fausse;
par exemple  — x + cos(x) admet un extremum local en tout point x = 7[r] et aucun extremum

global.

THEOREME 31. (Un extremum est un point critique)

Si f € €Y(U,R) admet un extremum en a, alors en a toutes les dérivées partielles d’ordre 1
s’annulent :
a extremum local = Vf(a) =0

Un tel point a ou les dérivées partielles d’ordre 1 s’annulent s’appelle un point critique.

Remarque. Pour plus de lisibilité on note 0 = Ogn.

Démonstration. Puisque U est un ouvert, il existe r > 0 tel que B(a,r) < U. Soit (e1, ..., ey) la base canonique de R" ; si a
est un extremum local alors toutes les fonctions de la variable réelle :

witt—> fla+t-e;)
admettent un extremum local en 0. Or les applications ¢; sont définies sur 'intervalle ouvert | — r, r[ contenant 0 et dérivables
en 0, de dérivée ¢’ (0) = 9;(a); or une application de la variable réelle définie sur un intervalle ouvert et admettant un extremum
local en un point ot elle est dérivable, a une dérivée qui s’annule en ce point. Ainsi :

0
vie[Ln], ¢0) =
ox;

(a) =0
|

C’est une condition nécessaire non suffisante (par exemple 0 est un point critique de z —— 23 mais

n’est pas un extremum local).

Une propriété trés intéressante pour s’assurer de 'existence d’un minimum local est la suivante :

e X ~
Exercice 7.

1) Soit : f : R — R une application continue ; montrer que si :

lim f(z) =+ (on dit que f est coercive)
2]l —+o0

alors f admet un minimum global.
2) Montrer que :
e2(2?+y?)
T = e

admet un minimum global et le déterminer.
\ J
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Résolution.

On peut raffiner le résultat & l'ordre 2 en une condition nécessaire plus fine, ainsi qu’en une condition
suffisante.

Rappelons qu’une matrice symétrique réelle M € ., (R) est dite :

— positive si VX € 4, 1(R), X TMX > 0; c’est le cas précisément lorsque toutes les valeurs propres
de M sont positives. On note .7, (R) ensemble des matrices symétriques réelles positives.

— définie positive si VX € 4, 1(R)N{On1}, XTMX > 0; c’est le cas précisément lorsque toutes les va-
leurs propres de M sont strictement positives. On note ., ™ (R) I'ensemble des matrices symétriques
réelles définies positives.

Notons encore qu’une matrice symétrique réelle M € .4, (R) :

— négative si VX € ., 1(R), XTMX < 0; c’est le cas précisément lorsque toutes les valeurs propres
de M sont négatives. On note .7, (R) 'ensemble des matrices symétriques réelles négatives.

— définie négative si VX € 4, 1(R) ~ {On1}, XTMX < 0; cest le cas précisément lorsque toutes
les valeurs propres de M sont strictement négatives. On note .7, ~(R) lensemble des matrices
symétriques réelles définies négatives.
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N
THEOREME 32. (Condition nécessaire/suffisante en un extremum local)
Soit f € €*(U,R) etaeU.
o (Condition nécessaire pour que a soit un extremum local)
Si a est un minimum (resp. mazimum) local alors Vf(a) = 0 et Hy(a) est positive (resp.
négative).
e (Condition suffisante pour que a soit un extremum local)
Si Vf(a) =0 et Hf(a) est définie positive (resp. définie négative) alors a est un minimum
(resp. mazimum) local.
S J

Démonstration. Si a est un extremum local, alors a est un point critique V f(a) = 0, et le développement de Taylor a ’ordre
2 devient :

Fla+h) = fla) = ST Hy(@h + o(|h]?)

Par définition il existe r; > 0 tel que pour tout h € U n B(a,r1), f(a+ h) — f(a) garde un signe constant ; > 0 en un minimum,
< 0 en un maximum. Puisque U est un ouvert, a est un point intérieur et donc il existe ro > 0 tel que B(a,r2) < U. Ainsi, en
posant r = min(ry,r2) > 0, B(a,r) < U et pour tout h € B(a,r), f(a + h) — f(a) est défini et de signe constant.

Fixons une direction d € R™ ~\ {Orn } et appliquons le développement de Taylor pour h = t - d pour t un réel proche de 0 :

flat @) = f(@) = ¢ (G Hy@d + a1 x <))

avec £(t) P 0. Le fait que a soit un minimum (resp. maximum) local nous assure alors que le membre de gauche est = 0 (resp.
< 0) pour tout t vérifiant [¢| < Tay - Alnsi :

r 17 2 ; .
0< |t < m = Ed Hy(a)d + |d|” x e(t) garde le méme signe constant (> 0 en un min, < 0 en un max)

et donc par passage a la limite lorsque t — 0 :
dTHf(a)d est de méme signe (= 0 en un min, < 0 en un max)

Puisque c’est vrai pour tout vecteur d € R™ non nul, et trivialement aussi pour d = Ogn, on en déduit que H(a) est positive en
a minimum local et négative en ¢ maximum local.

Si Vf(a) = 0 et Hy(a) est définie positive. L’application d — d' Hy (a)d est une forme bilinéaire entre R-ev de dimensions finies,
elle est donc continue. D’aprés le théoréme des bornes atteintes (cf. Chapitre "Espaces vectoriels normés"), sur le fermé borné
S(0R,,, 1) elle est bornée et atteint ses bornes. Ainsi il existe m > 0 tel que pour tout d € R™, |d| = 1 = d'Hf(a)d = m > 0.

Soit h € R™ \ {Orn } ; notons d;, = H’lLH -h € S(Or,,,1); ainsi h = ||h| - dp. Alors si h est suffisamment proche de Ogn :

fla+h)—f(a)

1
Zh Hy(@h+ o(|h]%)

1
= Hhu2(5 A} H s (a)ds, +a(h)> avec <(h) > 0
=m=>0

Puisque e(h) — 0, par définition :
h—O0gn

n m

Ir > 0,Yh e R",|h| < r = |e(h)| < T

et donc pour ce r > 0 :

m|h|?

_— >
4

a+heUet|h|<r = f(a+h)— f(a)= 0

Ainsi il existe bien une boule centrée en a, B(a, ), tel que Ve € U n B(a,r) :

f(@) = f(a)

(il suffit de poser z = a + h). Donc a et bien un minimum local.

Le cas ou Vf(a) = 0 et Hy(a) est définie négative, est similaire : en changeant : |d| =1 = d' Hy(a)d < m < 0 on obtient :

2

m|h]

— <
4

et a est un maximum local. [ ]

a+heUet|h]|<r = f(a+h)—f(a) < 0

Meéthode. Il s’agit en un point critique a d’une fonction f de classe € :

— d’une condition nécessaire pour que a soit un extremum : Hy(a) € .7 (R) u .7, (R),
ainsi si Hy(a) ¢ 7,7 (R) u ., (R) alors a n’est pas un extremum local,

— d’une condition suffisante pour que a soit un extremum : Hy(a) € .7, (R) u .7, ~(R),
ainsi si Hy(a) € 7, T (R) U .7, ~(R) alors a est un extremum local.

Mais ce n’est pas une condition nécessaire et suffisante : si en a point critique, Hy(a) € .7, (R)u.#, (R),
on ne peut rien conclure; c’est le cas d’indétermination.

Dans le cas particulier d'une fonction de classe €2 de U — R?> — R, le théoréme devient :
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([ COROLLAIRE 33. (Cas particulier des fonctions de deux variables réelles) )
Soit f : U = R?2 — R une fonction de classe €2 et soit a un point critique de f (i.e. Vf(a) =0);
Notons la matrice Hessienne de f en a :
H = Hy(a) = ( L ) e % (R) < Ms(R)
Alors :
o Sia estun extremum local, alors det(H) =rt —s*> >0, et :
— st a est un minimum local, alors tr(H) =r +t >0,
— st a est un mazimum local, alors tr(H) =7+t < 0.
o Sidet(H)=rt—s?>0, alors a est un extremum local, et :
- sitr(H) =r+t>0, alors a est un minimum local,
- sitr(H) =7+t <0, alors a est un mazimum local.
\ J

Remarque. Les notations r, s,t sont appelées les notations de Monge.

Démonstration. Puisque la matrice Hessienne H est (d’aprés le théoréme de Schwarz) symétrique réelle, elle est d’aprés le
théoréme spectral diagonalisable et donc :

— (resp. définie) positive ssi ses valeurs propres sont (resp. strictement) positives,
— (resp. définie) négative ssi ses valeurs propres sont (resp. strictement) négatives.

Mais le déterminant de H est le produit des valeurs propres, et sa trace est la somme des valeurs propres. Puisque H € .#>(R),

les valeurs propres sont de méme signe ssi det(H) = 0 et de plus non nulles ssi det(H) > 0, et leur signe est alors celui de tr(H).
Le résultat découle alors du théoréme précédent.

B A
Exercice 8.

1) Déterminer tous les extremums locaux de :

23

flay) =2 +ay+y* + .

2) Méme question avec :

g(z,y) =a* +y* —2(x —y)*
g

Reésolution.
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