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Espaces vectoriels normés
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Dans tout le chapitre K désigne R ou C; n désigne un entier naturel non nul.

1. NORMES SUR UN ESPACE VECTORIEL

1.1. Définitions et exemples.

e p
DEFINITION 1. (Norme)
Soit E un K-espace vectoriel.
On appelle norme sur E toute application N : E — R vérifiant :
- Vxe E,N(z) >0, et (positivité)
- VzxeE,Nz)=0 = 2 =0g (séparation)
- Vo e E, YA e K, N(Az) = |A|N(z) (homogénéité)
- VY(z,y) € E?, N(z +y) < N(z) + N(y) (inégalité triangulaire)
On dit alors que le couple (E,N) est un espace vectoriel normé.
. J
Remarque. Une norme sur E est souvent notée || - ||, notation que 1'on utilisera prioritairement dans
ce cours.

Toute norme vérifie I'inégalité triangulaire, au sens fort.

r \
PROPRIETE 1. (Inégalité triangulaire)

Soit (E, | -||) un K-espace vectoriel normé. On a alors :
e Pour tout (z,y) € E?,

2l =Tyl < = +yl < =] + y]-
e Pour tout (z;) € E™ et (\;) € K",

n n
D dicmi| < Dl el
=1 =1

\. J

Démonstration. Pour la double inégalité ; la partie majoration découle de la définition de la norme. Pour la partie minoration :

Izl =lz+y -yl <lz+ul+]-yl=lz+yl+lyl = |z -y
Et en échangeant le role de z et y : |y|| — |z
= |lzl =yl < =+ yl

La seconde inégalité découle par une récurrence immeédiate sur n, de le définition, en appliquant inégalité triangulaire et homo-
généité.

[<]=z+y
[<lz+y
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Remarque. Bien sir, en appliquant la formule & = et —y, et par homogénéité :
Y(z,y) € B2, [|z] — [yl < |z =yl <[] + [yl
Remarques. Les faits suivants sont élémentaires :

e Soit (E,| - ) un espace vectoriel normé et A > 0, alors A| - || est une norme sur E. Si || |, et |- [»
sont deux normes sur E alors | - |, + || - [|» est aussi une norme sur E.

e La valeur absolue est une norme sur R. Le module est une norme sur C (vu comme C-espace vectoriel
de dimension 1) ; c’est aussi une norme sur C (vu comme R-espace vectoriel de dimension 2); R et
C seront en général implicitement munis de ces normes.

e Soit (E, (-] -)) un espace préhilbertien réel, alors 'application | - ||z : # — |z|| = 4/(x | ) est une
norme sur F associée au produit scalaire, appelée norme euclidienne.

e Soit (E,|-|) un espace vectoriel normé et F' un sous espace vectoriel de E, alors la restriction | - |7
de || - | & F est une norme sur F'.

Exemples.

e Soit n € N*, les applications suivantes sont des normes usuelles sur K",

Soit x = (x1,Ta,...,2,) € K",

n n
||y = Z |z [z = Z lz|? (norme euclidienne) |2]|o = max (|zx|)
k=1 k=1 1sksn

Démonstration. Lorsque K = R la deuxiéme est la norme associée au produit scalaire usuel ; mais lorsque K = C ’argument

ne s’applique plus. Ce sont clairement des applications a valeurs dans Ry (somme ou maximum de réels positifs). Soient
z=(21,...,2n) EK", y = (y1,...,yn) EK" et AeK:
— Séparation :

lzli =0 = Y |2x| =0 = Vke[l,n], zx =0 = = =Op.
lzle =0 = Ylax|? =0 = Vke[1,n], 2 =0 = = = Op.
|z]|oo =0 = max|zx| =0 = Vke[1l,n], zx =0 = z =Og.
Homogénéité :
Ix- 2l = el = Y A |kl = (A Y lzk] = ] |]
Ix-2llz = /3 k]2 = /S A2 [za ]2 = A/Y 2al? = 1Al 2]z

IA- 2l = max [Azk| = max|Al x| = [A max|er| = Al 2]

— Inégalité triangulaire :
ke [1,n]l, lzk +yl < leel + lyel = Dles +yel < X lzel + Y lyel = lz +yls < el + [yl et
= Vke[,n], |2k +yul < max|zi| + max|y;| = max |z +yp| < max|zi| + max|y;| = |z +ylo < [l + |ylo
En posant & = (|z1],...,|zn]) et = (ly1],. .., |ynl), T, € R™, et avec I'inégalité triangulaire pour la norme euclidienne de R™

Iz +yl2 = 2+ gl2 < [Zl2 + |9l = =]2 + [yl2

I
p
Exercice 1. Dessiner dans le plan muni d’un repére orthonormé, les boules unité de R?,
{z € R? | |z| < 1} pour ces normes.
\ J
Résolution.
e Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et B = (e1,---,e,) une base de E; les formules

précédentes appliquées & x = 22:1 rrer permettent de définir des normes usuelles sur E; bien sir,
elles dépendent de la base choisie.

Jean-Philippe Préaux 2
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r 2

n
Soit E un K-ev de dimension finie, et B = (e1,- - ,e,) une base de E ; pour tout x = Z Ti€; :
i=1

n n
lely = D lak] lzlla = | D] lzxl* (norme euclidienne) |z = max (|zx)
1<k<n
k=1 k=1
définissent des normes sur E.
\ y,
Démonstration. C’est la méme que dans le cas de K”. |

e Dans K, [X] muni de la base canonique B = (1, X,...,X"),si P = Z ap - X* -

k=0
n n
IPl= Y lakl  [Pl2= | X lawl> [Pl = max |a]
k=0 k=0 ke[[0,n]]

Ces formules définissent aussi des normes dans K[X].

e Dans .#,,(K) muni de la base canonique (E; ;)1<i j<n, St M = (a5 )1<ij<n

M= 3 Jagl M=, S a2 Ml = max |
— — <t,j<n
1<i,5<n 1<i,j<n
Remarquons que lorsque K = R, la norme | - |2 est bien celle associé au produit scalaire usuel de

My(R) : (M | Ny =tr(MTN). En effet :
vie[1,n], (MTM)j>j =

7

n
(MT);iMij = Y a2, = |[M|>= ) aZ;
i=1

1 1<i,j<n

e Soit X un ensemble quelconque non vide. L’ensemble B(X,K) des applications bornées de X dans
K:
B(X,K) = {f:X—>K | IMeR,, Yee X, |f(z)] <M}

est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel des applications de X dans K. On peut le munir de
la norme suivante :

N

PRoOPOSITION 2. (Norme de la convergence uniforme)

Le K-espace vectoriel :

B(X,K) = {f:X—>K | IMeR,, Vze X, |f(2)] <M}
des applications bornées de X dans K, admet la norme :
1£lleo = sup [ £()|
zeX

appelée norme de la convergence uniforme.

\ J

Démonstration. Puisque f et bornée, sup . x |f(x)| existe; c’est un réel positif.
Séparation. Si ||f|e = 0 alors Vz € X,0 < |f(x)| < sup|f(x)| = 0, donc f = 0.

Homogénéité. Soit A € K, alors sup_cx [A - f(z)] = |A|supgex |f(2)]; en effet :

Posons £ = sup,cx |f(z)|; autrement dit £ est un majorant de {|f(z)|; € X} et il existe une suite (z,) € X" tel que |f(zy,)]|
converge vers £. Mais alors |[A|£ et un majorant de {|\f(z)|;z € X} et la suite |Af(z,)| converge vers |A|¢. CQFD

Inégalité triangulaire. Soient f, g € B(X, K); pour tout x € X :
If(z) + g(x)

I < [f(@)]+ lg(=)]
= |f(z) + g(=)]

sup | f(z)| + sup |g(z)|
reX reX

NN

= sup [f(2) + g(z)| < sup |f(z)| + sup |g(z)]
reX reX reX
= If + gl < flleo + lglloo
|

Remarque. Comme le spécifie le programme officiel, on pourra a ’avenir utiliser sans autre justifica-
tion que si k € Ry, et A < R est majoré, alors sup(kA) = ksup(A).
Jean-Philippe Préaux 3
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e Soient a < b deux réels; les applications suivantes sont des normes sur ¢°([a, b],R) :

b
Ifllv = f |f(®)|dt (norme de la convergence en moyenne)
a
b
Ifl2 = J |f(£)]? dt (norme de la convergence en moyenne quadratique)
a
[flloo = sup |f(2)] (norme de la convergence uniforme)
z€[a,b]

Pour la derniére ¢a découle du point précédent, puisque toute application continue sur [a, b] est bornée,
d’apreés le théoréme des bornes atteintes.

Pour la seconde, c’est la norme associée au produit scalaire {f | g) = Sz f)g(t)de.
Il reste & montrer que la premiére est bien une norme. La positivité est claire.

Séparation. Soit f € €°([a,b],R) tel que |f|1 = 0. Une fonction positive et continue d’intégrale nulle
sur [a, b] est nulle. Donc f = 0.

Homogénéité. Soient f € €°([a,b],R) et A € R.
b b
IAfll1 = J [Af(t)|dt = \/\|J |f(@)|dt = |A|- | f]1 par linéarité de lintégrale
Inégalité triangulaire.

b b
If + gl = J £ (t) + g()|dt < f [F@O]+lg@®)dt = [ £]1 + gl

par inégalité triangulaire sur R et par croissance de l'intégrale.

e Si (E1,|lgy)s -y (En,ll-llg,) sont des K-espace vectoriels normés, on peut munir leur produit
cartésien £ = F| x --- x E,, de la norme :

[o: E1x--xE, — R

(Ilr" 71:”) — 121]32(” kaHEk

En effet : la positivité est claire.
Séparation : si ||[(z1,...,2n)|w = 0 alors pour tout i € [[1,n]], |zi|p, < maxici<n |2kl =0 =
xz; = Of, et donc z = Og.
Homogénéité : | A - (z1,...,24)]0 = max. A lzkleze = A (z1,- - Zn)]oo-
Inégalité triangulaire : |(x1, ..., 2z,)+ (2], ..., 7)) |0 = max. |zr+ay] g, < max |2k 2, + max. |z, <
H(‘Tla cee 7:6%)“00 + ”(I/D s ?‘I;L)HOO

Une norme dans un espace vectoriel permet de définir une distance entre deux vecteurs :

s ~ - . N
PROPOSITION-DEFINITION 2. (Distance associée 4 une norme)

Soit (E, | -||) un K-espace vectoriel normé. Alors l’application
d: E? — R
(@,y) — dz,y) = |y — =
possede les propriétés suivantes; pour tout (x,y,z) € E3 :

~d(z,y) =0 (positivité)
-d(z,y) =0 < z =y (séparation)
- d(z,y) = d(y,x) (symétrie)
- d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2) (inégalité triangulaire)

On dit alors que d est la distance sur E associée a la norme | - |.
\ J

Démonstration. Découle facilement de la définition de la norme. Soient (z,y, z) € E3A,

—d(z,y) = |z — y| = 0 (positivité).

—d(z,y) =0 < |z —y| =0 < z—y =0 < z =y (séparation).
—d(@,y) =z -yl = 1=V —-2)| = |-y — =zl = |y — =l = d(y,z) (symétrie).
—d(z,z) =z —z[|l=|lze—y+y—z| <|z—y|+|y—z| =d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire). |

Jean-Philippe Préaux 4
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Remarque. On obtient aussi facilement que pour tout (z,v,2) € E3,
|d(x, 2) — d(y, 2)| < d(z,y) et d(x+z,y+ 2) =d(z,y).
(la premiére découle de 'inégalité triangulaire (au sens fort) et la deuxiéme de la définition).

- 2
DEFINITION 3. (Boules, sphéres)

Soient (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé, a € E et r > 0.

e On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r l’ensemble :
Bla,r)={z€E | |z —a| <r}.

On appelle boule fermée de centre a et de rayon v l’ensemble :
Blar) = {vc B | o —a| <r}.

e On appelle sphére de centre a et de rayon r ’ensemble :

S(a,r)={zeE ||z —a| =r}

e On appelle boule ouverte (resp. boule fermée, sphere) unité I’ensemble B(0,1) (resp. B(0, 1),
S(0,1)).

o Un vecteur u € E est dit unitaire lorsque |Jul| = 1.

\ y,

Par exemple, pour la norme euclidienne de R? :

boule ouverte  boule fermée
Exemples.

e Les boules ouvertes de (R, |.|) sont les intervalles ouverts bornés ]a, b[ avec a < b :

D’une part B(zg,r) ={z € R | |z — zo| <1} =]axg — r,x0 + r[.

D’autre part pour a < b, |a,b[= B (“T*b, b*T“) puisque :
a+b<b—a a+b b—a< <a+b+b—a b
T — — — T = a<zx
2 2 2 2 2 2

e Les boules fermées de (R, |.|) sont les intervalles fermeés bornés [a,b] avec a < b :

D’une part B(zo,r) = {x € R | |z — x| <7} = [xo — 7,20 + 7]

D’autre part pour a < b, [a,b] = B (“;“b, I’_T“) puisque :
‘m_a—&-b‘\b—a — atb b—a <r< a+b+b—a e a<z<b
2 2 2 2 2 2
DEFINITION 4. (Parties bornées, applications et suites bornées) )
Soit (E, | -||) un K-espace vectoriel normé.
e Une partie A de E est dite bornée s’il existe M > 0 tel que :
Vee A, |z| <M.
o Une suite (z,,),,cn d’€léments de E est dite bornée s’il existe M > 0 tel que
VneN, |z.| <M.
(autrement dit A = {x,,n € N} est bornée.)
e Une fonction f: B — E est dite bornée s’il existe M > 0 tel que :
Ve B, |f(z)| < M.
(autrement dit A = {f(z),z € B} est bornée)
\ J

Jean-Philippe Préaux 5
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Exemples.
e Toute boule fermée ou ouverte, et toute sphére de E est une partie bornée de E : si x € B(a,r), ou
B(a,r) ou S(a,r), alors :

|z = [z —a+al <la] + [z —af <faf +r=M

e Toute partie finie de E est une partie bornée de E. Si A = {zy,...,z,} alors Vo € A, |z| <
max(||z1l, ..., |za]) = M.
e Le seul sous-espace vectoriel borné de E est {0}. En effet soit x € E \ {Og} et M € RY :

2M

:m = [[A-z|=2M > M et X -z Vect(x)

DEFINITION 5. (Partie convexe)
Soit E un K-espace vectoriel et A E.
A est dite une partie convere de E lorsque pour tout (a,b) € A% et pour tout t € [0,1]
ta+ (1 —t)be A.
Autrement dit en notant [a,b] = {ta+ (1 —t)b | t € [0,1]} le segment d’extrémité a et b, on a
Y(a,b) € A% [a,b] = A.

(a) (b)

(a) : Ensemble convexe. (b) : Ensemble non convexe.

PRoOPOSITION 3. (Les boules sont convexes)
Les boules ouvertes ou fermées sont convezes.

Démonstration. Soient z,y € E et soit t€ [0,1]etu=¢t-z+ (1 —1t) -y :
lu—af =ft-z+1—=t)-y—t-a=(1—=1t)a| <[tz —al|+|1 -ty —a
ainsi si z,y € B(a,r) Ju—al| <txr+(1—t)r=r = we B(a,r)

et si z,y € B(a,r) Jlu—a|<txr+(Q1—t)r=r = wuwe B(a,r)

Remarque. Pour une application f : R — R, on appelle épigraphe de f, I'’ensemble :

epi(f) = {(z,y) eR* | y > f(x)}

L’application f est convexe si et seulement si son épigraphe epi(f) est une partie convexe de R?. En
effet :

Si epi(f) est convexe, alors en particulier pour tout (z,2’) € R?, (x, f(x)) et (2, f(2')) appartenant &
epi(f), alors par convexité de epi(f), pour tout t € [0,1] :
t

t(z, f(z)) + (1 =) (@', f(2")) = (tz + (1 = )2/, tf () + (1 = t) f(2')) € epi(f)
c’est & dire :
flx+ (1 —t)2") <tf(z)+ (1 —t)f(a)

et donc f est convexe.

Réciproquement, si f est convexe, soient (x,y), (z/,y’) € epi(f) : f(z) <y et f(z’') < y'. Par convexité
de f, pour tout t € [0,1] :

fllz+Q—-t)2)<tflx)+ Q1 —-t)f(@") <ty+(1—t)y cart=0et1—¢=0
Jean-Philippe Préaux 6
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et donc :
Hz,y) + (L =)@ y) = (te + (1 =)', ty + (1 = )y’) € epi(f)
ainsi epi(f) est une partie convexe de R?.

Exercice 2. Soit £ un R-espace vectoriel et N : E — R tel que :
~Vze E,N(z)>20et N(z) =0 < z =Opg.
-~ Vee E,YAeR, N(A-z) = |A| x N(x).

Montrer que N est une norme ssi B = {x € E | N(x) < 1} est convexe.
\

Résolution.

1.2. Suites a valeurs un espace vectoriel normeé.

-
PROPOSITION-DEFINITION 6. (Suite convergente, divergente)
Soit (E, || -||) un espace vectoriel normé et (xy,), o\ une suite d’éléments de E.
On dit que la suite (xy),on est convergente lorsqu’il existe { € E tel que la suite réelle
(lzn = £€])),,en converge vers 0, c’est-a-dire lorsque
Ve>0,iINeN,VneN,n> N = |z, — /|| <e
Lorsqu’il existe, un tel vecteur € est unique. On dit que la suite (xy,), converge vers { ou encore
que £ est la limite de la suite (xy,),,, et on note :
lim =z, =¢ ou encore x, —> /.
n——+00 n—-+00
Si la suite ne converge pas, on dit qu’elle est divergente.
\

Démonstration. Le seul point & prouver est l'unicité de la limite : Soit £ et £’ deux limites de (xy, ) ; alors :

O< e <Nt —anl+[on - €] — 0
n— 400

donc HZ — Z/H =0doul=1/.

Remarques.

e Bien sur la convergence d’une suite ne dépend pas de ses premiers termes ; une suite (), peut aussi
étre définie seulement pour les valeurs entiéres n a partir d’un certain rang ng. Toutes les propriétés

énoncées restent vraies pour de telles suites.

e Convergence et limite d’une suite dépendent a priori de la norme utilisée! Nous verrons toutefois

qu’en dimension finie, elle n’en dépendent pas; mais ce n’est plus vrai en dimension infinie.
e La suite (x,,),, est divergente si :

Ve FE,3>0,YNeN,IneN,n=Net |z, —{| >¢
Jean-Philippe Préaux 7
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on peut alors construire pour tout ¢, une suite extraite (i%(n)) vérifiant :

VneN, |zom) — £ > e

PROPOSITION 4. (Toute suite extraite d’une suite convergente est convergente)
Si une suite (x, ), converge vers £ alors toute suite extraite (T, (n))n (¢’est-a-dire avec o : N —
N strictement croissante) converge vers £.

Démonstration. En effet toute suite extraite (|2 (n) —£[)n de la suite réelle (||z,, — £|), converge vers 0 et donc z5(ny —> £.
n—+ow

PROPOSITION 5. (Convergent —> borné)
Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit x,, —> £; pour € = 1 par exemple,
INeN,VneN,n >N = |z, —{|| <1
= |z, - € <1 (proposition 1)
= |za] <1+

En posant M; = max{|zo|,...,||lzn|} (qui existe en tant que maximum d’une partie finie de R) et M = max(Mi,1 + ||£||]), on
a:
VneN, |z,| <M

autrement dit la suite (z,), est bornée. | ]

THEOREME 6. (Opérations sur les limites)
Soit (E, | -||) un espace vectoriel normé,

o Si(xy),on converge vers L alors |z, = 4]
n—+00

o Si(zn),en € (Yn),en convergent vers £ et €' respectivement alors pour tout (A, p) € K2, la
suite (Axyn + pyn),cn cOnverge vers A+ pl’.

o Si(xn),cn converge versl et (\,) € KN converge vers \ € K alors la suite (Any),on CONVETgE

vers \ - L.
\ J

Démonstration. Pour le premier point : d’aprés la proposition 1 : 0 < ||z, | — |€]| < [|z»n — £||; puisque ||z, — £| . 0,
n—+0oo
d’aprés le théoréme des gendarmes ||z, || — |€]] — 0, c’est a dire ||z, —> [£|.
n—+o0 n—+o0

Pour le second point : Par homogénéité et inégalité triangulaire :

Az + pyn — M+ ) < M| @0 = €] +lpl Jyn = €] — 0
(S— L noto
0

— —
n—+4ow n—+4o0w

Pour le dernier point : la suite (z,), étant convergente, elle est bornée, disons Vn, |z, | < M, et donc par inégalité triangulaire
et homogénéité :
0 < [An@n — Az < [An®n — Azl + [Azn — Az| = [An = A| |on| +[A] |zn —2] — 0
[ Nl 7 N N

— 0 <M —
n—+o0 n—+o0

et donc |[Apz, — Az|| —> 0, c’est-a-dire A, - z,, —> AL | |
n—-+ao0 n—-+ao0

Du deuxiéme point découle immédiatement :

COROLLAIRE 7.

L’ensemble S des suites (zn)nen convergentes a valeurs dans E est un sous-espace vectoriel de
l’ensemble des suites a valeurs dans E.

L’application qui & une suite convergente associe sa limite est une application linéaire de S dans

E.

Jean-Philippe Préaux 8
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1.3. Equivalence de normes.

- - — N
DEFINITION 7. (Normes équivalentes)

Deuz normes |.| et |.|" d’un K-espace vectoriel E sont dites équivalentes si il existe deux réels

a,b > 0 tels que :
Vz € E, alz| < |z]" < blz]

PROPRIETE 8. (Relation d’équivalence)

Pour des mormes sur un espace vectoriel E, étre équivalentes est une relation d’équivalence,
c’est a dire :

o Réflexive : toute norme est équivalente a elle-méme

o Symétrique : Si ||.| est équivalente a |.|" alors |.| est équivalente a ||.||.
o Tr%nsitive 2 Si || est équivalent a |.|" qui est équivalente a ||.|” alors ||| est équivalente &
| -] J
Démonstration. La réfléxivité est triviale en prenant a = b = 1.
Pour la symétrie, si al.| < [|.|" < b|.| alors .| < [l.| < L|.]".
Pour la transitivité, si al.| < |.|" < b||.| et a'|.||" < |I.|” < '||.|" alors aa’|.| < ||.|” < bb|.]. ]

Exemple. Dans K", les normes ||.||1, ||.|2 et ||.|lc sont équivalentes ; plus précisément, pour tout z € K™,

[z <l < nl2o
[zloe < 22 < vVl
lzl2 < llzl1 < v/nlz]2
En effet, en posant = = (21, xa,...,x,) et max(|x1],...,|z,|) = |2k :
n n
oo = ol < D |2il = [l < ) ol = nlz)e
i=1 i=1

n

3 Jail? = Jafs <

i=1

n

3 a2 = Valz)e

[zl = V/lakl* <

Pour la derniére ; partie minoration : de

V(ai,...,an) € Ry, Za (i i)

découle :

n n 2 n n

Sttt < (S VEF) o el - | B < VI - 1o
Partie majoration : en appliquant Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire usuel & (|z1],...,|z,]) et
u=(1,...,1) on obtient la majoration :

S'1 = Valalz

i=1

n
= Y il = (o | wy < Jlafo x Juls = |22 x

i=1

L’intérét de la notion d’équivalence est la suivante :

THEOREME 9. (Des normes équivalentes définissent la méme convergence)
Soient ||| et |.|” deux norme équivalentes sur une K-espace vectoriel E. Pour toute suite (2 )neN
de E, (z,) est convergente dans (E, ||.||) si et seulement si elle est convergente dans (E, ||.||") et
de plus, en cas de convergence, elle converge vers la méme limite dans (E, |.|) et dans (E, |.|").

Démonstration. Soient a,b > 0 tels que a.| < |.|" < b|.|; si zn = ¢ dans (E, |.||) alors pour e > 0 :
n—+0o0
g
INeN,VneN,n=N = |z, — £ < ;= |zn — 2| < bz, —£)] <e

Jean-Philippe Préaux 9



PC ESPACES VECTORIELS NORMES ENCPB

et donc z,, —> £ dans (E,|.|").
n—+00
Réciproquement, si @, iy ¢ dans (E, |.||") alors pour e > 0 :
n— -+

1
INeN,YneN,n= N = |z, — ¢ <ac = |z, — €| < —|zn — €] <e
a

et donc ¢, —> £ dans (E,|.|). |
n—+o0

Et son intérét est d’autant plus grand que :

THEOREME 10. (Equivalence des normes en dimension finie)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Toutes les normes sur E sont équivalentes.

Démonstration. Admis. (Nous en donnerons une preuve en fin de chapitre.) ]

Exemple. Le résultat est faux en dimension infinie; il est facile de construire un contre-exemple. Soit
(fn) la suite d’applications dans ¢°([0,1],R) :

fn:[0,1] — R
N {nm size[0,1] fel0,1]

1 size[i ]

:
|
fn tend vers f pour |.|; car : |
|
|
|
|
|

1 27w
fu i = [ 1) = f@llte = o —nx G| = 50 0

fn ne tend pas vers f pour |.||o car ||frn — flloo = 1.

o T 91 noto

Les normes |.||; et ||« sont donc non équivalentes dans ([0, 1], R).

En dimensions finie la convergence d’une suite de vecteurs équivaut a la convergence de ses coordonnées
dans une base.

( - - . . . . . \
THEOREME 11. (Caractérisation de la convergence en dimension finie)

Soit (E,|.|l) un K-espace vectoriel normé de dimension finie, et soit B = (e1,...,e,) une base
de E. Pour tout vecteur v € E notons (z*,...,2P) € KP ses coordonnées dans la base E :

r=a' e, +2% - eg+---+aF ¢,

Une suite (xn)nen de E converge vers ¢ € E si et seulement les suites de ses coordonnées
convergent vers celles de ¢ :
z, — [ < Vie[l . — £
" ot [t.p1, = n—+00
G J

Démonstration. Soit z,, — £; en dimension finie toutes les normes étant équivalentes, (z, ) converge vers £ pour |.| .
n—+w0
Ainsi : |z, — €|l —> 0. Or:
n—+o

vie [1,p], 0< |z;, — €] < e |z, = €] = len = Lleo =2 0

et donc (d’aprés le théoréme des gendarmes), pour tout i € [[1, p]l, la suite scalaire (z¢)nen tend vers £°.
Réciproquement, supposons que pour tout i € [1, p]], la suite scalaire (z% )nen tend vers €°. Soit € > 0; pour tout i € [[1, p] :
) . c
AN; €N, VneN, n> N;, = |z, —£'| < —
p
et donc en posant N = max(Ny,...,Np) :
P e
VvneN, n=N = |z, —£|1 = Z \zl,,ff7'|<; Xp=c¢
i=1

et donc par définition, (z,) converge vers £ pour |.|1. Par équivalence des normes en dimension finie, (z,,) converge vers £ pour

Exemple. Dans .#5(R) muni d’une norme quelconque :

1+ % 1 10
e
~-L 12 /o1

Jean-Philippe Préaux 10
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2. TOPOLOGIE DES ESPACES VECTORIELS NORMES

2.1. Points intérieurs ; Ouverts.

e 2
DEFINITION 8. (Point intérieur d’une partie ; intérieur d’une partie)

Soit E un K-espace vectoriel normé et A c E.
Un élément a € A est appelé un point intérieur a A lorsqu’il existe une boule ouverte de centre
a incluse dans A, c’est a dire lorsque :

Ir >0, Bla,r) c A

L’ensemble des points intérieurs a A, est noté A et appelé intérieur de A ; bien sur Ac A.
\_ _/

Exemples.

e 11 découle immédiatement que & = & et E=FE.SiAc Bc E alors A c B.

e Si B = B(xzo, R) est une boule ouverte, alors tout point de B est un point intérieur ; autrement dit
B = B. En effet :

Soit a € Bj alors |a — xg|| < R. Notons r = R — |la — 2¢| > 0; alors B(a,r) < B puisque d’aprés
Iinégalité triangulaire :

Ve e Bla,r), ¢ —al| <r = |z —zo| <[z —al+ ]a—zo| < lla—wzo] +R—la—wz| =R

e Si B = B(xp, R) est une boule fermée, alors les points intérieurs de B sont précisément les points de
la boule ouverte B(zg, R); autrement dit :

[e]
B($07 R) = B(l’o, R)
En effet : Pargument précédent montre que tout point dans B(xg, R) € B(zo, R) est un point intérieur
a B(zg, R), et les points du cercle frontiere, C(zg, R) = B(xo, R) \ B(xo, R), ne sont pas intérieurs

a B(zo, R) puisque : soit 7 > 0 et a € C(zg,r) quelconques. Alors |a — zo|| = R et pour : b =
ator (a — o) :
la —b| = 55la—x0]| =5 <r = be B(a,r)

Ib—aol =[(1+355) (a—=z0)|=(1+455) x R=R+5>R = b¢ B(zo, R)

Alinsi pour tout r > 0, la boule ouverte B(a,r) n’est pas incluse dans B(xq, R).

Jean-Philippe Préaux 11
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DEFINITION 9. (Ouverts de E)
Soit E un K-espace vectoriel normé. Une partie A  E de E est appelée un ouvert de E, si tout
point de A est un point intérieur a A, c’est-a-dire si

A=A

Exemples.

e Toutes les boules ouvertes sont des ouverts. Aucune boule fermée n’est un ouvert.

e O et E sont des ouverts.

e Dans R? muni de la norme euclidienne, ]0,1[x]0, 1[ est un ouvert : . |

soit a = (zg, yo) €]0, 1[x]0, 1[; posons r = min(zg, 1 —zg, Yo, 1 —yo) > 0. y N

Alors : O

B(a,r) <]0,1[x]0, 1]. ey

En effet, soit v = (z,y) € B(a,r) alors : /
o= vl <7 = (= 20)* + (y— o) < 1

dont on déduit que v = (z,y) €]0,1[x]0,1] : 10,100, 1]

(r—20)? <23 = |r—20| <20 = To—T9o<T<TO+T9g = 0<=

(x—20)2<(1—20)? = |r—wo|<1l—20 = 20— 1+a0<T<20+1—70 = <1

(Y—w)’ <y = ly—vol <y = wo—%<y<yp+y — 0<y

(—y)?<(l—-w)? = ly—wl<l-wo — ywo—-1+y<y<yo+l—y — y<l1
et donc B(a,r) <]0,1[x]0,1].

- a
PROPRIETE 12. (Les boules ouvertes sont des ouverts)

Toute boule ouverte de E est un ouvert de E.

PROPRIETE 13.

L'intérieur A de A est un ouvert de E; c’est le plus grand ouvert inclus dans A (au sens de
Uinclusion).

- Y,

Démonstration. Le méme argument que dans ’exemple ci-dessus montre que si B(a,r) < A alors tout point de B(a,r) est
un point intérieur & A. Ainsi si a € A alors a est aussi un point intérieur & A. Ainsi A est un ouvert. Puisque tout ouvert inclus
dans A ne contient que des points intérieurs a A, A est le plus grand ouvert inclus dans A. |

PROPRIETE 14. (Des ouverts)

Soit E un K-espace vectoriel normé.

o & et E sont des ouverts de E.

e Toute réunion d’ouverts de E est un ouvert de E.

e Toute intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E.

Démonstration. On les établit dans 'ordre.

eOna@ =0 et E=FE;dou la premiére assertion (comme déja remarqué).

e Soit # une famille d’ouverts de E. Soit x € | Joc 4 O; alors il existe O € & tel que € O, et puisque O est un ouvert, il
existe 7 > 0 tel que B(z,7) € O € (Jpeg O ainsi [Joe g O est un ouvert.

e Par récurrence sur le nombre n > 2 d’ouverts.

(I) Soient O1, O3 deux ouverts de E. Si O1 n Oz = @ alors O; n Oz est un ouvert. Sinon, soit x € O1 N Oz. Puisque O1, O
sont des ouverts, il existe r1 > 0 et r2 > 0 tels que B(z,r1) < O1 et B(z,r2) € O2. En posant » = min(r1,72) > 0 on a
B(z,r) € B(z,r1) € O1 et B(z,r) < B(x,r2) < Oz, donc B(z,r) € O1 n Oz. Donc O1 n Oz est un ouvert.

(H) Supposons l'assertion vraie pour lintersection de n = 2 ouverts; soient O1,O2,...,0,,0n4+1 (n + 1) ouverts de E. Par
hypothése de récurrence ()7_, O; est un ouvert, et donc par le méme argument que dans la partie initialisation, son intersection

1 . . .
?:Jrl O;, est aussi un ouvert. L’assertion reste donc vraie au rang (n + 1). | |

avec Op 41, qui n’est autre que [
Exemples.

e Tous les intervalles ouverts de (R, |.|) sont des ouverts : les ouverts bornés Ja, b| avec a < b sont des
boules ouvertes, | — 00, +00[= R est un ouvert, et les intervalles ouverts ayant une seule borne infinie :

]—oo,b[=U]n,b[ ]a,—l—oo[:U]a,n[

nezZ nez
n<b a<n

Jean-Philippe Préaux 12
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sont des ouverts en tant que réunions d’ouverts.
Mais tous les ouverts de (R, |.|) ne sont pas des intervalles ouverts, comme par exemple |0,1[ U]1,2[.

e Une intersection d’une nombre infini d’ouverts n’est pas en général un ouvert, comme le montre
I'exemple de :

11 1
ﬂ ]—, [ = {0} ou plus généralement ﬂ B (a, > = {a}.
n'n n
neN neN
3 ™
Exercice 3.
Montrer que si O est un ouvert d'un e.v.n. F, et si {aq,as,...,a,} € O est un ensemble fini de
points de O, alors O \ {aq,as,...,a,} est un ouvert de E.
\ J

Résolution.

2.2. Fermés, points adhérent.

DEFINITION 10. (Fermés de E)
Soit (E, |.|) un K-espace vectoriel normé. Une partie F' < E de E est appelée un fermé de E si
son complémentaire dans E est un ouvert.

Exemples.
e I et E sont des fermés de F ; en effet leur complémentaires respectifs, F/ et @ sont des ouverts.

e Tout singleton, toute partie finie de F est un fermé. (Il suffit d’appliquer le dernier exercice a 'ouvert
E privé de ces points.)

e Tous les intervalles fermés aux bornes finies sont des fermés :

[a7b] ) ]—OO,b] ) [CL,+OO[ ) ]—OO,-i—OO[
puisque leur complémentaires sont des intervalles ouverts.
e Toutes les boules fermées sont des fermés de FE.

En effet soit a € E ~\ B(zg, R); c’est a dire ||a — x¢| > R. Posons r = ||a — x| — R; alors B(a,r) c

E \ B(xzg, R); en effet :
Vz € B(a,r), |z — x| = |20 —a| = |la — x| > [zo —a| —r = |lzo — a| = (Ja — z0| — R) = R

e Aucune boule ouverte n’est un fermé.

En effet soit a € B(xo, R) \ B(zo, R) et 7 > 0; ainsi a € E \ B(zo, R) ; montrons que a n’est pas un
Jean-Philippe Préaux 13
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point intérieur & '\ B(zo, R). Soit b = a — 55 - (a — xo) :
la—b] = |2 (a—w0) = & <r —> be Bla,r)
b — ol = (1 = %) - (a—20)| = (1 — g)la — 20l = R— § < R = be B(ao, R)

ainsi B(a,r) € E \ B(zg,R) : E ~ B(xg, R) n’est pas un ouvert, c’est-a-dire B(xg, R) n’est pas un
fermé.

e >
s /’<\ \
7 y \
/ [ a )
4 b‘/\ ]
/ \
/ \ o
AN 7
[ So_oa7
{ T
: . I
\ Zo R /’
\
\ //
A /
A /
A ’
N ’
A s
N s

e Toute sphére S(a, R) est un fermé; en effet son complémentaire est réunion de deux ouverts : la
boule ouverte B(a, R) et le complémentaire de la boule fermée B(a, R).

PROPRIETE 15. (Sphéres et boules fermées sont des fermés)
Toute boule fermée de E est un fermé de E.
Toute sphére de E est un fermé de E.

Quant & la stabilité des fermés par opérations ensemblistes :

PROPRIETE 16. (Des fermés)

Soit E un K-espace vectoriel normé.

o & et E sont des fermés de E.

e Toute intersection de fermés de E est un fermé de E.
e Toute réunion finie de fermés de E est un fermé de E.

Démonstration. On les établit dans ’ordre.
e Les complémentaires dans E de @ et E sont des ouverts, donc @ et E sont des fermés.

e Soit .# une famille de fermés; le complémentaire de (\pc g F est Jpeg CeF une réunion d’ouverts, c’est donc un ouvert, et
Npeg F un fermé.

e Le complémentaire d’une réunion finie de fermées, est un ouvert en tant qu’intersection finie d’ouverts; une réunion finie de
fermés est donc un fermé.

Remarque. Une réunion d’un nombre infini de fermés n’est pas en général un fermé, comme le montre
I’exemple de :

1 1 1
—1+—-1—-—]=|-11 1 énéral t B 1——) =DB(al).
U [ + n] ] —1,1[ ou plus généralemen U (a7 n) (a,1)

neN neN

DEFINITION 11. (Points adhérents; adhérence)

Soit E un K-espace vectoriel normé, et A < E une partie de E. Un point a € E est un
point adhérent a A si toute boule ouverte centrée en a intersecte A, c’est a dire si :

Vr >0, B(a,r)n A+ @.
L’ensemble des points adhérents ¢ A est noté A est appelé adhérence de A. Bien sir :
Ac A
\ J

Remarques.
e Que A c A découle du fait que si a € A alors pour tout r > 0, B(a,r) n A contient (au moins) a.

e Un point a est adhérent & A si et seulement si a € A ou a est dans le complémentaire de A mais pas
dans son intérieur.
Jean-Philippe Préaux 14
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Exemples.

e [’argument appliqué dans les derniers exemples ci-dessus montre que I’adhérence d’une boule ouverte
B(a,r) est la boule fermée B(a,r) (d’ou la notation d’une boule fermée). Les points dans ’adhérence
de B(a,r) qui ne sont pas dans B(a,r) sont les points du cercle au bord C(a,r).

B(a,r) a pour adhérence B(a,r)

e Dans (R, |.|), solent a < b; 'adhérence de chacun des itervalles bornés |a, b[, [a, [, ]a,b] et [a, b], est
le segment fermé [a, b].

Un point dans A ~ A est un point du complémentaire de A dans E qui n’est pas dans son intérieur.
C’est donc une obstruction a ce que A soit un fermé de E. Plus précisément, A est fermé dans E si et

seulement si A = A :

PROPRIETE 17. (A fermé < A = A)
Soit E un K-espace vectoriel normé. Une partie A < E de E est un fermé de E si et seulement
si A= A. L’adhérence A de A est le plus petit fermé de E contenant A.

Démonstration. Puisque A c A, on a A = A si et seulement si A C A, si et seulement si pour tout = € E ~ A il existe 7 > 0
tel que B(z,r) € E \ A si et seulement si £\ A et un ouvert de E si et seulement si A est un fermé de E.

Supposons que F' soit un fermé contenant A. Alors tout point a adhérent & A est aussi adhérent & F' puisque @ # B(a,r)n A C
B(a,r) n F; ainsi A ¢ F = F puisque F est fermé. ]

DEFINITION 12. (Frontiére d’une partie)
Soit A une partie d’un K-espace vectoriel normé; On appelle frontiére de A, notée 0A :

Remarque. Informellement :

(\ ) S”;> J I'intérieur d’une patate : c’est la patate épluchée.

(\ ) 5_:> I’adhérence d'une patate : c’est la patate avec sa peau.
(_\ ) Z_’_’:) la frontiére d’une patate : c’est sa peau.

Les points adhérents & A admettent la caractérisation séquentielle suivante : ce sont les limites de
suites a valeurs dans A.
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PROPOSITION 18. (Caractérisation séquentielle des points adhérents)

Soit (E, |.|) un K-espace vectoriel normé et soit A < E. Un point a € E est adhérent a A si et

seulement si il existe une suite (an)nen @ valeurs dans A qui converge dans E vers a. Autrement
dit :

aeAd < Iap)nen € AN, lim a, =a
+oo

n—

Démonstration. Supposons que (a,), soit une suite a valeurs dans A convergeant vers a € E. Alors pour tout » > 0,
B(a,r) n A # @, puisque par définition, pour e = £ > 0, il existe N € N tel que |a — an| < LT < 7, et en particulier

P z
an € B(a,r) n A. Ainsi le point a est adhérent a A.

Réciproquement, si a est adhérent a A : pour tout r, = %7 B(a,rn) N A # @; choisissons pour tout n € N*, un point
an € B(a,rn) n A. Alors la suite (an), N converge vers a. En effet :
1
lan —a| <rp=— — 0.
n n—+w
Ainsi la suite (an ), cn%, qui est & valeurs dans A, converge vers a € A. |

Ce résultat permet d’obtenir une caractérisation séquentielle des fermés :

PROPOSITION 19. (Caractérisation séquentielle des fermés)

Soit (E, |.|) un K-espace vectoriel normé et A c E. Alors A est un fermé de E si et seulement
st toute suite (an)nen de A, convergeant dans E, a sa limite dans A ; autrement dit :

V(an)n € AN, lim a, =a = ac A
n—+00

Démonstration. Si toute suite convergente & valeurs dans A converge vers un élément a € A, alors d’aprés la proposition 18,
Ac A, et donc A = A, et d’aprés la propriété 17, A est un fermé de E.

Réciproquement, montrons la contraposée en supposant qu’il existe une suite (a,), convergente et a valeurs dans A, dont la
limite a est dans E < A. Ainsi a € A~ A et donc A &+ A. D’aprés la propriété 17, A n’est pas un fermé. |

Exemple. L’ensemble des matrices symétriques .7, (K) ainsi que ’ensemble des matrices antisymé-
triques @7, (K) sont des fermés de .4, (K).

En effet considérons une suite (A, ), de matrices symétriques (resp. anti-symétriques) convergeant vers
A e M, (K); alors pour tout (,7) € [1,n]]?, (An)i; = (An)j: (vesp. = —(An)j4)-

Mais 4, (K) étant de dimension finie, en appliquant le théoréme 11 pour la base canonique de ., (K),
pour tout (i,j) € [1,n]]%, lim(A,):; = A; ;.

Donc par passage a la limite, pour tout (i,5) € [1,n]]?, A;; = A;; (vesp. = —A;;), donc A est
symétrique (resp. antisymétrique).

DEFINITION 13. (Partie dense)
Soit E un K-espace vectoriel normé ; une partie A c E est dite dense dans E si A = FE.

Remarque. Ainsi A est dense dans F si et seulement si tout élement de F est limite d’une suite a
valeurs dans A.

Exemples. Q et R~ Q sont denses dans R :

— Q est dense dans R car pour tout =z € R, la suite x,, =
décimales de x) et converge vers x.

10" R . .
lloifj est & valeur dans Q (approximations

— R~ Q et dense dans R : considérer la suite stationnaire x, = xsix e R\ Qet x, = x + % sixeQ.

Dans chaque cas la suite (z,) prend ses valeurs dans R \. Q et converge vers z.

Toutes ces notions d’ouvert, fermé, intérieur, adhérence, dépendent de la norme utilisée. Cependant,
ce n’est pas le cas pour des normes équivalentes ; plus précisément :

e A
THEOREME 20. (Invariance pour des normes équivalentes)
Soit E un K-espace vectoriel, et soient |.| et ||.|" deuz normes équivalentes de E. Pour toute
partice AcC E :

o A est un ouvert de (E, |.||) si et seulement si c’est un owvert de (E,|.|").
o A est un fermé de (E,|.|) si et seulement si c’est un fermé de (E,||.|").
o A a méme intérieur dans (E, |.|) et dans (E, |.|’)-

o A a méme adhérence dans (E, |.|) et dans (E,|.|).
. J
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Démonstration. Soient ki, ks > 0 tels que k1[.| < |.|" < kz2||.|. Supposons que A soit un ouvert de (E, ||.|) : pour tout a € A,
il existe r > 0 tel que |z — a| < r = x € A. Mais donc pour tout z € E :

|z —a| < kir = ki|z—a| < |z —a| <kir = |z —a| <r = z€ A.

Ainsi dans (E, |.|") aussi A est un ouvert. Par symétrie de I’équivalence des normes, (B, |.|) et (E,|.|’) ont mémes ouverts.
Puisque l'intérieur d’une partie A est le plus grand ouvert inclus dans A, intérieur de A pour (E, |.|) est le méme que pour
(&, 1IN

Puisque (E, ||.|) et (E,||.|’) ont méme ouverts, par définition ils ont aussi méme fermés; en effet pour A ¢ E, Cg A est un ouvert
de (E,||.|) si et seulement si c’est un ouvert de (E, |.|’).

Finalement, puisque ’adhérence d’une partie A < E est le plus petit fermé contenant A, 'adhérence de A est la méme dans
(B, 1) et (&, 1) u

Par équivalence des normes en dimension finie :

COROLLAIRE 21. (Invariance en dimension finie)

Soit (E, |.|) un K-espace vectoriel de dimension finie. Les notions d’ouwvert, fermé, adhérence,
intérieur, frontiere ne dépendent pas de la norme de E utilisée.

Remarque. Attention, ouverts et fermés ne dépendent pas de norme équivalentes, mais boules ou-
vertes, boules fermées en dépendent. Une boule ouverte (resp. fermée) pour une norme sera encore un
ouvert (resp. fermé) pour une norme équivalente, mais ne sera plus en général une boule.

: ™
Exercice 4.
Montrer que dans un K-espace vectoriel normé de dimension finie, tout sous-espace vectoriel est
un fermé.
\ J
Résolution.
3. APPLICATIONS ENTRE ESPACES VECTORIELS NORMES
3.1. Limite d’une application.
. . B . . ) e - \
Soit A une partie d’un K-espace vectoriel E ; nous dirons d’une propriété P(x) dépendant de
x € A qu’elle est vraie au voisinage d’un point a si :
— lorsque a € E est adhérent a A : elle est vraie sur l'intersection de A avec une boule (ouverte
ou fermée) centrée en a.
— lorsque E = R et a = 4+ : elle est vraie sur lintersection de A avec un intervalle de la
forme e, +0f.
— lorsque B = R et a = —o0 : elle est vraie sur lintersection de A avec un intervalle de la
forme | — oo, ¢[.
\ J
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DEFINITION 14. (Limite d’une application entre evn)

Soient (E, || - |g) et (F,| - |r) deuz espaces vectoriels normés, Ac E, f: A— F, a un point
adhérent o A et L € F.
On dit que f admet pour limite £ en a, et on écrit lim f(x) = ¢, si :

r—a

Ve >0,3a>0,Vze A, |z —a|lp <a = |f(z)—{|r <e¢
\_ J

Remarque. On peut étendre cette définition au cas ou F' = R et lim f(z) = too et lorsque £ = R et
Tr—a
a = 00 ; sur le modéle de telles définitions pour des application de R dans R. Par exemple :
lim f(zx)=+40w < Ve>0,3a>0,Y2eE, s < —a = f(z)>¢
Tr——00

Dans la suite, cependant, a et ¢ seront toujours des vecteurs de E et F.

THEOREME 22. (Caractérisation séquentielle de la limite)

Soient (E,| - ||g) et (F,| - |Fr) deuz espaces vectoriels normés, A c E, f : A — F, et a un

point adhérent a A.

Alors f(x) — € si et seulement si pour toute suite (x,,), N d’€léments de A convergente vers
r—a

a, la suite (f (xy,)),cn converge vers £.

Démonstration. Elle généralise celle vue dans R.
Supposons que f(z) ait pour limite £ en a, et que (x,), soit une suite & valeurs dans A convergeant vers a. Soit € > 0;
puisque f(z) s 0
dJa>0,VzeA, |z —al|lpg <a = |f(z)—{|r<e
puisque z,, —> a, pour cet a >0 :
n—+w

INeN,VReN,n >N = |z, —a|g < «
et en particulier :
VneN,n>2N = |z, —a|lg <a = |f(zn) —{|r <e
Ainsi f(zn,) — 2.

n—+w

Réciproquement ; montrons la contraposée en supposant que f(z) ne tend pas vers £ lorsque z tend vers a ; par définition :

Je >0,Va>0,3z€ A, |z —allp <aet|f(z)—4|r >¢

Pour cet € > 0 et pour tout a, = % > 0, posons z, un tel élément de A; on construit ainsi une suite (z,), d’éléments de A
vérifiant : 1

VneN, |z, —allg < p et |f(zn) —L||F > ¢
Ainsi (z,,), est une suite a valeurs dans A, qui converge vers a, tandis que f(z,) ne converge pas vers £. |

On peut tirer de ce résultat plusieurs corollaires.

PROPRIETE 23. (Unicité de la limite)
Sous les mémes hypothése, si f admet une limite en a, alors cette limite est unique.

Démonstration. Découle de la caractérisation séquentielle de la limite d’une application, et de ’unicité de la limite d’une
suite (proposition-définition 6).

N
PROPRIETE 24. (La limite est un point adhérent a I’image)
Sous les mémes hypotheéses :
sif:A— F et lim f(z)=/¢
r—a
alors € est un point adhérent a f(A).
J

Démonstration. De la caractérisation séquentielle découle que ¢ est limite d’une suite (f(z,))n & valeurs dans f(A); d’aprés
la proposition 18, £ est donc un point adhérent a f(A).

N
PROPRIETE 25. (En dimension finie, la limite ne dépend pas de la norme)

En dimension finie, la notion de limite ne dépend pas des normes considérées.

J

Remarque. C’est vrai plus généralement en dimension quelconque mais pour des normes équivalentes.

Démonstration. En dimension finie, la limite d’une suite ne dépendant pas de la norme considérée, on conclut gréace a la
caractérisation séquentielle de la limite. | |
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r 2
THEOREME 26.
Sous les mémes hypothéses, et si F' est de dimension finie et admet pour base B = (e1,...,ep),
en notant :
n n
V€ A, f(x):Zfi(x)-ei et EzZEi-ei
i=1 i=1
alors :
lim f(z) = ¢ si et seulement si Yi € [1,p], lim f;(x) = ¢,
r—a r—a

. J

Démonstration. Cela découle encore de la caractérisation séquentielle de la limite (dans F' et dans K), et du résultat analogue
pour la convergence de suites (théoréme 11).

Pour le calcul de limites on dispose des résultats suivants sur 'effet sur les limites d’opérations sur les
applications.

PROPOSITION 27. (Limite d’une combinaison linéaire)
Sous les mémes hypothéses, soient f et g deux applications de A dans F' et a un point adhérent
a A. Si f et g admettent une limite en a, alors pour tout (\, ) € K2, X+ f + u - g admet une
limite en a et :

lim A~ f() + p-g(x) = A- lim f(z) + p - lim g().

r—a

Démonstration. Supposons que f —> ¢ et g —> £2. Soit (up) une suite d’éléments de A tendant vers a ; alors f(u,) —> £
a a

n—+0o
et g(un) T £o et donc par opérations sur les limites d’une suite (théoréme 6), A f(uy) + - g(un) —J: A0y + p-Lo. Par
n— lee] n— [oe]
caractérisation séquentielle de la limite, A - f +pu-g — A€y + p - la. ]
a
( )

PROPOSITION 28. (Composition des limites)

Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels normés, Ac E, Bc F,etf:A— Fetg: B— G
avec f(A) c B. Soient a est un point adhérent ¢ A ; alors :

flx) —b Fa) — ¢
= go f(x) — L
g(m) w—»be T—a
\_ J

Démonstration. Sous ces hypothéses, si f —> b alors avec la propriété 24, b est un point adhérent a f(A), et donca B D f(A);
ainsi g(z) vt ¢ a un sens. ‘

Soit (uy,) une suite d’éléments de A qui tend vers a. Puisque f - b,on a f(ur) e b. Puisque g - £, alors g(f(un)) et
£. Par caractérisation séquentielle de la limite, on a donc go f - L. |

PROPOSITION 29. (Produit par une fonction scalaire)
Sous les mémes hypothéses, si im f(z) =€ et si A : A —> K est telle que lim A\(x) = u, alors :
r—a

lim A(a) - f(z) = - €

Démonstration. Supposons que f — £ et A —> p. Soit (u,) une suite d’éléments de A qui tend vers a; alors f(uy) —+> J4
a a n—+0o0
et AM(un) — et donc par produit d’une suite convergente a valeurs dans A par une suite scalaire convergente (théoréme 6),
n—+o0

la suite A(up) - f(un) a pour limite p - £. Par caractérisation séquentielle des limites, A(z) - f(z) — p - L. |
a

Lorsque 'espace d’arrivée est K, d’autres opérations sont possibles sur les applications; leur effet sur
les limites est semblable au cas des limites d’applications réelles :

N
PROPOSITION 30. (Opérations sur des fonctions a valeurs dans K)
Soit E un K-espace vectoriel normé, Ac E, f,g: A— K et a un point adhérent a A.
o Silim f(z) =/ et lim g(x) = €y alors lim f(z) x g(x) = €1 X ls.
e Silim f(z) = ¢4 0k alors f(x) + 0x sur un voisinage de a dans A, et lim 1/f(z) = 1/¢.
r—a r—a
o Silim f(x) = 41 et lim g(z) = €3 % Ok alors g(x) + Ok sur un voisinage de a dans A et
lim f(z)/g(x) = b1/t
& J
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Démonstration. Le premier point (produit), est un cas particulier (lorsque F' = K) de la proposition précédente (produit par

une fonction scalaire).

Pour le second point (inverse) ; on peut supposer K muni de la norme usuelle |.| (car dimension finie = 1). Soit € = % > 0, alors

puisque f —> £, il existe r > 0 tel que pour tout = € A,
a

0 L L
e —al < v = [If@)] - 6] < 1f@) 0 < D — jr@)z10- 0 =1y

et donc f(z) % Ok sur A n B(a,r) : f ne s’annule pas sur un voisinage de a. De plus a est dans I’adhérence de A n B(a,r), de
sorte que parler de la limite de 1/f en a a un sens.

1 1 € — f(x)| 2

1| T < & x - s@

flx) £ [f ()£ ¢
pour tout z € A n B(a, r); puisque f(x) — £ pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que pour tout x € A :

i 2 1 1
|z —a| < min(a,r) = |- f(z)|]< — X = |—— — —
2 flz) €
et donc par définition, 1/f — 1/¢.

Le dernier point découle des deux premiers, puisque le quotient de f par g est le produit de f par l'inverse de g. | |

3.2. Continuité.

r 2
DEFINITION 15. (Continuité d’une application entre e.v.n.)

Soit (E, | -||g) et (F,| -|r) deux espaces vectoriels normés, Ac E et f: A— F
On dit que [ est continue en a € A lorsqu’elle admet une limite en a :

lim f(z) = f(a).
r—a
On dit que [ est continue sur A si elle est continue en tout point de A.

On note €°(A, F) = l’ensemble des applications continues de A dans F.
\ Y,

( o . .. ., . J )
Exercice 5. Soit f : F — F une application linéaire entre deux espaces vectoriels normés.

Montrer que f est continue si et seulement si f et continue en Op.
- y,

Résolution.

C’est une propriété importante que 'image réciproque d’un ouvert (resp. fermé) par une application
continue est un ouvert (resp. un fermé).

PROPRIETE 31. (Image réciproque d’un ouvert/fermé par une application continue)
Soit f : E —> F une application continue entre deux K-espaces vectoriels normés E et F. Alors :
e Pour tout ouvert U de F, f~1(U) est un ouvert de E.

e Pour tout fermé V de F, f~1(V) est un fermé de E.

Démonstration. Soit V un fermé de F. Soit (), une suite a valeurs dans f~*(V) qui converge vers & dans E. Alors par
continuité de f, et par caractérisation séquentielle de la limite (théoréme 22) (f(z))n est une suite a valeur dans V qui converge
vers f(x) dans F. Puisque V est un fermé de F, d’aprés la caractérisation séquentielle des fermés (proposition 19), f(z) € V et
donc x € fﬁl(V). Ainsi, toujours d’aprés la caractérisation séquentielle des fermés, fﬁl(V) est un fermé de E.

Soit U un ouvert de F'; alors CEf_l(U) = f_1<CFU> est un fermé de E d’aprés le point précédent, et donc f_l(U) est un
ouvert de E. ]

En particulier :
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e N
COROLLAIRE 32.

Soit f : E — R une application continue; alors :

{33 eE| f(z) = O} est un fermé de B
{ac eE| f(z) > O} est un ouvert de E

{er|f( = }estunfermédeE
- J

Démonstration. Découle de la propriété précédente par continuité de f puisque :
{m EE| f(z)= 0} = fﬁl([O7 +oo[ est image réciproque d’un fermé de R
{w EE| f(z) > 0} = £71(0, +0[ est image réciproque d’un ouvert de R

{a: eE| f(z) = O} = f71({0}) est image réciproque d’un fermé de R

]

Pour établir la continuité d’une application, on dispose d’une condition suffisante assez large.
e ™

DEFINITION 16. (Applications lipschitziennes)

Soient (E, |.|g), (F,|-|r) deuzr K-espaces vectoriels normés, Ac E et f : A— F. Soit k>0

on dit que f est k-lipschitzienne lorsque :

¥(z,2") € A2, | f(z) — f(@')|F <k x|z —2'|5.

On dit que f est lipschitzienne lorsqu’il existe k = 0 tel que f soit k-lipschitzienne.

\ J

Remarques.
e Si f est k-lipschitzienne, alors f est aussi k’-lipschitzienne pour tout k' > k.

e Si I'on change les normes de E et I’ en des normes équivalentes, ’application reste lipschitzienne,
bien que la constante k soit changée.

Exemples.
e Toute application constante est 0-lipschitzienne (et réciproquement).
e L’application idg de (E,|.|) dans lui méme est 1-lipschitzienne.

e La norme |.| de E est une application 1-lipschitzienne de (E,|.|) dans (K,|.|). En effet, d’aprés
l'inégalité triangulaire, pour tout (x,z’) € E? :
=l = 12"l < [l — 2.

e Toute projection :
7TiZE1X"'><En — Ez

(1., Tn) —
est 1-lipschitzienne lorsqu’on munit F; x --- x E, de la norme [(z1,...,7n)|w = max || &, -
e Soit F un K-evn de dimension finie et B = (ey,...,e,) une base de E. Pour tout i € [1,n],

I’application i-éme coordonnées dans B :

n
T = Z xX; € +=—> X
i=1
est lipschitzienne. En effet, munissons E de la norme

[z = | Z i - €illoo = max |z;|
1<i<n

puisque E est de dimension finie, le caractere llpSChltZIGH de p; n’en dépend pas, et :
pi(x) — pi(2)] = |z; — x| <z — 2|0

L’intérét réside notamment dans le fait que toute application lipschitzienne est continue.
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PROPRIETE 33. (Lipschitzien — continue)
Toute application lipschitzienne est continue.

Démonstration. Soit f : A — F une application k-lipschitzienne ; on peut supposer k > 0. Pour € > 0 quelconque, en posant

a = £ > 0, alors pour tout (a,x) € A? .

€
lz—ale < a=+ = [f(z) = fla)lr <k x|z —alp =<

et donc f est continue en a; puisque c’est vrai pour tout a € A, f est continue. ]

PROPOSITION 34. (Combinaison linéaire, produit, composée)
e Toute combinaison linéaire d’applications continue est continue.

e Le produit d’une application continue avec une application continue a valeurs dans K est
continue.

e La composée de deux applications continues est continue.

Démonstration. Découle des propriétés 27, 28 et 29. ]

Remarque. En particulier €°(4, F) est un K-espace vectoriel.

e X ~
Exercice 6. Montrer que :

A={(m,y,z)eR3|O<z<y<z}

est un ouvert de R3.
q y,

Résolution.

Encore une fois, lorsque ’espace d’arrivée est K, d’autres opérations sont possibles sur les applications;
leur effet sur la continuité est semblable au cas des applications réelles :

N
PROPOSITION 35. (Opérations sur des fonctions a valeurs dans K)
Soit E un K-espace vectoriel normé, Ac E, f,g: A— K.
o Sif etg sont continues sur A, alors f x g est continue sur A.
o Si f est continue sur A et ne s’annule pas sur A, alors 1/f est continue sur A.
o Sif et g sont continues sur A et si g ne s’anue pas sur A, alors f/g est continue sur A.
\ J
Démonstration. Découle de la proposition 30.
e A
DEFINITION 17. (Prolongement par continuité)
Soient Ac E, f: A— F, a un point adhérent a A, a ¢ A, et L € F, tels que lim f(x) = £.
r—a
L’application :
f: Avfa} — F
v e f(z) si € A
L six=a
est appelée prolongement par continuité de f en a. On a ﬁA =fet f est continue en a.
\ J
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3.3. Continuité entre e.v.n. de dimensions finies.

En dimension finie, la notion de limite ne dépendant pas de la norme choisie, il en va de méme de la
continuité :

PROPRIETE 36.
La notion de continuité, en dimension finie, ne dépend pas des normes considérées.

Démonstration. Découle immeédiatement de la propriété 25. |

De plus, en dimension finie, la continuité d’une application revient & la continuité de ses coordonnées :

s ~
THEOREME 37. (¢° < applications coordonnées %)

Sous les mémes hypothéses, et si F' est de dimension finie, admettant pour base B = (e, - , en),
alors en notant :

f@) = Y, fi(@) -

f est continue en a € A (respectivement sur A) si et seulement si pour tout i € [1,n], f; est
continue en a (respectivement sur A).

\ J
Démonstration. Découle immeédiatement du théoréme 26. ]
4 )

DEFINITION 18. (Application polynomiale)
Une application f : K* — K est dite polynomiale si il existe une famille (aq)aen~ d’éléments

de K n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls, tel que pour tout (z1,...,x,) € K™ :
« (0%
f(l'l,n-,l‘n) = Z Aoy, 0, ] TR
(a1 yeee 0 )EN™
- Y,

Les applications polynomiales sont continues.

PROPOSITION 38. (Polynomiale = continue)
Les applications polynomiales sont continues.

Démonstration. Toutes les projections :
m K" — K
(1, 2n) +— =
sont continues, car 1-lipschitzienne pour les normes |.||oc de K™ et [|.| de K.
Toute fonction polynomiale est combinaison linéaire de produits de telles projections. Par produit et combinaisons linéaires,

d’applications continues a valeurs dans K (proposition 35), toute application polynomiale est continue. | |
THEOREME 39. (En dimension finie, linéaire = continue)
Toute application linéaire entre deux espaces vectoriels normés de dimension finie, est lipschit-
zienne, et donc continue.

Démonstration. Soit f : A —> F une telle application avec A ¢ E. Soit B = (e1,...,e,) une base de E. Toutes les normes

en dimension finie étant équivalentes, on munit E de la norme :

n
Ve e E, |z|g = H Z ;- e;| = max |x;]
: 1<i<n
i=1
le caractére lipschitzien de f n’en dépend pas. Soient (z,z’) € E? avec :
n n
’ ’
xT xXri - €g i J’ZZ"LLCT

i=1 i=1
1) = @) e = | Y (i = o)) - )], < Xl = ] I (ea)lle < o = 2/l x 3 I (el < x o2l
i=1 i=1 =1 -

ainsi f est k-lipschitzienne et donc continue. |

Remarque. Le résultat reste vrai lorsque seul I’espace de départ est de dimension finie.

Exemples. Toutes les applications suivantes sont continues sur .4, (K) :

M—PMP M—M" M+—tr(M)
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r 2
COROLLAIRE 40.
o Soit Eq,...,E, des Kespaces vectoriels de dimension finie; pour tout i € [[1,n] la i-éme
projection :
7T1'2E1><"'><En — El
(X1, .y Tn) — T

est continue.

e Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et B = (eq,...,e,) une base de E. Pour tout
i € [1,n]], application i-éme coordonnée :

pi: E — K
N

$=Z.Ti~€i —> X
i=1

est continue.
\_ Y,

Démonstration. Toutes ces applications sont des applications linéaires entre espaces vectoriels normés de dimension finie. W
Remarque. En dimension infinie, une application linéaire n’est pas nécessairement continue. Par
exemple dans R[X] muni de la norme [P| = sup,cjo,1/2) [P(2)| Vapplication ¢ : P +—— P(1) est
linéaire, mais n’est pas continue puisque :

X" — Ogrx) mais @(Xn)njool + ¢(Okx1) =0

n—+00

THEOREME 41. (En dimension finie, multilinéaire = continue)
Soient Ey,...,E, des K-espaces vectoriels normés de dimension finie et soit F' un K-espace
vectoriel normé.
Toute application multilinéaire (c’est-a-dire linéaire par rapport & chaque variable xy) :
fiEix---xE, — F
(z1,...,2p) — F

est continue.
§ J

Remarque. L’espace d’arrivée F' n’est pas nécessairement de dimension finie.

Démonstration. Posons n = maxj<k<p dim Ey ; considérons pour chaque Ej une base que I’on compléte si nécessaire a l'aide
de vecteurs nuls en une famille génératrice de Ej, constituée de n vecteurs. Notons pour tout k € [[1, p] :

Br = (elf7 cey ez) cette famille génératrice de Ey

etpourtoutx:(wl,...,zp)eE‘l><~~~pr

vk € [[1,p], z* = Z zfef

i=1
Alors :
n n n ) ) . . )
fl@) = Z‘Til ZIQ”'wap'f(eil""’efp): Z (wilX”'Xwip)'f(eil""’eip)
i1=1 ig=1 ip=1 1<iq,...,ip<n
Pour tout (i, 7) € [1,p]] X [[1, n]], Papplication :
Tt (z',...,2P) — =

est continue comme composée de la i-éme projection par la i-éme coordonnée. L’application f est somme de produits de telles
fonctions continues & valeurs dans K, avec des applications constantes (et donc continues) a valeurs dans F'; c’est donc une
application continue (propositions 34 et 35) . |

Exemples.
e Sur un espace euclidien tout produit scalaire est continu.

e Le produit matriciel :
M p(K) x Mp,q(K) — M, 4(K)
(A,B) — AxB

est une application continue.

e L’ensemble des matrices orthogonales O,,(R) est un fermé de Mat,, (K) ; en effet, 'application :
Mat,(R) — Mat,(R)
A — ATA
est continue comme composée d’une application linéaire (transposition) et d’une application bilinéaire
(produit matriciel). Le groupe orthogonal est l'image réciproque par cette application du fermé {I,,}.
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COROLLAIRE 42. (Continuité du déterminant)
Le déterminant est une application continue.

Démonstration. Le déterminant est une forme multilinéaire. |
Exemples.

e L’ensemble GL,,(K) des matrices inversibles est un ouvert de .7, (K) ; en effet c’est 'image réciproque
par l'application déterminant de I'ouvert R* de R.

e Le groupe spécial orthogonal est un fermé de ., (R); en effet c’est I'intersection du fermé O, (R)

avec le fermé det ™! ({1}).

( Exercice 7. Soit )
f:R? — R

$2y .
(@y) — { aapge S@9)F0
0

si (z,y) = (0,0)
1. Veérifier que f est continue sur R?\{(0,0)}
2. Montrer que f n’est pas continue en (0, 0).

3. Montrer que f admet pourtant des dérivées partielles en (0, 0) mais que les fonctions dérivées
partielles ne sont pas continues en (0,0).
\ J

Résolution.

( 5 5 : a
DEFINITION 19. (Fermé borné)

Dans E un espace vectoriel normé de dimension finie, on appelle fermé borné, une partiec A de

E qui est a la fois un fermé de E et une partie bornée.
\ J
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Remarque. Etre un fermé de E ne dépend pas de la norme en dimension finie, étre borné non plus,
toutes les normes étant équivalentes. Ainsi étre un fermé borné dans un evn de dimension finie ne
dépend pas de la norme considérée.

s A
THEOREME 43. (Image d’un fermé borné par une application continue)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels normés de dimension finie et f: A — F une applica-
tion continue. Si A est un fermé borné de E, alors f(A) est aussi un fermé borné de F'.

\_ _J
Démonstration. Admis. |
4 N . )

COROLLAIRE 44. (Théoréme des bornes atteintes)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels normés de dimension finie et f: A — F une applica-

tion continue. Si A est un fermé borné de E, alors f est bornée sur A et atteint ses bornes :

2 _ _
I(a,b) € A%, [f(a)| = inf | f(x)| et [f(b)] = sup|f(z)]
TEA zeA

\_ _J
Démonstration. Puisque 'application ||.| est continue, I’application z € A — | f(z)| est continue, comme composée, et son

image K dans (R,|.|) est alors un fermé borné de R. Soit M = sup,. 4 [f(x)|| € R; puisque par définition M est le plus petit
majorant de {|f(z)||; z € A}, pour tout € > 0, il existe z,, € A tel que M —e < || f(z,)]| < M. La suite (| f(z,)|)n est donc une
suite a valeur dans K, convergeant vers M € R. Mais puisque K est un fermé, d’aprés la caractérisation séquentielle des fermés,
M € K. Ainsi il existe b € A, tel que | f(b)| = M.

La preuve est analogue pour la borne inférieure. | |

On peut dés-lors prouver I’équivalence des normes en dimension finie (Non exigible).

Démonstration. De I’équivalence des normes en dimension finie.

Dans un espace vectoriel E de dimension finie, fixons une base (e1,...,e,) de E et considérons la norme :
[z1.e1 + -+ zp.enloo = max |z
1<i<n

ainsi que |.| une norme quelconque de E. Soient z = z1.e1 + -+ + Tp.€, €t y = y1.€1 + -+ - + Yn.€, deux vecteurs quelconques
de E :

n n n
=yl =l —v1)-ex+ -+ (@n —yn)-enl < X lwi — vl el < D) |z — ylloo-leill < o= ylloo x D) flesl <k x |z —yloo

i=1 i=1 i=1

=k=0

Ainsi application |.|| : E — R est lipschitzienne pour la norme .|, et donc continue pour cette norme. Puisque la sphére
unité S = S(0g,1) = {z € E | |&]ec = 1} est un fermé borné de (E,||.|«), d’aprés le théoréme des bornes atteintes, |.| est
bornée sur S et atteint ses bornes. Soit m = infyes |z| et M = maxges |z|. Nécessairement m > 0 et M > 0 car sinon on aurait
I’existence de z € FE tel que ||z| = 1 tandis que [|z| = 0 et donc # = Og, ce qui est impossible par séparation de la norme

|l-]oo- Alors pour tout z € S :
m=m x |zle < ol < M x ol = M
et donc pour tout z € E \ {Og} :

(

puisque 'inégalité est aussi trivialement vraie pour z = Og, les normes ||.| et |.|oc de E sont équivalentes. Par transitivité de
I’équivalence, toutes les normes de E sont équivalentes.

1
B x) €S = m< — X |z| <M = mX|z]|e <|z| <M X |z)|o
o0

[0

|

e - ™

Exercice 8.

Soit A un fermé borné non vide de E evn de dimension finie. Notons pour tout x € E :

d(z, A) = inf d(z,a)
acA
Montrer que pour tout z € FE, il existe a € A, tel que :
d(z,a) = d(z, A)

\ J

Reésolution.
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4. METHODOLOGIE

» Comment montrer que || - | est une norme?

repérer s’il s’agit d’une norme euclidienne

Exemple : |P| = 1/82 P2(t)dt pour P € R,[X].

revenir & la définition.

» Comment montrer que x, S ¢dans (E,|-|)?
n—+0o0

montrer que ||z, —¢| —> 0 (définition)

n——+0o0
En dimension finie : on décompose dans une base. Pour simplifier E = K" et £ = ({1, -+ ,£,).
Montrer que chaque suite coordonnées (xﬁl) tend vers /;.

En dimension finie : on utilise une norme plus adaptée, puisqu’elles sont toutes équivalentes en
dimension finie.

» Comment montrer qu’une application f : F — F est continue ?

Si E est un evn de dimension finie, on regarde si f est linéaire ou n-linéaire et on a automati-
quement la continuité.

Mn(K))? — M, (K
Exemple : (A (K)) n(K)
(A,B,C)— Ax BxC
De méme si f est k-lipschitzienne.
Exemple : z — |z
Sinon, en dimension finie on peut regarder application coordonnées par application coordonnées
si ¢a aide.
Si f est définie par une expression, on constate que 1’on a des sommes, produits, composées etc.

de fonctions continues.
R? —
Exemple : f :
(z,y) — (€™, Arctan (1 + 2%y*2%) ,In(1 + |2 — z1))
Si f est définie par morceaux, il faut revenir a la définition de la limite (en ¢).
Pour une limite en (0,0) dans R2, le passage en coordonnées polaires est souvent plus simple.
f: R — R

Exemple : (@) {\/ﬁf’v si (z,y) # (0,0)

1 sinon

Pour montrer qu’il y a un probléme (pas de limite), on peut utiliser la caractérisation séquentielle
de la limite, ou chercher des chemins donnant des limites différentes.
f:R? — R
. _ry ]
Exemple : () — o S? (z,y) + (0,0)
1 sinon

» Comment montrer qu’une partie A est fermée ?

On utilise la définition séquentielle de la limite.

Exemple : A = {M € .#,(K) | M® = det M - M?}

On trouve une fonction continue f (scalaire selon le programme) telle que A = {z € E | f(x) = 0}
ou bien f(z) = 0 etc.

Exemple : Montrer que les matrices non inversibles forment un fermé : GL,,(K) = det™'({0}).

On mountre que son complémentaire est un ouvert (en montrant la définition d’un ouvert), c’est
rarement plus simple.

» Comment montrer qu’une partie A est ouverte 7

On montre que son complémentaire est un fermé.

On trouve une fonction continue f (scalaire selon le programme) telle que A = {z € E' | f(x) > 0}
ou bien f(z) # 0 etc.

On montre la définition : pour tout a € A, il existe r > 0 tel que B(a,r) < A.

Exemple : Montrer qu’une boule ouverte est un ouvert.
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