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Dans tout le chapitre K désigne R ou C ; n désigne un entier naturel non nul.

1. Normes sur un espace vectoriel

1.1. Définitions et exemples.

Définition 1. (Norme)
Soit E un K-espace vectoriel.
On appelle norme sur E toute application N : E ÝÑ R vérifiant :

– @x P E, Npxq ě 0, et (positivité)
– @x P E, Npxq “ 0 ùñ x “ OE (séparation)
– @x P E, @λ P K, Npλxq “ |λ|Npxq (homogénéité)
– @px, yq P E2, Npx` yq ď Npxq `Npyq (inégalité triangulaire)

On dit alors que le couple (E,N) est un espace vectoriel normé.

Remarque. Une norme sur E est souvent notée } ¨ }, notation que l’on utilisera prioritairement dans
ce cours.

Toute norme vérifie l’inégalité triangulaire, au sens fort.

Propriété 1. (Inégalité triangulaire)
Soit pE, } ¨ }q un K-espace vectoriel normé. On a alors :

‚ Pour tout px, yq P E2,
|}x} ´ }y}| ď }x` y} ď }x} ` }y}.

‚ Pour tout pxiq P En et pλiq P Kn,
›

›

›

›

›

n
ÿ

i“1

λi ¨ xi

›

›

›

›

›

ď

n
ÿ

i“1

|λi| }xi} .

Démonstration. Pour la double inégalité ; la partie majoration découle de la définition de la norme. Pour la partie minoration :

}x} “ }x` y ´ y} ď }x` y} ` } ´ y} “ }x` y} ` }y} ùñ }x} ´ }y} ď }x` y}
Et en échangeant le rôle de x et y : }y} ´ }x} ď }x` y}

ùñ |}x} ´ }y}| ď }x` y}

La seconde inégalité découle par une récurrence immédiate sur n, de le définition, en appliquant inégalité triangulaire et homo-
généité. �
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PC Espaces vectoriels normés ENCPB

Remarque. Bien sûr, en appliquant la formule à x et ´y, et par homogénéité :
@px, yq P E2, |}x} ´ }y}| ď }x´ y} ď }x} ` }y}

Remarques. Les faits suivants sont élémentaires :

‚ Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé et λ ą 0, alors λ} ¨ } est une norme sur E. Si } ¨ }a et } ¨ }b
sont deux normes sur E alors } ¨ }a ` } ¨ }b est aussi une norme sur E.

‚ La valeur absolue est une norme sur R. Le module est une norme sur C (vu comme C-espace vectoriel
de dimension 1) ; c’est aussi une norme sur C (vu comme R-espace vectoriel de dimension 2) ; R et
C seront en général implicitement munis de ces normes.

‚ Soit pE, p¨ | ¨qq un espace préhilbertien réel, alors l’application } ¨ }2 : x Ñ }x} “
a

px | xq est une
norme sur E associée au produit scalaire, appelée norme euclidienne.

‚ Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé et F un sous espace vectoriel de E, alors la restriction } ¨ }F
de } ¨ } à F est une norme sur F .

Exemples.

‚ Soit n P N˚, les applications suivantes sont des normes usuelles sur Kn,

Soit x “ px1, x2, . . . , xnq P Kn,

}x}1 “
n
ÿ

k“1

|xk| }x}2 “

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

|xk|
2 (norme euclidienne) }x}8 “ max

1ďkďn
p|xk|q

Démonstration. Lorsque K “ R la deuxième est la norme associée au produit scalaire usuel ; mais lorsque K “ C l’argument
ne s’applique plus. Ce sont clairement des applications à valeurs dans R` (somme ou maximum de réels positifs). Soient
x “ px1, . . . , xnq P Kn, y “ py1, . . . , ynq P Kn et λ P K :
– Séparation :

}x}1 “ 0 ùñ
ÿ

|xk| “ 0 ùñ @k P rr1, nss, xk “ 0 ùñ x “ OE .

}x}2 “ 0 ùñ
ÿ

|xk|
2
“ 0 ùñ @k P rr1, nss, xk “ 0 ùñ x “ OE .

}x}8 “ 0 ùñ max |xk| “ 0 ùñ @k P rr1, nss, xk “ 0 ùñ x “ OE .

– Homogénéité :

}λ ¨ x}1 “
ÿ

|λxk| “
ÿ

|λ| |xk| “ |λ|
ÿ

|xk| “ |λ| }x}1

}λ ¨ x}2 “
b

ÿ

|λxk|2 “
b

ÿ

|λ|2 |xk|2 “ |λ|
b

ÿ

|xk|2 “ |λ| }x}2

}λ ¨ x}8 “ max |λxk| “ max |λ| |xk| “ |λ|max |xk| “ |λ| }x}8

– Inégalité triangulaire :

@k P rr1, nss, |xk ` yk| ď |xk| ` |yk| ùñ
ÿ

|xk ` yk| ď
ÿ

|xk| `
ÿ

|yk| ùñ }x` y}1 ď }x}1 ` }y}1, et :

ùñ @k P rr1, nss, |xk ` yk| ď max
i
|xi| `max

j
|yj | ùñ max

k
|xk ` yk| ď max

i
|xi| `max

j
|yj | ùñ }x` y}8 ď }x}8 ` }y}8

En posant x̃ “ p|x1|, . . . , |xn|q et ỹ “ p|y1|, . . . , |yn|q, x̃, ỹ P Rn, et avec l’inégalité triangulaire pour la norme euclidienne de Rn

}x` y}2 “ }x̃` ỹ}2 ď }x̃}2 ` }ỹ}2 “ }x}2 ` }y}2

�

Exercice 1. Dessiner dans le plan muni d’un repère orthonormé, les boules unité de R2,
tx P R2 | }x} ď 1u pour ces normes.

Résolution.

‚ Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et B “ pe1, ¨ ¨ ¨ , enq une base de E ; les formules
précédentes appliquées à x “

řn
k“1 xkek permettent de définir des normes usuelles sur E ; bien sûr,

elles dépendent de la base choisie.
Jean-Philippe Préaux 2
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Soit E un K-ev de dimension finie, et B “ pe1, ¨ ¨ ¨ , enq une base de E ; pour tout x “
n
ÿ

i“1

xi ¨ei :

}x}1 “
n
ÿ

k“1

|xk| }x}2 “

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

|xk|
2 (norme euclidienne) }x}8 “ max

1ďkďn
p|xk|q

définissent des normes sur E.

Démonstration. C’est la même que dans le cas de Kn. �

‚ Dans KnrXs muni de la base canonique B “ p1, X, . . . ,Xnq, si P “
n
ÿ

k“0

ak ¨X
k :

}P }1 “
n
ÿ

k“0

|ak| }P }2 “

g

f

f

e

n
ÿ

k“0

|αk|2 }P }8 “ max
kPrr0,nss

|ak|

Ces formules définissent aussi des normes dans KrXs.

‚ Dans MnpKq muni de la base canonique pEi,jq1ďi,jďn, si M “ pai,jq1ďi,jďn :

}M}1 “
ÿ

1ďi,jďn

|ai,j | }M}2 “

d

ÿ

1ďi,jďn

|ai,j |2 }M}8 “ max
1ďi,jďn

|ai,j |

Remarquons que lorsque K “ R, la norme } ¨ }2 est bien celle associé au produit scalaire usuel de
MnpRq : xM | Ny “ trpMTNq. En effet :

@j P rr1, nss, pMTMqj,j “
n
ÿ

i“1

pMTqj,iMi,j “

n
ÿ

i“1

a2
i,j ùñ }M}2 “

ÿ

1ďi,jďn

a2
i,j

‚ Soit X un ensemble quelconque non vide. L’ensemble BpX,Kq des applications bornées de X dans
K :

BpX,Kq “
!

f : X ÝÑ K | DM P R`, @x P X, |fpxq| ďM
)

est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel des applications de X dans K. On peut le munir de
la norme suivante :

Proposition 2. (Norme de la convergence uniforme)
Le K-espace vectoriel :

BpX,Kq “
!

f : X ÝÑ K | DM P R`, @x P X, |fpxq| ďM
)

des applications bornées de X dans K, admet la norme :
}f}8 “ sup

xPX
|fpxq|

appelée norme de la convergence uniforme.

Démonstration. Puisque f et bornée, supxPX |fpxq| existe ; c’est un réel positif.
Séparation. Si }f}8 “ 0 alors @x P X, 0 ď |fpxq| ď sup |fpxq| “ 0, donc f “ 0.

Homogénéité. Soit λ P K, alors supxPX |λ ¨ fpxq| “ |λ| supxPX |fpxq| ; en effet :

Posons ` “ supxPX |fpxq| ; autrement dit ` est un majorant de t|fpxq|; x P Xu et il existe une suite pxnq P XN tel que |fpxnq|
converge vers `. Mais alors |λ|` et un majorant de t|λfpxq|; x P Xu et la suite |λfpxnq| converge vers |λ|`. CQFD

Inégalité triangulaire. Soient f, g P BpX,Kq ; pour tout x P X :

|fpxq ` gpxq| ď |fpxq| ` |gpxq|

ùñ |fpxq ` gpxq| ď sup
xPX

|fpxq| ` sup
xPX

|gpxq|

ùñ sup
xPX

|fpxq ` gpxq| ď sup
xPX

|fpxq| ` sup
xPX

|gpxq|

ùñ }f ` g}8 ď }f}8 ` }g}8

�

Remarque. Comme le spécifie le programme officiel, on pourra à l’avenir utiliser sans autre justifica-
tion que si k P R`, et A Ă R est majoré, alors suppkAq “ k suppAq.
Jean-Philippe Préaux 3
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‚ Soient a ă b deux réels ; les applications suivantes sont des normes sur C 0pra, bs,Rq :

}f}1 “

ż b

a

|fptq|dt (norme de la convergence en moyenne)

}f}2 “

d

ż b

a

|fptq|2 dt (norme de la convergence en moyenne quadratique)

}f}8 “ sup
xPra,bs

|fpxq| (norme de la convergence uniforme)

Pour la dernière ça découle du point précédent, puisque toute application continue sur ra, bs est bornée,
d’après le théorème des bornes atteintes.

Pour la seconde, c’est la norme associée au produit scalaire xf | gy “
şb

a
fptqgptqdt.

Il reste à montrer que la première est bien une norme. La positivité est claire.
Séparation. Soit f P C 0pra, bs,Rq tel que }f}1 “ 0. Une fonction positive et continue d’intégrale nulle
sur ra, bs est nulle. Donc f “ 0.

Homogénéité. Soient f P C 0pra, bs,Rq et λ P R.

}λf}1 “

ż b

a

|λfptq|dt “ |λ|

ż b

a

|fptq|dt “ |λ| ¨ }f}1 par linéarité de l’intégrale

Inégalité triangulaire.

}f ` g}1 “

ż b

a

|fptq ` gptq|dt ď

ż b

a

|fptq| ` |gptq|dt “ }f}1 ` }g}1

par inégalité triangulaire sur R et par croissance de l’intégrale.

‚ Si pE1, }.}E1q, . . . , pEn, }.}Enq sont des K-espace vectoriels normés, on peut munir leur produit
cartésien E “ E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ En de la norme :

}.}8 : E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ En ÝÑ R
px1, . . . , xnq ÞÝÑ max

1ďkďn
}xk}Ek

En effet : la positivité est claire.
Séparation : si }px1, . . . , xnq}8 “ 0 alors pour tout i P rr1, nss, }xi}Ei ď max1ďkďn }xk}Ek “ 0 ùñ

xi “ OEi et donc x “ OE .
Homogénéité : }λ ¨ px1, . . . , xnq}8 “ max

1ďkďn
|λ| }xk}Ek “ |λ| }px1, . . . , xnq}8.

Inégalité triangulaire : }px1, . . . , xnq`px
1
1, . . . , x

1
nq}8 “ max

1ďkďn
}xk`x

1
k}Ek ď max

1ďkďn
}xk}Ek` max

1ďkďn
}x1k}Ek ď

}px1, . . . , xnq}8 ` }px
1
1, . . . , x

1
nq}8

Une norme dans un espace vectoriel permet de définir une distance entre deux vecteurs :

Proposition-Définition 2. (Distance associée à une norme)
Soit pE, } ¨ }q un K-espace vectoriel normé. Alors l’application

d : E2 ÝÑ R
px, yq ÞÝÑ dpx, yq “ }y ´ x}

possède les propriétés suivantes ; pour tout px, y, zq P E3 :
– dpx, yq ě 0 (positivité)
– dpx, yq “ 0 ðñ x “ y (séparation)
– dpx, yq “ dpy, xq (symétrie)
– dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq (inégalité triangulaire)
On dit alors que d est la distance sur E associée à la norme } ¨ }.

Démonstration. Découle facilement de la définition de la norme. Soient px, y, zq P E3,

– dpx, yq “ }x´ y} ě 0 (positivité).

– dpx, yq “ 0 ðñ }x´ y} “ 0 ðñ x´ y “ OE ðñ x “ y (séparation).

– dpx, yq “ }x´ y} “ }p´1qpy ´ xq} “ | ´ 1|}y ´ x} “ }y ´ x} “ dpy, xq (symétrie).

– dpx, zq “ }x´ z} “ }x´ y ` y ´ z} ď }x´ y} ` }y ´ z} “ dpx, yq ` dpy, zq (inégalité triangulaire). �

Jean-Philippe Préaux 4
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Remarque. On obtient aussi facilement que pour tout px, y, zq P E3,
|dpx, zq ´ dpy, zq| ď dpx, yq et dpx` z, y ` zq “ dpx, yq.

(la première découle de l’inégalité triangulaire (au sens fort) et la deuxième de la définition).

Définition 3. (Boules, sphères)
Soient pE, } ¨ }q un K-espace vectoriel normé, a P E et r ą 0.

‚ On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r l’ensemble :

Bpa, rq “
 

x P E | }x´ a} ă r
(

.

‚ On appelle boule fermée de centre a et de rayon r l’ensemble :

Bpa, rq “
 

x P E | }x´ a} ď r
(

.

‚ On appelle sphère de centre a et de rayon r l’ensemble :

Spa, rq “
 

x P E | }x´ a} “ r
(

.

‚ On appelle boule ouverte (resp. boule fermée, sphère) unité l’ensemble Bp0, 1q (resp. Bp0, 1q,
Sp0, 1q).

‚ Un vecteur u P E est dit unitaire lorsque }u} “ 1.

Par exemple, pour la norme euclidienne de R2 :

Exemples.
‚ Les boules ouvertes de pR, |.|q sont les intervalles ouverts bornés sa, br avec a ă b :
D’une part Bpx0, rq “ tx P R | |x´ x0| ă ru “sx0 ´ r, x0 ` rr.

D’autre part pour a ă b, sa, br“ B
`

a`b
2 , b´a2

˘

puisque :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x´
a` b

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
b´ a

2
ðñ

a` b

2
´
b´ a

2
ă x ă

a` b

2
`
b´ a

2
ðñ a ă x ă b

‚ Les boules fermées de pR, |.|q sont les intervalles fermés bornés ra, bs avec a ă b :

D’une part Bpx0, rq “ tx P R | |x´ x0| ď ru “ rx0 ´ r, x0 ` rs.

D’autre part pour a ă b, ra, bs “ B
`

a`b
2 , b´a2

˘

puisque :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

x´
a` b

2

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
b´ a

2
ðñ

a` b

2
´
b´ a

2
ď x ď

a` b

2
`
b´ a

2
ðñ a ď x ď b

Définition 4. (Parties bornées, applications et suites bornées)
Soit pE, } ¨ }q un K-espace vectoriel normé.

‚ Une partie A de E est dite bornée s’il existe M ą 0 tel que :
@x P A, }x} ďM.

‚ Une suite pxnqnPN d’éléments de E est dite bornée s’il existe M ą 0 tel que
@n P N, }xn} ďM.

(autrement dit A “ txn, n P Nu est bornée.)
‚ Une fonction f : B ÝÑ E est dite bornée s’il existe M ą 0 tel que :

@x P B, }fpxq} ďM.

(autrement dit A “ tfpxq, x P Bu est bornée)

Jean-Philippe Préaux 5
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Exemples.
‚ Toute boule fermée ou ouverte, et toute sphère de E est une partie bornée de E : si x P Bpa, rq, ou
Bpa, rq ou Spa, rq, alors :

}x} “ }x´ a` a} ď }a} ` }x´ a} ď }a} ` r “M

‚ Toute partie finie de E est une partie bornée de E. Si A “
 

x1, . . . , xn
(

alors @x P A, }x} ď
maxp}x1}, . . . , }xn}q “M .

‚ Le seul sous-espace vectoriel borné de E est t0u. En effet soit x P E r tOEu et M P R˚` :

λ “
2M

}x}
ùñ }λ ¨ x} “ 2M ąM et λ ¨ x P V ectpxq

Définition 5. (Partie convexe)
Soit E un K-espace vectoriel et A Ă E.
A est dite une partie convexe de E lorsque pour tout pa, bq P A2 et pour tout t P r0, 1s

ta` p1´ tqb P A.

Autrement dit en notant ra, bs “
 

ta ` p1 ´ tqb | t P r0, 1s
(

le segment d’extrémité a et b, on a
@pa, bq P A2, ra, bs Ă A.

Proposition 3. (Les boules sont convexes)
Les boules ouvertes ou fermées sont convexes.

Démonstration. Soient x, y P E et soit t P r0, 1s et u “ t ¨ x` p1´ tq ¨ y :

}u´ a} “ }t ¨ x` p1´ tq ¨ y ´ t ¨ a´ p1´ tq ¨ a} ď |t|}x´ a} ` |1´ t|}y ´ a}

ainsi si x, y P Bpa, rq }u´ a} ă tˆ r ` p1´ tqr “ r ùñ u P Bpa, rq

et si x, y P Bpa, rq }u´ a} ď tˆ r ` p1´ tqr “ r ùñ u P Bpa, rq

�

Remarque. Pour une application f : R ÝÑ R, on appelle épigraphe de f , l’ensemble :
epipfq “

 

px, yq P R2 | y ě fpxq
(

L’application f est convexe si et seulement si son épigraphe epipfq est une partie convexe de R2. En
effet :
Si epipfq est convexe, alors en particulier pour tout px, x1q P R2, px, fpxqq et px1, fpx1qq appartenant à
epipfq, alors par convexité de epipfq, pour tout t P r0, 1s :

t.px, fpxqq ` p1´ tqpx1, fpx1qq “ ptx` p1´ tqx1, tfpxq ` p1´ tqfpx1qq P epipfq

c’est à dire :
fptx` p1´ tqx1q ď tfpxq ` p1´ tqfpx1q

et donc f est convexe.
Réciproquement, si f est convexe, soient px, yq, px1, y1q P epipfq : fpxq ď y et fpx1q ď y1. Par convexité
de f , pour tout t P r0, 1s :

fptx` p1´ tqx1q ď tfpxq ` p1´ tqfpx1q ď ty ` p1´ tqy1 car t ě 0 et 1´ t ě 0
Jean-Philippe Préaux 6
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et donc :
tpx, yq ` p1´ tqpx1, y1q “ ptx` p1´ tqx1, ty ` p1´ tqy1q P epipfq

ainsi epipfq est une partie convexe de R2.

Exercice 2. Soit E un R-espace vectoriel et N : E ÝÑ R tel que :

– @x P E,Npxq ě 0 et Npxq “ 0 ðñ x “ OE .
– @x P E, @λ P R, Npλ ¨ xq “ |λ| ˆNpxq.

Montrer que N est une norme ssi B “ tx P E | Npxq ď 1u est convexe.

Résolution.
Si N est une norme alors B est convexe d’après la proposition précédente. Il s’agit de montrer la
réciproque. Pour cela il suffit de montrer que N satisfait l’inégalité triangulaire.
Soit x, y P E ; si x ou y “ OE alors l’inégalité triangulaire est immédiate. Aussi supposons que
x, y P E r tOEu et posons :

x̃ “
1

Npxq
¨ x P B ỹ “

1

Npyq
¨ y P B

Puisque B est convexe :
Npxq

Npxq `Npyq
x̃`

Npyq

Npxq `Npyq
ỹ P B

(c’est le barycentre de px̃, Npxqq et pỹ, Npyqq) ; c’est à dire :
1

Npxq `Npyq
x`

1

Npxq `Npyq
y P B

c’est à dire :
1

Npxq `Npyq
Npx` yq ď 1

soit
Npx` yq ď Npxq `Npyq

Donc N est une norme sur E.

1.2. Suites à valeurs un espace vectoriel normé.

Proposition-Définition 6. (Suite convergente, divergente)
Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé et pxnqnPN une suite d’éléments de E.
On dit que la suite pxnqnPN est convergente lorsqu’il existe ` P E tel que la suite réelle
p}xn ´ `}qnPN converge vers 0, c’est-à-dire lorsque

@ε ą 0, DN P N, @n P N, n ě N ùñ }xn ´ `} ď ε

Lorsqu’il existe, un tel vecteur ` est unique. On dit que la suite pxnqn converge vers ` ou encore
que ` est la limite de la suite pxnqn, et on note :

lim
nÑ`8

xn “ ` ou encore xn ÝÑ
nÑ`8

`.

Si la suite ne converge pas, on dit qu’elle est divergente.

Démonstration. Le seul point à prouver est l’unicité de la limite : Soit ` et `1 deux limites de pxnqn ; alors :

0 ď
›

›`´ `
1
›

› ď }`´ xn} `
›

›xn ´ `
1
›

› ÝÑ
nÑ`8

0

donc
›

›`´ `1
›

› “ 0 d’où ` “ `1. �

Remarques.
‚ Bien sur la convergence d’une suite ne dépend pas de ses premiers termes ; une suite pxnqn peut aussi
être définie seulement pour les valeurs entières n à partir d’un certain rang n0. Toutes les propriétés
énoncées restent vraies pour de telles suites.
‚ Convergence et limite d’une suite dépendent a priori de la norme utilisée ! Nous verrons toutefois
qu’en dimension finie, elle n’en dépendent pas ; mais ce n’est plus vrai en dimension infinie.
‚ La suite pxnqn est divergente si :

@` P E, Dε ą 0, @N P N, Dn P N, n ě N et }xn ´ `} ą ε
Jean-Philippe Préaux 7



PC Espaces vectoriels normés ENCPB

on peut alors construire pour tout `, une suite extraite
`

xϕpnq
˘

vérifiant :

@n P N,
›

›xϕpnq ´ `
›

› ą ε.

Proposition 4. (Toute suite extraite d’une suite convergente est convergente)
Si une suite pxnqn converge vers ` alors toute suite extraite pxσpnqqn (c’est-à-dire avec σ : N ÝÑ
N strictement croissante) converge vers `.

Démonstration. En effet toute suite extraite p}xσpnq´`}qn de la suite réelle p}xn ´ `}qn converge vers 0 et donc xσpnq ÝÑ
nÑ`8

`.

�

Proposition 5. (Convergent ùñ borné)
Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit xn ÝÑ ` ; pour ε “ 1 par exemple,

DN P N, @n P N, n ě N ùñ }xn ´ `|| ď 1

ùñ }xn} ´ }`} ď 1 (proposition 1)

ùñ }xn} ď 1` }`}

En posant M1 “ maxt}x0}, . . . , }xN }u (qui existe en tant que maximum d’une partie finie de R) et M “ maxpM1, 1 ` }`}q, on
a :

@n P N, }xn} ďM

autrement dit la suite pxnqn est bornée. �

Théorème 6. (Opérations sur les limites)
Soit pE, } ¨ }q un espace vectoriel normé,

‚ Si pxnqnPN converge vers ` alors }xn} ÝÑ
nÑ`8

}`}.

‚ Si pxnqnPN et pynqnPN convergent vers ` et `1 respectivement alors pour tout pλ, µq P K2, la
suite pλxn ` µynqnPN converge vers λ`` µ`1.

‚ Si pxnqnPN converge vers ` et pλnq P KN converge vers λ P K alors la suite pλnxnqnPN converge
vers λ ¨ `.

Démonstration. Pour le premier point : d’après la proposition 1 : 0 ď |}xn} ´ }`}| ď }xn ´ `} ; puisque }xn ´ `} ÝÑ
nÑ`8

0,

d’après le théorème des gendarmes |}xn} ´ }`}| ÝÑ
nÑ`8

0, c’est à dire }xn} ÝÑ
nÑ`8

}`}.

Pour le second point : Par homogénéité et inégalité triangulaire :

}λxn ` µyn ´ pλ`` µ`
1
}q ď |λ| }xn ´ `}

loooomoooon

ÝÑ
nÑ`8

0

`|µ| }yn ´ `
1
}

looooomooooon

ÝÑ
nÑ`8

0

ÝÑ
nÑ`8

0

Pour le dernier point : la suite pxnqn étant convergente, elle est bornée, disons @n, }xn} ďM , et donc par inégalité triangulaire
et homogénéité :

0 ď }λnxn ´ λx} ď }λnxn ´ λxn} ` }λxn ´ λx} “ |λn ´ λ|
loooomoooon

ÝÑ
nÑ`8

0

}xn}
loomoon

ďM

`|λ| }xn ´ x}
loooomoooon

ÝÑ
nÑ`8

0

ÝÑ
nÑ`8

0

et donc }λnxn ´ λx} ÝÑ
nÑ`8

0, c’est-à-dire λn ¨ xn ÝÑ
nÑ`8

λ ¨ `. �

Du deuxième point découle immédiatement :

Corollaire 7.
L’ensemble S des suites pxnqnPN convergentes à valeurs dans E est un sous-espace vectoriel de
l’ensemble des suites à valeurs dans E.
L’application qui à une suite convergente associe sa limite est une application linéaire de S dans
E.

Jean-Philippe Préaux 8
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1.3. Équivalence de normes.

Définition 7. (Normes équivalentes)
Deux normes }.} et }.}1 d’un K-espace vectoriel E sont dites équivalentes si il existe deux réels
a, b ą 0 tels que :

@x P E, a}x} ď }x}1 ď b}x}

Propriété 8. (Relation d’équivalence)
Pour des normes sur un espace vectoriel E, être équivalentes est une relation d’équivalence,
c’est à dire :
‚ Réflexive : toute norme est équivalente à elle-même
‚ Symétrique : Si }.} est équivalente à }.}1 alors }.}1 est équivalente à }.}.
‚ Transitive : Si }.} est équivalent à }.}1 qui est équivalente à }.}2 alors }.} est équivalente à
}.}2.

Démonstration. La réfléxivité est triviale en prenant a “ b “ 1.

Pour la symétrie, si a}.} ď }.}1 ď b}.} alors 1
b }.}

1
ď }.} ď 1

a }.}
1.

Pour la transitivité, si a}.} ď }.}1 ď b}.} et a1}.}1 ď }.}2 ď b1}.}1 alors aa1}.} ď }.}2 ď bb1}.}. �

Exemple. Dans Kn, les normes }.}1, }.}2 et }.}8 sont équivalentes ; plus précisément, pour tout x P Kn,
}x}8 ď }x}1 ď n}x}8

}x}8 ď }x}2 ď
?
n}x}8

}x}2 ď }x}1 ď
?
n}x}2

En effet, en posant x “ px1, x2, . . . , xnq et maxp|x1|, . . . , |xn|q “ |xk| :

}x}8 “ |xk| ď
n
ÿ

i“1

|xi| “ }x}1 ď
n
ÿ

i“1

|xk| “ n}x}8

}x}8 “
a

|xk|2 ď

g

f

f

e

n
ÿ

i“1

|xi|2 “ }x}2 ď

g

f

f

e

n
ÿ

i“1

|xk|2 “
?
n}x}8

Pour la dernière ; partie minoration : de

@pa1, . . . , anq P R`,
n
ÿ

i“1

a2
i ď

˜

n
ÿ

i“1

ai

¸2

découle :
n
ÿ

i“1

|xi|
2 ď

˜

n
ÿ

i“1

a

|xi|2

¸2

ùñ?
.Õ
}x}2 “

g

f

f

e

n
ÿ

i“1

|xi|2 ď
n
ÿ

i“1

a

|xi|2 “ }x}1

Partie majoration : en appliquant Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire usuel à p|x1|, . . . , |xn|q et
u “ p1, . . . , 1q on obtient la majoration :

}x}1 “
n
ÿ

i“1

|xi| “ xx | uy ď }x}2 ˆ }u}2 “ }x}2 ˆ

g

f

f

e

n
ÿ

i“1

1 “
?
n}x}2

L’intérêt de la notion d’équivalence est la suivante :

Théorème 9. (Des normes équivalentes définissent la même convergence)
Soient }.} et }.}1 deux norme équivalentes sur une K-espace vectoriel E. Pour toute suite pxnqnPN

de E, pxnq est convergente dans pE, }.}q si et seulement si elle est convergente dans pE, }.}1q et
de plus, en cas de convergence, elle converge vers la même limite dans pE, }.}q et dans pE, }.}1q.

Démonstration. Soient a, b ą 0 tels que a}.} ď }.}1 ď b}.} ; si xn ÝÑ
nÑ`8

` dans pE, }.}q alors pour ε ą 0 :

DN P N, @n P N, n ě N ùñ }xn ´ `} ď
ε

b
ùñ }xn ´ `}

1
ď b}xn ´ `} ď ε

Jean-Philippe Préaux 9
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et donc xn ÝÑ
nÑ`8

` dans pE, }.}1q.

Réciproquement, si xn ÝÑ
nÑ`8

` dans pE, }.}1q alors pour ε ą 0 :

DN P N, @n P N, n ě N ùñ }xn ´ `}
1
ď aε ùñ }xn ´ `} ď

1

a
}xn ´ `}

1
ď ε

et donc xn ÝÑ
nÑ`8

` dans pE, }.}q. �

Et son intérêt est d’autant plus grand que :

Théorème 10. (Équivalence des normes en dimension finie)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Toutes les normes sur E sont équivalentes.

Démonstration. Admis. (Nous en donnerons une preuve en fin de chapitre.) �

Exemple. Le résultat est faux en dimension infinie ; il est facile de construire un contre-exemple. Soit
pfnq la suite d’applications dans C 0pr0, 1s,Rq :

fn : r0, 1s ÝÑ R

x ÞÝÑ

"

nx si x P
“

0, 1
n

‰

1 si x P
“

1
n , 1

‰

f : r0, 1s ÝÑ R
x ÞÝÑ 1

fn tend vers f pour }.}1 car :

}fn ´ f}1 “

ż 1

0

|fnpxq ´ fpxq|dx “

„

x´ nˆ
x2

2



1
n

0

“
1

2n
ÝÑ
nÑ`8

0

fn ne tend pas vers f pour }.}8 car }fn ´ f}8 “ 1. 1
n 1

1

Les normes }.}1 et }.}8 sont donc non équivalentes dans C 0pr0, 1s,Rq.

En dimensions finie la convergence d’une suite de vecteurs équivaut à la convergence de ses coordonnées
dans une base.

Théorème 11. (Caractérisation de la convergence en dimension finie)
Soit pE, }.}q un K-espace vectoriel normé de dimension finie, et soit B “ pe1, . . . , epq une base
de E. Pour tout vecteur x P E notons px1, . . . , xpq P Kp ses coordonnées dans la base E :

x “ x1 ¨ e1 ` x
2 ¨ e2 ` ¨ ¨ ¨ ` x

p ¨ ep

Une suite pxnqnPN de E converge vers ` P E si et seulement les suites de ses coordonnées
convergent vers celles de ` :

xn ÝÑ
nÑ`8

` ðñ @i P rr1, pss, xin ÝÑ
nÑ`8

`i.

Démonstration. Soit xn ÝÑ
nÑ`8

` ; en dimension finie toutes les normes étant équivalentes, pxnq converge vers ` pour }.}8.

Ainsi : }xn ´ `}8 ÝÑ
nÑ`8

0. Or :

@i P rr1, pss, 0 ď |x
i
n ´ `

i
| ď max

iPrr1,pss
|x
i
n ´ `

i
| “ }xn ´ `}8 ÝÑ

nÑ`8
0

et donc (d’après le théorème des gendarmes), pour tout i P rr1, pss, la suite scalaire pxinqnPN tend vers `i.

Réciproquement, supposons que pour tout i P rr1, pss, la suite scalaire pxinqnPN tend vers `i. Soit ε ą 0 ; pour tout i P rr1, pss :

DNi P N, @n P N, n ě Ni ùñ |x
i
n ´ `

i
| ď

ε

p

et donc en posant N “ maxpN1, . . . , Npq :

@n P N, n ě N ùñ }xn ´ `}1 “

p
ÿ

i“1

|x
i
n ´ `

i
| ď

ε

p
ˆ p “ ε

et donc par définition, pxnq converge vers ` pour }.}1. Par équivalence des normes en dimension finie, pxnq converge vers ` pour
}.}. �

Exemple. Dans M2pRq muni d’une norme quelconque :
¨

˝

1` 1
n

1
n

´ 1
n2 1´ 2

n

˛

‚ ÝÑ
nÑ`8

¨

˝

1 0

0 1

˛

‚
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2. Topologie des espaces vectoriels normés

2.1. Points intérieurs ; Ouverts.

Définition 8. (Point intérieur d’une partie ; intérieur d’une partie)
Soit E un K-espace vectoriel normé et A Ă E.
Un élément a P A est appelé un point intérieur à A lorsqu’il existe une boule ouverte de centre
a incluse dans A, c’est à dire lorsque :

Dr ą 0, Bpa, rq Ă A

L’ensemble des points intérieurs à A, est noté Å et appelé intérieur de A ; bien sur Å Ă A.

Exemples.

‚ Il découle immédiatement que ∅̊ “ ∅ et E̊ “ E. Si A Ă B Ă E alors Å Ă B̊.
‚ Si B “ Bpx0, Rq est une boule ouverte, alors tout point de B est un point intérieur ; autrement dit
B̊ “ B. En effet :
Soit a P B ; alors }a ´ x0} ă R. Notons r “ R ´ }a ´ x0} ą 0 ; alors Bpa, rq Ă B puisque d’après
l’inégalité triangulaire :

@x P Bpa, rq, }x´ a} ă r ùñ }x´ x0} ď }x´ a} ` }a´ x0} ă }a´ x0} `R´ }a´ x0} “ R

x0 R

r

a

‚ Si B “ Bpx0, Rq est une boule fermée, alors les points intérieurs de B sont précisément les points de
la boule ouverte Bpx0, Rq ; autrement dit :

˝

Bpx0, Rq “ Bpx0, Rq.

En effet : l’argument précédent montre que tout point dans Bpx0, Rq Ă Bpx0, Rq est un point intérieur
à Bpx0, Rq, et les points du cercle frontière, Cpx0, Rq “ Bpx0, Rq r Bpx0, Rq, ne sont pas intérieurs
à Bpx0, Rq puisque : soit r ą 0 et a P Cpx0, rq quelconques. Alors }a ´ x0} “ R et pour : b “
a`

r

2R
¨ pa´ x0q :
$

&

%

}a´ b} “ r
2R}a´ x0} “

r
2 ă r ùñ b P Bpa, rq

}b´ x0} “
›

›

`

1` r
2R

˘

¨ pa´ x0q
›

› “
`

1` r
2R

˘

ˆR “ R` r
2 ą R ùñ b R Bpx0, Rq

Ainsi pour tout r ą 0, la boule ouverte Bpa, rq n’est pas incluse dans Bpx0, Rq.

b

x0 R

a
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Définition 9. (Ouverts de E)
Soit E un K-espace vectoriel normé. Une partie A Ă E de E est appelée un ouvert de E, si tout
point de A est un point intérieur à A, c’est-à-dire si

Å “ A

Exemples.
‚ Toutes les boules ouvertes sont des ouverts. Aucune boule fermée n’est un ouvert.
‚ ∅ et E sont des ouverts.
‚ Dans R2 muni de la norme euclidienne, s0, 1rˆs0, 1r est un ouvert :
soit a “ px0, y0q Ps0, 1rˆs0, 1r ; posons r “ minpx0, 1´x0, y0, 1´y0q ą 0.
Alors :

Bpa, rq Ăs0, 1rˆs0, 1r.

En effet, soit v “ px, yq P Bpa, rq alors :
}a´ v}2 ă r ðñ px´ x0q

2 ` py ´ y0q
2 ă r2

dont on déduit que v “ px, yq Ps0, 1rˆs0, 1r :

a r

]0, 1[×]0, 1[

ùñ

$

’

’

’

&

’

’

’

%

px´ x0q
2 ă x2

0 ùñ |x´ x0| ă x0 ùñ x0 ´ x0 ă x ă x0 ` x0 ùñ 0 ă x

px´ x0q
2 ă p1´ x0q

2 ùñ |x´ x0| ă 1´ x0 ùñ x0 ´ 1` x0 ă x ă x0 ` 1´ x0 ùñ x ă 1

py ´ y0q
2 ă y2

0 ùñ |y ´ y0| ă y0 ùñ y0 ´ y0 ă y ă y0 ` y0 ùñ 0 ă y

py ´ y0q
2 ă p1´ y0q

2 ùñ |y ´ y0| ă 1´ y0 ùñ y0 ´ 1` y0 ă y ă y0 ` 1´ y0 ùñ y ă 1

et donc Bpa, rq Ăs0, 1rˆs0, 1r.

Propriété 12. (Les boules ouvertes sont des ouverts)
Toute boule ouverte de E est un ouvert de E.

Propriété 13.
L’intérieur Å de A est un ouvert de E ; c’est le plus grand ouvert inclus dans A (au sens de
l’inclusion).

Démonstration. Le même argument que dans l’exemple ci-dessus montre que si Bpa, rq Ă A alors tout point de Bpa, rq est
un point intérieur à A. Ainsi si a P Å alors a est aussi un point intérieur à Å. Ainsi Å est un ouvert. Puisque tout ouvert inclus
dans A ne contient que des points intérieurs à A, Å est le plus grand ouvert inclus dans A. �

Propriété 14. (Des ouverts)
Soit E un K-espace vectoriel normé.
‚ ∅ et E sont des ouverts de E.
‚ Toute réunion d’ouverts de E est un ouvert de E.
‚ Toute intersection finie d’ouverts de E est un ouvert de E.

Démonstration. On les établit dans l’ordre.
‚ On a ∅̊ “ ∅ et E̊ “ E ; d’où la première assertion (comme déjà remarqué).
‚ Soit F une famille d’ouverts de E. Soit x P

Ť

OPF O ; alors il existe O P F tel que x P O, et puisque O est un ouvert, il
existe r ą 0 tel que Bpx, rq Ă O Ă

Ť

OPF O ; ainsi
Ť

OPF O est un ouvert.

‚ Par récurrence sur le nombre n ě 2 d’ouverts.
(I) Soient O1, O2 deux ouverts de E. Si O1 X O2 “ ∅ alors O1 X O2 est un ouvert. Sinon, soit x P O1 X O2. Puisque O1, O2

sont des ouverts, il existe r1 ą 0 et r2 ą 0 tels que Bpx, r1q Ă O1 et Bpx, r2q Ă O2. En posant r “ minpr1, r2q ą 0 on a
Bpx, rq Ă Bpx, r1q Ă O1 et Bpx, rq Ă Bpx, r2q Ă O2, donc Bpx, rq Ă O1 XO2. Donc O1 XO2 est un ouvert.
(H) Supposons l’assertion vraie pour l’intersection de n ě 2 ouverts ; soient O1, O2, . . . , On, On`1 pn ` 1q ouverts de E. Par
hypothèse de récurrence

Şn
i“1 Oi est un ouvert, et donc par le même argument que dans la partie initialisation, son intersection

avec On`1, qui n’est autre que
Şn`1
i“1 Oi, est aussi un ouvert. L’assertion reste donc vraie au rang pn` 1q. �

Exemples.
‚ Tous les intervalles ouverts de pR, |.|q sont des ouverts : les ouverts bornés sa, br avec a ă b sont des
boules ouvertes, s ´8,`8r“ R est un ouvert, et les intervalles ouverts ayant une seule borne infinie :

s ´ 8, b r “
ď

nPZ
năb

sn, b r s a,`8r “
ď

nPZ
aăn

s a, n r

Jean-Philippe Préaux 12
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sont des ouverts en tant que réunions d’ouverts.
Mais tous les ouverts de pR, |.|q ne sont pas des intervalles ouverts, comme par exemple s0, 1rYs1, 2r.
‚ Une intersection d’une nombre infini d’ouverts n’est pas en général un ouvert, comme le montre
l’exemple de :

č

nPN



´
1

n
,

1

n

„

“
 

0
(

ou plus généralement
č

nPN

B

ˆ

a,
1

n

˙

“
 

a
(

.

Exercice 3.
Montrer que si O est un ouvert d’un e.v.n. E, et si ta1, a2, . . . , anu Ă O est un ensemble fini de
points de O, alors O r ta1, a2, . . . , anu est un ouvert de E.

Résolution.
Soit a P O r ta1, a2, . . . , anu ; puisque O est un ouvert, il existe r ą 0 tel que Bpa, rq Ă O ; en
particulier pour tout r1 tel que 0 ă r1 ă r, Bpa, r1q Ă Bpa, rq Ă O.
Soit pour tout i P rr1, nss, ri “ }a´ ai} ; posons alors r0 “ mintr, r1, r2, . . . , rnq,

Bpa, r0q Ă Bpa, rq et @i P rr1, nss, Bpa, r0q Ă Bpa, riq

D’une part puisque r0 ă r, on a Bpa, r0q Ă O.
D’autre part, pour tout i P rr1, nss, ai R Bpa, riq, et donc ai n’appartient pas à Bpa, r0q.
Ainsi Bpa, r0q Ă O r ta1, a2, . . . , anu. Donc O r ta1, a2, . . . , anu est un ouvert de E.

2.2. Fermés, points adhérent.

Définition 10. (Fermés de E)
Soit pE, }.}q un K-espace vectoriel normé. Une partie F Ă E de E est appelée un fermé de E si
son complémentaire dans E est un ouvert.

Exemples.
‚ ∅ et E sont des fermés de E ; en effet leur complémentaires respectifs, E et ∅ sont des ouverts.
‚ Tout singleton, toute partie finie de E est un fermé. (Il suffit d’appliquer le dernier exercice à l’ouvert
E privé de ces points.)
‚ Tous les intervalles fermés aux bornes finies sont des fermés :

ra, bs ; s ´ 8, b s ; r a ,`8r ; s ´ 8,`8r

puisque leur complémentaires sont des intervalles ouverts.
‚ Toutes les boules fermées sont des fermés de E.
En effet soit a P E r Bpx0, Rq ; c’est à dire }a ´ x0} ą R. Posons r “ }a ´ x0} ´ R ; alors Bpa, rq Ă
E rBpx0, Rq ; en effet :

@x P Bpa, rq, }x´ x0} ě }x0 ´ a} ´ }a´ x} ą }x0 ´ a} ´ r “ }x0 ´ a} ´ p}a´ x0} ´Rq “ R

r

x0 R

a

‚ Aucune boule ouverte n’est un fermé.
En effet soit a P Bpx0, Rq r Bpx0, Rq et r ą 0 ; ainsi a P E r Bpx0, Rq ; montrons que a n’est pas un
Jean-Philippe Préaux 13
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point intérieur à E rBpx0, Rq. Soit b “ a´ r
2R ¨ pa´ x0q :

"

}a´ b} “ } r2R ¨ pa´ x0q “
r
2 ă r ùñ b P Bpa, rq

}b´ x0} “ }p1´
r

2R q ¨ pa´ x0q} “ p1´
r

2R q}a´ x0} “ R´ r
2 ă R ùñ b P Bpx0, Rq

ainsi Bpa, rq Ć E r Bpx0, Rq : E r Bpx0, Rq n’est pas un ouvert, c’est-à-dire Bpx0, Rq n’est pas un
fermé.

b

x0 R

a

‚ Toute sphère Spa,Rq est un fermé ; en effet son complémentaire est réunion de deux ouverts : la
boule ouverte Bpa,Rq et le complémentaire de la boule fermée Bpa,Rq.

Propriété 15. (Sphères et boules fermées sont des fermés)
Toute boule fermée de E est un fermé de E.
Toute sphère de E est un fermé de E.

Quant à la stabilité des fermés par opérations ensemblistes :

Propriété 16. (Des fermés)
Soit E un K-espace vectoriel normé.
‚ ∅ et E sont des fermés de E.
‚ Toute intersection de fermés de E est un fermé de E.
‚ Toute réunion finie de fermés de E est un fermé de E.

Démonstration. On les établit dans l’ordre.
‚ Les complémentaires dans E de ∅ et E sont des ouverts, donc ∅ et E sont des fermés.

‚ Soit F une famille de fermés ; le complémentaire de
Ş

FPF F est
Ť

FPF AEF une réunion d’ouverts, c’est donc un ouvert, et
Ş

FPF F un fermé.

‚ Le complémentaire d’une réunion finie de fermées, est un ouvert en tant qu’intersection finie d’ouverts ; une réunion finie de
fermés est donc un fermé. �

Remarque. Une réunion d’un nombre infini de fermés n’est pas en général un fermé, comme le montre
l’exemple de :

ď

nPN

„

´1`
1

n
, 1´

1

n



“s ´ 1, 1r ou plus généralement
ď

nPN

B

ˆ

a, 1´
1

n

˙

“ Bpa, 1q.

Définition 11. (Points adhérents ; adhérence)
Soit E un K-espace vectoriel normé, et A Ă E une partie de E. Un point a P E est un
point adhérent à A si toute boule ouverte centrée en a intersecte A, c’est à dire si :

@r ą 0, Bpa, rq XA ­“ ∅.
L’ensemble des points adhérents à A est noté A est appelé adhérence de A. Bien sûr :

A Ă A

Remarques.
‚ Que A Ă A découle du fait que si a P A alors pour tout r ą 0, Bpa, rq XA contient (au moins) a.
‚ Un point a est adhérent à A si et seulement si a P A ou a est dans le complémentaire de A mais pas
dans son intérieur.
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Exemples.
‚ L’argument appliqué dans les derniers exemples ci-dessus montre que l’adhérence d’une boule ouverte
Bpa, rq est la boule fermée Bpa, rq (d’où la notation d’une boule fermée). Les points dans l’adhérence
de Bpa, rq qui ne sont pas dans Bpa, rq sont les points du cercle au bord Cpa, rq.

b

x0 R

a

x0 R

Bpa, rq a pour adhérence Bpa, rq

‚ Dans pR, |.|q, soient a ă b ; l’adhérence de chacun des itervalles bornés sa, br, ra, br, sa, bs et ra, bs, est
le segment fermé ra, bs.

Un point dans A r A est un point du complémentaire de A dans E qui n’est pas dans son intérieur.
C’est donc une obstruction à ce que A soit un fermé de E. Plus précisément, A est fermé dans E si et
seulement si A “ A :

Propriété 17. (A fermé ðñ A “ A)
Soit E un K-espace vectoriel normé. Une partie A Ă E de E est un fermé de E si et seulement
si A “ A. L’adhérence A de A est le plus petit fermé de E contenant A.

Démonstration. Puisque A Ă A, on a A “ A si et seulement si A Ă A, si et seulement si pour tout x P E r A il existe r ą 0
tel que Bpx, rq Ă E r A si et seulement si E r A et un ouvert de E si et seulement si A est un fermé de E.

Supposons que F soit un fermé contenant A. Alors tout point a adhérent à A est aussi adhérent à F puisque ∅ ­“ Bpa, rqXA Ă

Bpa, rq X F ; ainsi A Ă F “ F puisque F est fermé. �

Définition 12. (Frontière d’une partie)
Soit A une partie d’un K-espace vectoriel normé ; On appelle frontière de A, notée BA :

BA “ A´ Å.

Remarque. Informellement :

Les points adhérents à A admettent la caractérisation séquentielle suivante : ce sont les limites de
suites à valeurs dans A.
Jean-Philippe Préaux 15
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Proposition 18. (Caractérisation séquentielle des points adhérents)
Soit pE, }.}q un K-espace vectoriel normé et soit A Ă E. Un point a P E est adhérent à A si et
seulement si il existe une suite panqnPN à valeurs dans A qui converge dans E vers a. Autrement
dit :

a P A ðñ DpanqnPN P A
N, lim

nÑ`8
an “ a

Démonstration. Supposons que panqn soit une suite à valeurs dans A convergeant vers a P E. Alors pour tout r ą 0,
Bpa, rq X A ­“ ∅, puisque par définition, pour ε “ r

2 ą 0, il existe N P N tel que }a ´ aN } ď
r
2 ă r, et en particulier

aN P Bpa, rq X A. Ainsi le point a est adhérent à A.

Réciproquement, si a est adhérent à A : pour tout rn “ 1
n , Bpa, rnq X A ­“ ∅ ; choisissons pour tout n P N˚, un point

an P Bpa, rnq X A. Alors la suite panqnPN˚ converge vers a. En effet :

}an ´ a} ď rn “
1

n
ÝÑ
nÑ`8

0.

Ainsi la suite panqnPN˚ , qui est à valeurs dans A, converge vers a P A. �

Ce résultat permet d’obtenir une caractérisation séquentielle des fermés :

Proposition 19. (Caractérisation séquentielle des fermés)
Soit pE, }.}q un K-espace vectoriel normé et A Ă E. Alors A est un fermé de E si et seulement
si toute suite panqnPN de A, convergeant dans E, a sa limite dans A ; autrement dit :

@panqn P A
N, lim
nÑ`8

an “ a ùñ a P A

Démonstration. Si toute suite convergente à valeurs dans A converge vers un élément a P A, alors d’après la proposition 18,
A Ă A, et donc A “ A, et d’après la propriété 17, A est un fermé de E.
Réciproquement, montrons la contraposée en supposant qu’il existe une suite panqn convergente et à valeurs dans A, dont la
limite a est dans E r A. Ainsi a P Ar A et donc A ­“ A. D’après la propriété 17, A n’est pas un fermé. �

Exemple. L’ensemble des matrices symétriques SnpKq ainsi que l’ensemble des matrices antisymé-
triques AnpKq sont des fermés de MnpKq.
En effet considérons une suite pAnqn de matrices symétriques (resp. anti-symétriques) convergeant vers
A P MnpKq ; alors pour tout pi, jq P rr1, nss2, pAnqi,j “ pAnqj,i (resp. “ ´pAnqj,i).
Mais MnpKq étant de dimension finie, en appliquant le théorème 11 pour la base canonique de MnpKq,
pour tout pi, jq P rr1, nss2, limpAnqi,j “ Ai,j .
Donc par passage à la limite, pour tout pi, jq P rr1, nss2, Ai,j “ Aj,i (resp. “ ´Aj,i), donc A est
symétrique (resp. antisymétrique).

Définition 13. (Partie dense)
Soit E un K-espace vectoriel normé ; une partie A Ă E est dite dense dans E si A “ E.

Remarque. Ainsi A est dense dans E si et seulement si tout élement de E est limite d’une suite à
valeurs dans A.
Exemples. Q et R r Q sont denses dans R :
– Q est dense dans R car pour tout x P R, la suite xn “

t10nxu

10n est à valeur dans Q (approximations
décimales de x) et converge vers x.

– R r Q et dense dans R : considérer la suite stationnaire xn “ x si x P R r Q et xn “ x`
?

2
n si x P Q.

Dans chaque cas la suite pxnq prend ses valeurs dans R r Q et converge vers x.

Toutes ces notions d’ouvert, fermé, intérieur, adhérence, dépendent de la norme utilisée. Cependant,
ce n’est pas le cas pour des normes équivalentes ; plus précisément :

Théorème 20. (Invariance pour des normes équivalentes)
Soit E un K-espace vectoriel, et soient }.} et }.}1 deux normes équivalentes de E. Pour toute
partie A Ă E :
‚ A est un ouvert de pE, }.}q si et seulement si c’est un ouvert de pE, }.}1q.
‚ A est un fermé de pE, }.}q si et seulement si c’est un fermé de pE, }.}1q.
‚ A a même intérieur dans pE, }.}q et dans pE, }.}1q.
‚ A a même adhérence dans pE, }.}q et dans pE, }.}1q.
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Démonstration. Soient k1, k2 ą 0 tels que k1}.} ď }.}1 ď k2}.}. Supposons que A soit un ouvert de pE, }.}q : pour tout a P A,
il existe r ą 0 tel que }x´ a} ă r ùñ x P A. Mais donc pour tout x P E :

}x´ a}
1
ă k1r ùñ k1}x´ a} ď }x´ a}

1
ă k1r ùñ }x´ a} ă r ùñ x P A.

Ainsi dans pE, }.}1q aussi A est un ouvert. Par symétrie de l’équivalence des normes, pE, }.}q et pE, }.}1q ont mêmes ouverts.

Puisque l’intérieur d’une partie A est le plus grand ouvert inclus dans A, l’intérieur de A pour pE, }.}q est le même que pour
pE, }.}1q.

Puisque pE, }.}q et pE, }.}1q ont même ouverts, par définition ils ont aussi même fermés ; en effet pour A Ă E, AEA est un ouvert
de pE, }.}q si et seulement si c’est un ouvert de pE, }.}1q.

Finalement, puisque l’adhérence d’une partie A Ă E est le plus petit fermé contenant A, l’adhérence de A est la même dans
pE, }.}q et pE, }.}1q. �

Par équivalence des normes en dimension finie :

Corollaire 21. (Invariance en dimension finie)
Soit pE, }.}q un K-espace vectoriel de dimension finie. Les notions d’ouvert, fermé, adhérence,
intérieur, frontière ne dépendent pas de la norme de E utilisée.

Remarque. Attention, ouverts et fermés ne dépendent pas de norme équivalentes, mais boules ou-
vertes, boules fermées en dépendent. Une boule ouverte (resp. fermée) pour une norme sera encore un
ouvert (resp. fermé) pour une norme équivalente, mais ne sera plus en général une boule.

Exercice 4.
Montrer que dans un K-espace vectoriel normé de dimension finie, tout sous-espace vectoriel est
un fermé.

Résolution.
Soit F un sev de E, pe1, . . . , epq une base de F complétée en une base pe1, . . . , ep, ep`1, . . . , eqq de
E.
On applique la caractérisation séquentielle des fermés ; soit pxnqnPN une suite d’éléments de F
convergeant vers x P E. Notons pour tout n P N :

xn “ x1
n ¨ e1 ` x

2
n ¨ e2 ` ¨ ¨ ¨ ` x

p
n ¨ ep ` x

p`1
n ¨ ep`1 ` ¨ ¨ ¨ ` x

q
n ¨ eq et

x “ x1 ¨ e1 ` x
2 ¨ e2 ` ¨ ¨ ¨ ` x

p ¨ ep ` x
p`1 ¨ ep`1 ` ¨ ¨ ¨ ` x

q ¨ eq

D’après le théorème 11 pour tout k P rr1, qss, la suite scalaire pxknqn converge vers xk dans K.
Mais puisque pour tout n P N, xn P F , pour tout k P rrp` 1, qss, xkn “ 0.
Par passage à la limite, pour tout k P rrp` 1, qss,

xk “ lim
nÑ`8

xkn “ 0

et donc x P Vectpe1, . . . , epq “ F .
Ainsi toute suite pxnqn dans F convergente a une limite dans F . D’après la caractérisation séquen-
tielle des fermés, F est un fermé.

3. Applications entre espaces vectoriels normés

3.1. Limite d’une application.

Soit A une partie d’un K-espace vectoriel E ; nous dirons d’une propriété P pxq dépendant de
x P A qu’elle est vraie au voisinage d’un point a si :

– lorsque a P E est adhérent à A : elle est vraie sur l’intersection de A avec une boule (ouverte
ou fermée) centrée en a.

– lorsque E “ R et a “ `8 : elle est vraie sur l’intersection de A avec un intervalle de la
forme sc,`8r.

– lorsque E “ R et a “ ´8 : elle est vraie sur l’intersection de A avec un intervalle de la
forme s ´ 8, cr.
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Définition 14. (Limite d’une application entre evn)
Soient pE, } ¨ }Eq et pF, } ¨ }F q deux espaces vectoriels normés, A Ă E, f : A ÝÑ F , a un point
adhérent à A et ` P F .
On dit que f admet pour limite ` en a, et on écrit lim

xÑa
fpxq “ `, si :

@ε ą 0, Dα ą 0,@x P A, }x´ a}E ď α ùñ }fpxq ´ `}F ď ε

Remarque. On peut étendre cette définition au cas où F “ R et lim
xÑa

fpxq “ ˘8 et lorsque E “ R et
a “ ˘8 ; sur le modèle de telles définitions pour des application de R dans R. Par exemple :

lim
xÑ´8

fpxq “ `8 ðñ @ε ą 0, Dα ą 0,@x P E, x ď ´α ùñ fpxq ě ε

Dans la suite, cependant, a et ` seront toujours des vecteurs de E et F .

Théorème 22. (Caractérisation séquentielle de la limite)
Soient pE, } ¨ }Eq et pF, } ¨ }F q deux espaces vectoriels normés, A Ă E, f : A ÝÑ F , et a un
point adhérent à A.
Alors fpxq ÝÑ

xÑa
` si et seulement si pour toute suite pxnqnPN d’éléments de A convergente vers

a, la suite pf pxnqqnPN converge vers `.

Démonstration. Elle généralise celle vue dans R.�� ��ñ Supposons que fpxq ait pour limite ` en a, et que pxnqn soit une suite à valeurs dans A convergeant vers a. Soit ε ą 0 ;
puisque fpxq ÝÑ

xÑa
` :

Dα ą 0, @x P A, }x´ a}E ď α ùñ }fpxq ´ `}F ď ε

puisque xn ÝÑ
nÑ`8

a, pour cet α ą 0 :

DN P N, @n P N, n ě N ùñ }xn ´ a}E ď α

et en particulier :
@n P N, n ě N ùñ }xn ´ a}E ď α ùñ }fpxnq ´ `}F ď ε

Ainsi fpxnq ÝÑ
nÑ`8

`.�� ��ð Réciproquement ; montrons la contraposée en supposant que fpxq ne tend pas vers ` lorsque x tend vers a ; par définition :

Dε ą 0, @α ą 0, Dx P A, }x´ a}E ď α et }fpxq ´ `}F ą ε

Pour cet ε ą 0 et pour tout αn “ 1
n ą 0, posons xn un tel élément de A ; on construit ainsi une suite pxnqn d’éléments de A

vérifiant :
@n P N, }xn ´ a}E ď

1

n
et }fpxnq ´ `}F ą ε

Ainsi pxnqn est une suite à valeurs dans A, qui converge vers a, tandis que fpxnq ne converge pas vers `. �

On peut tirer de ce résultat plusieurs corollaires.

Propriété 23. (Unicité de la limite)
Sous les mêmes hypothèse, si f admet une limite en a, alors cette limite est unique.

Démonstration. Découle de la caractérisation séquentielle de la limite d’une application, et de l’unicité de la limite d’une
suite (proposition-définition 6). �

Propriété 24. (La limite est un point adhérent à l’image)
Sous les mêmes hypothèses :

si f : A ÝÑ F et lim
xÑa

fpxq “ `

alors ` est un point adhérent à fpAq.

Démonstration. De la caractérisation séquentielle découle que ` est limite d’une suite pfpxnqqn à valeurs dans fpAq ; d’après
la proposition 18, ` est donc un point adhérent à fpAq. �

Propriété 25. (En dimension finie, la limite ne dépend pas de la norme)
En dimension finie, la notion de limite ne dépend pas des normes considérées.

Remarque. C’est vrai plus généralement en dimension quelconque mais pour des normes équivalentes.
Démonstration. En dimension finie, la limite d’une suite ne dépendant pas de la norme considérée, on conclut grâce à la
caractérisation séquentielle de la limite. �
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Théorème 26.
Sous les mêmes hypothèses, et si F est de dimension finie et admet pour base B “ pe1, . . . , epq,
en notant :

@x P A, fpxq “
n
ÿ

i“1

fipxq ¨ ei et ` “
n
ÿ

i“1

`i ¨ ei

alors :
lim
xÑa

fpxq “ ` si et seulement si @i P J1, pK, lim
xÑa

fipxq “ `i

Démonstration. Cela découle encore de la caractérisation séquentielle de la limite (dans F et dans K), et du résultat analogue
pour la convergence de suites (théorème 11). �

Pour le calcul de limites on dispose des résultats suivants sur l’effet sur les limites d’opérations sur les
applications.

Proposition 27. (Limite d’une combinaison linéaire)
Sous les mêmes hypothèses, soient f et g deux applications de A dans F et a un point adhérent
à A. Si f et g admettent une limite en a, alors pour tout pλ, µq P K2, λ ¨ f ` µ ¨ g admet une
limite en a et :

lim
xÑa

λ ¨ fpxq ` µ ¨ gpxq “ λ ¨ lim
xÑa

fpxq ` µ ¨ lim
xÑa

gpxq.

Démonstration. Supposons que f ÝÑ
a
`1 et g ÝÑ

a
`2. Soit punq une suite d’éléments de A tendant vers a ; alors fpunq ÝÑ

nÑ`8
`1

et gpunq ÝÑ
nÑ`8

`2 et donc par opérations sur les limites d’une suite (théorème 6), λ ¨ fpunq ` µ ¨ gpunq ÝÑ
nÑ`8

λ ¨ `1 ` µ ¨ `2. Par

caractérisation séquentielle de la limite, λ ¨ f ` µ ¨ g ÝÑ
a
λ ¨ `1 ` µ ¨ `2. �

Proposition 28. (Composition des limites)
Soient E,F,G trois K-espaces vectoriels normés, A Ă E, B Ă F , et f : A ÝÑ F et g : B ÝÑ G
avec fpAq Ă B. Soient a est un point adhérent à A ; alors :

fpxq ÝÑ
xÑa

b

gpxq ÝÑ
xÑb

`

+

ùñ g ˝ fpxq ÝÑ
xÑa

`.

Démonstration. Sous ces hypothèses, si f ÝÑ
a
b alors avec la propriété 24, b est un point adhérent à fpAq, et donc à B Ą fpAq ;

ainsi gpxq ÝÑ
xÑb

` a un sens.

Soit punq une suite d’éléments de A qui tend vers a. Puisque f ÝÑ
a
b, on a fpunq ÝÑ

nÑ`8
b. Puisque g ÝÑ

b
`, alors gpfpunqq ÝÑ

nÑ`8

`. Par caractérisation séquentielle de la limite, on a donc g ˝ f ÝÑ
a
`. �

Proposition 29. (Produit par une fonction scalaire)
Sous les mêmes hypothèses, si lim

xÑa
fpxq “ ` et si λ : A ÝÑ K est telle que lim

xÑa
λpxq “ µ, alors :

lim
xÑa

λpxq ¨ fpxq “ µ ¨ `

Démonstration. Supposons que f ÝÑ
a
` et λ ÝÑ

a
µ. Soit punq une suite d’éléments de A qui tend vers a ; alors fpunq ÝÑ

nÑ`8
`

et λpunq ÝÑ
nÑ`8

µ et donc par produit d’une suite convergente à valeurs dans A par une suite scalaire convergente (théorème 6),

la suite λpunq ¨ fpunq a pour limite µ ¨ `. Par caractérisation séquentielle des limites, λpxq ¨ fpxq ÝÑ
a
µ ¨ `. �

Lorsque l’espace d’arrivée est K, d’autres opérations sont possibles sur les applications ; leur effet sur
les limites est semblable au cas des limites d’applications réelles :

Proposition 30. (Opérations sur des fonctions à valeurs dans K)
Soit E un K-espace vectoriel normé, A Ă E, f, g : A ÝÑ K et a un point adhérent à A.
‚ Si lim

xÑa
fpxq “ `1 et lim

xÑa
gpxq “ `2 alors lim

xÑa
fpxq ˆ gpxq “ `1 ˆ `2.

‚ Si lim
xÑa

fpxq “ ` ­“ 0K alors fpxq ­“ 0K sur un voisinage de a dans A, et lim
xÑa

1{fpxq “ 1{`.

‚ Si lim
xÑa

fpxq “ `1 et lim
xÑa

gpxq “ `2 ­“ 0K alors gpxq ­“ 0K sur un voisinage de a dans A et
lim
xÑa

fpxq{gpxq “ `1{`2.
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Démonstration. Le premier point (produit), est un cas particulier (lorsque F “ K) de la proposition précédente (produit par
une fonction scalaire).
Pour le second point (inverse) ; on peut supposer K muni de la norme usuelle |.| (car dimension finie “ 1). Soit ε “ |`|

2 ą 0, alors
puisque f ÝÑ

a
`, il existe r ą 0 tel que pour tout x P A,

}x´ a} ď r ùñ ||fpxq| ´ |`|s ď |fpxq ´ `| ď
|`|

2
ùñ |fpxq| ě |`| ´

|`|

2
“
|`|

2
ą 0

et donc fpxq ­“ 0K sur A X Bpa, rq : f ne s’annule pas sur un voisinage de a. De plus a est dans l’adhérence de A X Bpa, rq, de
sorte que parler de la limite de 1{f en a a un sens.

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

fpxq
´

1

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“
|`´ fpxq|

|fpxq`|
ď

2

`2
ˆ |`´ fpxq|

pour tout x P AX Bpa, rq ; puisque fpxq ÝÑ
a
` pour tout ε ą 0, il existe α ą 0 tel que pour tout x P A :

}x´ a} ď minpα, rq ùñ |`´ fpxq| ď
`2

2
ˆ ε ùñ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

fpxq
´

1

`

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď ε

et donc par définition, 1{f ÝÑ
a

1{`.

Le dernier point découle des deux premiers, puisque le quotient de f par g est le produit de f par l’inverse de g. �

3.2. Continuité.

Définition 15. (Continuité d’une application entre e.v.n.)
Soit pE, } ¨ }Eq et pF, } ¨ }F q deux espaces vectoriels normés, A Ă E et f : A ÝÑ F
On dit que f est continue en a P A lorsqu’elle admet une limite en a :

lim
xÑa

fpxq “ fpaq.

On dit que f est continue sur A si elle est continue en tout point de A.
On note C 0pA,F q “ l’ensemble des applications continues de A dans F .

Exercice 5. Soit f : E ÝÑ F une application linéaire entre deux espaces vectoriels normés.
Montrer que f est continue si et seulement si f et continue en OE .

Résolution.
Si f est continue sur E, alors en particulier f est continue en OE .
Réciproquement, supposons que f est linéaire et continue en OE . Soit a P E ; par linéarité :

fpxq “ fpx´ aq ` fpaq

lorsque x ÝÑ a, alors x´ a ÝÑ OE et donc par continuité de f en OE , fpx´ aq ÝÑ
xÑa

fpOEq “ OE .

Puisque fpaq ÝÑ
xÑa

fpaq, par somme de limites :

lim
xÑa

fpxq “ fpaq

et donc f est continue en a. Puisque c’est vrai pour tout a P E, f est continue sur E.

C’est une propriété importante que l’image réciproque d’un ouvert (resp. fermé) par une application
continue est un ouvert (resp. un fermé).

Propriété 31. (Image réciproque d’un ouvert/fermé par une application continue)
Soit f : E ÝÑ F une application continue entre deux K-espaces vectoriels normés E et F . Alors :
‚ Pour tout ouvert U de F , f´1pUq est un ouvert de E.
‚ Pour tout fermé V de F , f´1pV q est un fermé de E.

Démonstration. Soit V un fermé de F . Soit pxnqn une suite à valeurs dans f´1
pV q qui converge vers x dans E. Alors par

continuité de f , et par caractérisation séquentielle de la limite (théorème 22) pfpxnqqn est une suite à valeur dans V qui converge
vers fpxq dans F . Puisque V est un fermé de F , d’après la caractérisation séquentielle des fermés (proposition 19), fpxq P V et
donc x P f´1

pV q. Ainsi, toujours d’après la caractérisation séquentielle des fermés, f´1
pV q est un fermé de E.

Soit U un ouvert de F ; alors AEf´1
pUq “ f´1

´

AFU
¯

est un fermé de E d’après le point précédent, et donc f´1
pUq est un

ouvert de E. �

En particulier :
Jean-Philippe Préaux 20



PC Espaces vectoriels normés ENCPB

Corollaire 32.
Soit f : E ÝÑ R une application continue ; alors :

!

x P E | fpxq ě 0
)

est un fermé de E
!

x P E | fpxq ą 0
)

est un ouvert de E
!

x P E | fpxq “ 0
)

est un fermé de E

Démonstration. Découle de la propriété précédente par continuité de f puisque :
!

x P E | fpxq ě 0
)

“ f
´1
pr0,`8r est image réciproque d’un fermé de R

!

x P E | fpxq ą 0
)

“ f
´1
ps0,`8r est image réciproque d’un ouvert de R

!

x P E | fpxq “ 0
)

“ f
´1
pt0uq est image réciproque d’un fermé de R

�

Pour établir la continuité d’une application, on dispose d’une condition suffisante assez large.

Définition 16. (Applications lipschitziennes)
Soient pE, }.}Eq, pF, }.}F q deux K-espaces vectoriels normés, A Ă E et f : A ÝÑ F . Soit k ě 0 ;
on dit que f est k-lipschitzienne lorsque :

@px, x1q P A2, }fpxq ´ fpx1q}F ď k ˆ }x´ x1}E .

On dit que f est lipschitzienne lorsqu’il existe k ě 0 tel que f soit k-lipschitzienne.

Remarques.

‚ Si f est k-lipschitzienne, alors f est aussi k1-lipschitzienne pour tout k1 ě k.

‚ Si l’on change les normes de E et F en des normes équivalentes, l’application reste lipschitzienne,
bien que la constante k soit changée.

Exemples.

‚ Toute application constante est 0-lipschitzienne (et réciproquement).

‚ L’application idE de pE, }.}q dans lui même est 1-lipschitzienne.

‚ La norme }.} de E est une application 1-lipschitzienne de pE, }.}q dans pK, |.|q. En effet, d’après
l’inégalité triangulaire, pour tout px, x1q P E2 :

|}x} ´ }x1}| ď }x´ x1}.

‚ Toute projection :
πi : E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ En ÝÑ Ei

px1, . . . , xnq ÞÝÑ xi
est 1-lipschitzienne lorsqu’on munit E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ En de la norme }px1, . . . , xnq}8 “ max

1ďiďn
}xi}Ei .

‚ Soit E un K-evn de dimension finie et B “ pe1, . . . , enq une base de E. Pour tout i P rr1, nss,
l’application i-ème coordonnées dans B :

pi : E ÝÑ K

x “
n
ÿ

i“1

xi ¨ ei ÞÝÑ xi

est lipschitzienne. En effet, munissons E de la norme

}x}8 “ }
n
ÿ

k“1

xi ¨ ei}8 “ max
1ďiďn

|xi|

puisque E est de dimension finie, le caractère lipschitzien de pi n’en dépend pas, et :
|pipxq ´ pipx

1q| “ |xi ´ x
1
i| ď }x´ x

1}8

L’intérêt réside notamment dans le fait que toute application lipschitzienne est continue.
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Propriété 33. (Lipschitzien ùñ continue)
Toute application lipschitzienne est continue.

Démonstration. Soit f : A ÝÑ F une application k-lipschitzienne ; on peut supposer k ą 0. Pour ε ą 0 quelconque, en posant
α “ ε

k ą 0, alors pour tout pa, xq P A2 :

}x´ a}E ď α “
ε

k
ùñ }fpxq ´ fpaq}F ď k ˆ }x´ a}E “ ε

et donc f est continue en a ; puisque c’est vrai pour tout a P A, f est continue. �

Proposition 34. (Combinaison linéaire, produit, composée)
‚ Toute combinaison linéaire d’applications continue est continue.
‚ Le produit d’une application continue avec une application continue à valeurs dans K est
continue.
‚ La composée de deux applications continues est continue.

Démonstration. Découle des propriétés 27, 28 et 29. �

Remarque. En particulier C 0pA,F q est un K-espace vectoriel.

Exercice 6. Montrer que :

A “
!

px, y, zq P R3 | 0 ă x ă y ă z
)

est un ouvert de R3.

Résolution.
Soient

f : px, y, zq ÞÝÑ x g : px, y, zq ÞÝÑ y ´ x h : px, y, zq ÞÝÑ z ´ y

ce sont trois applications continues car combinaisons linéaires d’applications coordonnées (donc
lipschitziennes). Or :

A “ f´1ps0,`8rq X g´1ps0,`8rq X h´1ps0,`8rq

est une intersection finie d’ouverts de R3, donc un ouvert de R3.

Encore une fois, lorsque l’espace d’arrivée est K, d’autres opérations sont possibles sur les applications ;
leur effet sur la continuité est semblable au cas des applications réelles :

Proposition 35. (Opérations sur des fonctions à valeurs dans K)
Soit E un K-espace vectoriel normé, A Ă E, f, g : A ÝÑ K.
‚ Si f et g sont continues sur A, alors f ˆ g est continue sur A.
‚ Si f est continue sur A et ne s’annule pas sur A, alors 1{f est continue sur A.
‚ Si f et g sont continues sur A et si g ne s’anue pas sur A, alors f{g est continue sur A.

Démonstration. Découle de la proposition 30. �

Définition 17. (Prolongement par continuité)
Soient A Ă E, f : A ÝÑ F , a un point adhérent à A, a R A, et ` P F , tels que lim

xÑa
fpxq “ `.

L’application :
rf : AY tau ÝÑ F

x ÞÝÑ

"

fpxq si x P A
` si x “ a

est appelée prolongement par continuité de f en a. On a rf|A “ f et f̃ est continue en a.
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3.3. Continuité entre e.v.n. de dimensions finies.

En dimension finie, la notion de limite ne dépendant pas de la norme choisie, il en va de même de la
continuité :

Propriété 36.
La notion de continuité, en dimension finie, ne dépend pas des normes considérées.

Démonstration. Découle immédiatement de la propriété 25. �

De plus, en dimension finie, la continuité d’une application revient à la continuité de ses coordonnées :

Théorème 37. (C 0 ðñ applications coordonnées C 0)
Sous les mêmes hypothèses, et si F est de dimension finie, admettant pour base B “ pe1, ¨ ¨ ¨ , enq,
alors en notant :

fpxq “
n
ÿ

i“1

fipxq ¨ ei

f est continue en a P A (respectivement sur A) si et seulement si pour tout i P J1, nK, fi est
continue en a (respectivement sur A).

Démonstration. Découle immédiatement du théorème 26. �

Définition 18. (Application polynomiale)
Une application f : Kn ÝÑ K est dite polynomiale si il existe une famille paαqαPNn d’éléments
de K n’ayant qu’un nombre fini de termes non nuls, tel que pour tout px1, . . . , xnq P Kn :

fpx1, . . . , xnq “
ÿ

pα1,...,αnqPNn

aα1,...,αnx
α1
1 ¨ ¨ ¨xαnn

Les applications polynomiales sont continues.

Proposition 38. (Polynomiale ùñ continue)
Les applications polynomiales sont continues.

Démonstration. Toutes les projections :
πi : Kn ÝÑ K

px1, . . . , xnq ÞÝÑ xi

sont continues, car 1-lipschitzienne pour les normes }.}8 de Kn et |.| de K.
Toute fonction polynomiale est combinaison linéaire de produits de telles projections. Par produit et combinaisons linéaires,
d’applications continues à valeurs dans K (proposition 35), toute application polynomiale est continue. �

Théorème 39. (En dimension finie, linéaire ùñ continue)
Toute application linéaire entre deux espaces vectoriels normés de dimension finie, est lipschit-
zienne, et donc continue.

Démonstration. Soit f : A ÝÑ F une telle application avec A Ă E. Soit B “ pe1, . . . , enq une base de E. Toutes les normes
en dimension finie étant équivalentes, on munit E de la norme :

@x P E, }x}E “
›

›

›

n
ÿ

i“1

xi ¨ ei

›

›

›
“ max

1ďiďn
|xi|

le caractère lipschitzien de f n’en dépend pas. Soient px, x1q P E2 avec :

x “
n
ÿ

i“1

xi ¨ ei ; x
1
“

n
ÿ

i“1

x
1
i ¨ ei

}fpxq ´ fpx
1
q}F “

›

›

›

n
ÿ

i“1

pxi ´ x
1
iq ¨ fpeiq

›

›

›

F
ď

n
ÿ

i“1

|xi ´ x
1
i| ¨ }fpeiq}F ď }x´ x

1
}E ˆ

n
ÿ

i“1

}fpeiq}F
looooooomooooooon

“k

ď k ˆ }x´ x
1
}E

ainsi f est k-lipschitzienne et donc continue. �

Remarque. Le résultat reste vrai lorsque seul l’espace de départ est de dimension finie.

Exemples. Toutes les applications suivantes sont continues sur MnpKq :

M ÞÝÑ P´1MP M ÞÝÑMT M ÞÝÑ trpMq
Jean-Philippe Préaux 23



PC Espaces vectoriels normés ENCPB

Corollaire 40.
‚ Soit E1, . . . , En des Kespaces vectoriels de dimension finie ; pour tout i P rr1, nss la i-ème
projection :

πi : E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ En ÝÑ Ei
px1, . . . , xnq ÞÝÑ xi

est continue.
‚ Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et B “ pe1, . . . , enq une base de E. Pour tout
i P rr1, nss, l’application i-ème coordonnée :

pi : E ÝÑ K

x “
N
ÿ

i“1

xi ¨ ei ÞÝÑ xi

est continue.

Démonstration. Toutes ces applications sont des applications linéaires entre espaces vectoriels normés de dimension finie. �

Remarque. En dimension infinie, une application linéaire n’est pas nécessairement continue. Par
exemple dans RrXs muni de la norme }P } “ supxPr0,1{2s |P pxq| l’application ϕ : P ÞÝÑ P p1q est
linéaire, mais n’est pas continue puisque :

Xn ÝÑ
nÑ`8

OKrXs mais ϕpXnq ÝÑ
nÑ`8

1 ­“ ϕpOKrXsq “ 0

Théorème 41. (En dimension finie, multilinéaire ùñ continue)
Soient E1, . . . , Ep des K-espaces vectoriels normés de dimension finie et soit F un K-espace
vectoriel normé.
Toute application multilinéaire (c’est-à-dire linéaire par rapport à chaque variable xk) :

f : E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ep ÝÑ F
px1, . . . , xpq ÞÝÑ F

est continue.

Remarque. L’espace d’arrivée F n’est pas nécessairement de dimension finie.
Démonstration. Posons n “ max1ďkďp dimEk ; considérons pour chaque Ek une base que l’on complète si nécessaire à l’aide
de vecteurs nuls en une famille génératrice de Ek constituée de n vecteurs. Notons pour tout k P rr1, pss :

Bk “ pek1 , . . . , e
k
nq cette famille génératrice de Ek

et pour tout x “ px1, . . . , xpq P E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ep

@k P rr1, pss, x
k
“

n
ÿ

i“1

x
k
i ¨ e

k
i

Alors :

fpxq “
n
ÿ

i1“1

xi1

n
ÿ

i2“1

xi2 ¨ ¨ ¨
n
ÿ

ip“1

x
p
ip
¨ fpe

1
i1
, . . . , e

p
ip
q “

ÿ

1ďi1,...,ipďn

´

x
1
i1
ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ x

p
ip

¯

¨ fpe
1
i1
, . . . , e

p
ip
q

Pour tout pi, jq P rr1, pss ˆ rr1, nss, l’application :

πi,j : px
1
, . . . , x

p
q ÞÝÑ x

i
j

est continue comme composée de la i-ème projection par la i-ème coordonnée. L’application f est somme de produits de telles
fonctions continues à valeurs dans K, avec des applications constantes (et donc continues) à valeurs dans F ; c’est donc une
application continue (propositions 34 et 35) . �

Exemples.

‚ Sur un espace euclidien tout produit scalaire est continu.

‚ Le produit matriciel :
Mn,ppKq ˆM p, qpKq ÝÑ Mn,qpKq

pA,Bq ÞÝÑ AˆB

est une application continue.

‚ L’ensemble des matrices orthogonales OnpRq est un fermé de MatnpKq ; en effet, l’application :
MatnpRq ÝÑ MatnpRq

A ÞÝÑ ATA

est continue comme composée d’une application linéaire (transposition) et d’une application bilinéaire
(produit matriciel). Le groupe orthogonal est l’image réciproque par cette application du fermé tInu.
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Corollaire 42. (Continuité du déterminant)
Le déterminant est une application continue.

Démonstration. Le déterminant est une forme multilinéaire. �

Exemples.

‚ L’ensemble GLnpKq des matrices inversibles est un ouvert de MnpKq ; en effet c’est l’image réciproque
par l’application déterminant de l’ouvert R˚ de R.

‚ Le groupe spécial orthogonal est un fermé de MnpRq ; en effet c’est l’intersection du fermé OnpRq
avec le fermé det´1

pt1uq.

Exercice 7. Soit
f : R2 ÝÑ R

px, yq ÞÝÑ

$

&

%

x2y

x4 ` y2
si px, yq ‰ p0, 0q

0 si px, yq “ p0, 0q

1. Vérifier que f est continue sur R2ztp0, 0qu

2. Montrer que f n’est pas continue en p0, 0q.
3. Montrer que f admet pourtant des dérivées partielles en p0, 0q mais que les fonctions dérivées

partielles ne sont pas continues en p0, 0q.

Résolution.
1. Sur R2 r tp0, 0u, fpx, yq est quotient de polynômes et donc continue.
2. On utilise la caractérisation séquentielle de la limite :

soit pxn, ynq “
´

1?
n
, 1
n

¯

ÝÑ
nÑ`8

p0, 0q.

fpxn, ynq “
1
n2

2
n2

“
1

2
ÝÑ
nÑ`8

1

2
­“ fp0, 0q

Donc f n’est pas continue en p0, 0q.
3. On se ramène à la définition :

fpx, 0q ´ fp0, 0q

x´ 0
“ 0 ÝÑ

xÑ0
0 ùñ

Bf

Bx
p0, 0q “ 0

fp0, yq ´ fp0, 0q

y ´ 0
“ 0 ÝÑ

yÑ0
0 ùñ

Bf

Bx
p0, 0q “ 0

et pour px, yq ­“ p0, 0q :
Bf

Bx
px, yq “

2xypx4 ` y2q ´ x2y ˆ 4x3

px4 ` y2q2
“

2xy3 ´ 2x5y

px4 ` y2q2
“

2xypy2 ´ x4q

px4 ` y2q2

Bf

By
px, yq “

x2px4 ` y2q ´ x2y ˆ 2y

px4 ` y2q2
“
x6 ´ x2y2

px4 ` y2q2
“
x2px4 ´ y2q

px4 ` y2q2

Mais
Bf

Bx
pt, tq “

2p1´ t2q

p1` t2q2
ÝÑ

pt,tqÑp0,0q
2 ­“

Bf

Bx
p0, 0q

Bf

By
pt, tq “

pt2 ´ 1q

p1` t2q2
ÝÑ

pt,tqÑp0,0q
´1 ­“

Bf

By
p0, 0q

Les deux dérivées partielles sont donc non continues en p0, 0q.
Ou bien : si les dérivées partielles étaient continues alors f serait de classe C 1 et f admettrait
un développement de Taylor à l’ordre 1 au voisinage de p0, 0q, donc à l’ordre 0 aussi, et f serait
continue en p0, 0q ; ce qui n’est pas le cas.

Définition 19. (Fermé borné)
Dans E un espace vectoriel normé de dimension finie, on appelle fermé borné, une partie A de
E qui est à la fois un fermé de E et une partie bornée.
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Remarque. Être un fermé de E ne dépend pas de la norme en dimension finie, être borné non plus,
toutes les normes étant équivalentes. Ainsi être un fermé borné dans un evn de dimension finie ne
dépend pas de la norme considérée.

Théorème 43. (Image d’un fermé borné par une application continue)
Soient E et F deux K-espaces vectoriels normés de dimension finie et f : A ÝÑ F une applica-
tion continue. Si A est un fermé borné de E, alors fpAq est aussi un fermé borné de F .

Démonstration. Admis. �

Corollaire 44. (Théorème des bornes atteintes)
Soient E et F deux K-espaces vectoriels normés de dimension finie et f : A ÝÑ F une applica-
tion continue. Si A est un fermé borné de E, alors f est bornée sur A et atteint ses bornes :

Dpa, bq P A2, }fpaq} “ inf
xPA

}fpxq} et }fpbq} “ sup
xPA

}fpxq}

Démonstration. Puisque l’application }.} est continue, l’application x P A ÞÝÑ }fpxq} est continue, comme composée, et son
image K dans pR, |.|q est alors un fermé borné de R. Soit M “ supxPA }fpxq} P R ; puisque par définition M est le plus petit
majorant de t}fpxq} ; x P Au, pour tout ε ą 0, il existe xn P A tel que M ´ ε ď }fpxnq} ďM . La suite p}fpxnq}qn est donc une
suite à valeur dans K, convergeant vers M P R. Mais puisque K est un fermé, d’après la caractérisation séquentielle des fermés,
M P K. Ainsi il existe b P A, tel que }fpbq} “M .
La preuve est analogue pour la borne inférieure. �

On peut dès-lors prouver l’équivalence des normes en dimension finie (Non exigible).
Démonstration. De l’équivalence des normes en dimension finie.
Dans un espace vectoriel E de dimension finie, fixons une base pe1, . . . , enq de E et considérons la norme :

}x1.e1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn.en}8 “ max
1ďiďn

|xi|

ainsi que }.} une norme quelconque de E. Soient x “ x1.e1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn.en et y “ y1.e1 ` ¨ ¨ ¨ ` yn.en deux vecteurs quelconques
de E :

}x´ y} “ }px1 ´ y1q ¨ e1 ` ¨ ¨ ¨ ` pxn ´ ynq ¨ en} ď
n
ÿ

i“1

|xi ´ yi| }ei} ď
n
ÿ

i“1

}x´ y}8.}ei} ď }x´ y}8 ˆ
n
ÿ

i“1

}ei}

looomooon

“kě0

ď k ˆ }x´ y}8

Ainsi l’application }.} : E ÝÑ R est lipschitzienne pour la norme }.}8 et donc continue pour cette norme. Puisque la sphère
unité S “ Sp0E , 1q “

 

x P E | }x}8 “ 1
(

est un fermé borné de pE, }.}8q, d’après le théorème des bornes atteintes, }.} est
bornée sur S et atteint ses bornes. Soit m “ infxPS }x} et M “ maxxPS }x}. Nécessairement m ą 0 et M ą 0 car sinon on aurait
l’existence de x P E tel que }x}8 “ 1 tandis que }x} “ 0 et donc x “ OE , ce qui est impossible par séparation de la norme
}.}8. Alors pour tout x P S :

m “ mˆ }x}8 ď }x} ďM ˆ }x}8 “M

et donc pour tout x P E r t0Eu :
ˆ

1

}x}8
¨ x

˙

P S ùñ m ď
1

}x}8
ˆ }x} ďM ùñ mˆ }x}8 ď }x} ďM ˆ }x}8

puisque l’inégalité est aussi trivialement vraie pour x “ 0E , les normes }.} et }.}8 de E sont équivalentes. Par transitivité de
l’équivalence, toutes les normes de E sont équivalentes.

�

Exercice 8.
Soit A un fermé borné non vide de E evn de dimension finie. Notons pour tout x P E :

dpx,Aq “ inf
aPA

dpx, aq

Montrer que pour tout x P E, il existe a P A, tel que :
dpx, aq “ dpx,Aq

Résolution.
Soit x P E fixé ; considérons l’application :

A ÝÑ R
a ÞÝÑ dpx, aq “ }x´ a}

elle est continue car 1-lipschitzienne puisque pour tout pa, a1q P A2, d’après l’inégalité triangulaire :
|}x´ a} ´ }x´ a1}| ď }a´ a1}

Puisque A est fermé borné, cette application est bornée sur A et y atteint ses borne ; ainsi il existe
a P A,

dpx, aq “ min
aPA

dpx, aq “ inf
aPA

dpx, aq “ dpx,Aq.
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4. Méthodologie

§ Comment montrer que } ¨ } est une norme ?
‚ repérer s’il s’agit d’une norme euclidienne

Exemple : }P } “
b

şb

a
P 2ptqdt pour P P RnrXs.

‚ revenir à la définition.
§ Comment montrer que xn ÝÑ

nÑ`8
` dans pE, } ¨ }q ?

‚ montrer que }xn ´ `} ÝÑ
nÑ`8

0 (définition)

‚ En dimension finie : on décompose dans une base. Pour simplifier E “ Kn et ` “ p`1, ¨ ¨ ¨ , `nq.
Montrer que chaque suite coordonnées

`

xin
˘

tend vers `i.
‚ En dimension finie : on utilise une norme plus adaptée, puisqu’elles sont toutes équivalentes en

dimension finie.
§ Comment montrer qu’une application f : E ÝÑ F est continue ?
‚ Si E est un evn de dimension finie, on regarde si f est linéaire ou n-linéaire et on a automati-

quement la continuité.

Exemple :

#

pMnpKqq
3
ÝÑ MnpKq

pA,B,Cq ÞÝÑ AˆB ˆ C

‚ De même si f est k-lipschitzienne.
Exemple : x ÞÑ }x}

‚ Sinon, en dimension finie on peut regarder application coordonnées par application coordonnées
si ça aide.

‚ Si f est définie par une expression, on constate que l’on a des sommes, produits, composées etc.
de fonctions continues.

Exemple : f :

#

R2 ÝÑ

px, yq ÞÝÑ
`

exy,Arctan
`

1` x2y4z6
˘

, lnp1` |z ´ x|q
˘

‚ Si f est définie par morceaux, il faut revenir à la définition de la limite (en ε).
‚ Pour une limite en p0, 0q dans R2, le passage en coordonnées polaires est souvent plus simple.

Exemple :
f : R2 ÝÑ R

px, yq ÞÝÑ

#

xy?
x2`y2

si px, yq ­“ p0, 0q

1 sinon

‚ Pour montrer qu’il y a un problème (pas de limite), on peut utiliser la caractérisation séquentielle
de la limite, ou chercher des chemins donnant des limites différentes.

Exemple :
f : R2 ÝÑ R

px, yq ÞÝÑ

#

xy
x2`y2 si px, yq ­“ p0, 0q
1 sinon

§ Comment montrer qu’une partie A est fermée ?
‚ On utilise la définition séquentielle de la limite.

Exemple : A “
 

M P MnpKq |M3 “ detM ¨M2
(

‚ On trouve une fonction continue f (scalaire selon le programme) telle que A “ tx P E | fpxq “ 0u
ou bien fpxq ě 0 etc.
Exemple : Montrer que les matrices non inversibles forment un fermé : GLnpKq “ det´1

pt0uq.
‚ On montre que son complémentaire est un ouvert (en montrant la définition d’un ouvert), c’est

rarement plus simple.
§ Comment montrer qu’une partie A est ouverte ?
‚ On montre que son complémentaire est un fermé.
‚ On trouve une fonction continue f (scalaire selon le programme) telle que A “ tx P E | fpxq ą 0u

ou bien fpxq ‰ 0 etc.
‚ On montre la définition : pour tout a P A, il existe r ą 0 tel que Bpa, rq Ă A.

Exemple : Montrer qu’une boule ouverte est un ouvert.
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