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Dans ce chapitre, tous les espaces vectoriels sont réels.
1. ESPACES PREHILBERTIENS REELS
1.1. Produit scalaire ; norme euclidienne.
( - . . . \
DEFINITION 1. (Produit scalaire sur un espace vectoriel réel)
Soit E un R-espace vectoriel ; une application :
(|>: ExE — R
(z,y) — |y
est un produit scalaire sur E lorsque c’est une forme bilinéaire symétrique définie positive, c’est-
a-dire :
e forme bilinéaire : pour tout (x,y,z) € E3 et tout (\,u) € R?,
Qx+py | 2)=Aaz|2)+upuly| 2 (linéarité a gauche)
x| My + pz) =Xz |y)+ plx | 2) (linéarité a droite).
o symétrique : pour tout (z,y) € B2, {y | z) = (x| y).
o définie positive : pour tout x € E,
(@|z)=0 (positive)
(Z|x)y=0=z=0g (définie).
Le couple (E,{- | -)) est alors appelé un espace préhilbertien réel, et, si E est de dimension finie,
un espace euclidien.
S J
Remarques.

e Le produit scalaire est parfois noté (x | y) ou z - y.

e Pour montrer qu’une forme est bilinéaire symétrique, on se contentera de montrer la linéarité d’un

seul coté et la symétrie.
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f 2
DEFINITION 2. (Norme associée)
Soit (E,{- | -)) un espace préhilbertien réel, pour tout x € E le réel positif /{zx | ) est noté |z| ;
Uapplication :
F — R+
z — ||
s’appelle norme_euclidienne induite par le produit scalaire.
\ J
Remarque. Par linéarité et définie positivité du produit scalaire, |z| =0 < z = Opg.
e 2
THEOREME 1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit (E, (- | -)) un espace préhilbertien réel. Pour tout (x,y) € E?,
[<@ [y | <zl - lyl
avec égalité : |{zx | yy| = |z| - |yl si et seulement si x et y sont colinéaires.
(c’est-a-dire x = Op ou il existe X € R tel que x = \y)
\ J

Démonstration. Soit (z,y) € E2.
Siz = O alors |{z|y)| = |z|.|y| = 0 et la conclusion est vérifiée.
Supposons dans la suite que z + Og ; par définie positivité, |z| > 0.

Ona:VteR,|te+y|?>=0,or |tz +y|? =tz +y |tz +y) = t?|z|? + 2t{x | y)> + |y|? est un trindme en t de signe constant,
donc A =4z | y)? — 4z[*|y[* < 0 Cest-a-dire |(z | y)| < [z] - ]

Supposons que |{z | y)| = ||z| - |y|; alors A = 4z | y)* — 4|z|?|y|? = 0, et donc il existe t € R tel que [tz + y|* = 0, c’est &
dire par définie-positivité tz + y = Og = 0 et donc il existe A = —t € R tel que y = Az, c’est-a-dire x et y sont colinéaires.

Si z et y sont colinéaires, on vérifie aisément que |{z | y)| = |z| - |y|.

( )

THEOREME 2. (Inégalité triangulaire, ou de Minkowski)
Soit (E,{- | -)) un espace préhilbertien réel, alors pour tout (z,y) € E?,

|z +yl < ] + [yl
avec cas d’égalité :
[z +yl = |=| + [lyl| s¢ et seulement si x et y sont positivement colinéaires.

(¢c’est-a-dire v = Op ou IN€ RT |y = Az ).
\ y

Démonstration. On a avec 'inégalité de Cauchy-Schwarz :
lz +y1? = el + 2< [ 9> + lyl® < |21 + 2/ <z | 9> | + y)*
< 21 + 2lz] - Iyl + lyI* = (] + lyl)?
et donc comme [z + y| et |z + Jy| sont positifs :
Iz +yll < llzll + [yl

Si de plus |z + y| = |z| + [ly|, alors les inégalités ci dessus sont des égalités, d’ou, d’une part, z et y sont colinéaires,
d’aprés le cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz et donc si @ # O, 3A € R, y = Az, et d’autre part (z | y) = |(z | y)| d'on, si
¢ # Op, A|z|? = |A| - |22, ce qui montre A > 0. n
[ PRrOPRIETE 3. (de la norme euclidienne) A
Soit (E,{- | -)) un espace préhilbertien réel. Pour tous (x,y) € E* et \€R :
o |z =0 (positivité)
e 2| =0 < z=0g (séparation)
o Azl = A=l (homogénéité)
o [z +y| <=+ |yl (inégalité triangulaire)
On dit que || - | est une norme euclidienne sur E, associée au produit scalaire (- | ).
\ J

Démonstration. Par définition |z|| = /(x| ) = 0; d’ou la positivité.

Par bilinéarité du produit scalaire : |[Og|? = (O | Og) ={0-Og | Og) = 0-{Og | O) = 0. Par définie positivité du produit
scalaire, ||z]? = (z | ) =0 =—> z = Og; d’ou la séparation.

Par bilinéarité du produit scalaire : [Az| = /O -z [ X z) = /A2 -(z [ z) = |[A| - y/{z | 2) = |A| - |z] ; d’ott Phomogénéité.

L’inégalité triangulaire est ’'inégalité de Minkowski prouvée précédemment. |

Jean-Philippe Préaux 2
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PROPRIETE 4. (Identités remarquable)

Soit (E,{- | -)) un espace préhilbertien réel, alors on a pour tout (x,y) € E?,
— Norme euclidienne d’une somme, d’une différence :

&+ 9l = ll” + 2(z | v) + lyl®
le = ylI? = ) = 2(z | y) + |yl
— Identité du parallélogramme :
o +yl? + o = yl* =2 (|2 + |y]*)
(elle est caractéristique d’une norme euclidienne)
— Identités de polarisation :
1 1
@]y) =5 (lz +yl” =2l = ly1*) = 7 (lz +yl* = = = yI?)
2 4

(c’est a dire qu’on peut retrouver le produit scalaire grace a sa norme euclidienne).
\ J

Démonstration. La premiére s’obtient en développant par bilinéarité |z + y|?> = (z + y | £ + y) et les suivantes en découlent.
|
La norme euclidienne permet de définir une distance entre éléments de E :

s - - » 2
PROPOSITION-DEFINITION 3. (Distance associée)

Soit (E,{- | -)) un espace préhilbertien réel, alors lapplication :
d : ExE — R+

(z,y) — d(=,y) =]z -yl
posseéde les propriétés suivantes : pour tout (z,y, z) € E3
o d(z,y) =0 (positivité)
e dz,y) =0sz=y (séparation)
o d(z,y)=d(y,x) (symétrie)

d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2)

(inégalité triangulaire)

On dit que c’est une distance sur E, associée au produit scalaire {- | ->, ou a la norme || - |.
\_ J

Exemples. A retenir.
e Structure euclidienne canonique de R™ :
¢y R x R™

SN R
(@,y) — &ly =D wxu
k=1

,Yn)) est un produit scalaire sur R™ dont la norme associée est :

n
e = | D k.
k=1

En notant X et Y les matrices colonnes des coordonnées de = et y dans la base canonique, on a
(xly=XTY.

Dans R™ muni de sa structure Euclidienne canonique, les inégalités de Cauchy-Schwarz et Minkowski
deviennent :

(ot & = (21, ,xp) et y = (Y1,

\
Soient (x1,...,2y) et (Y1,--.,Yn) ER™ :
n n n
o Z Tk Yk| S Z z3 X Z Y2 (Cauchy-Schwarz)
k=1 k=1 k=1
n n n
J (zr +yx)? < Z 3+ Z Y2 (Minkowski)
k=1 k=1 k=1
\~ J

e Structures euclidiennes sur un espace vectoriel réel de dimension finie :

Jean-Philippe Préaux
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Soit E un R-espace vectoriel de dimension n € N*, alors & toute base B de F correspond un produit
scalaire (- | -),; munissant £/ d’une structure d’espace euclidien, défini comme ci-dessus, par (x | y) =

XTY ot X et Y sont les matrices respectives des coordonnées de z,y dans la base B.
e Un produit scalaire sur ¢°([a, b],R) :
Soit E = ¢"([a,b],R), alors I'application :

(] ExE — R

b
(f.9) — (flo)= f F()g(t)dt

est un produit scalaire sur F.

En effet, la bilinéarité découle de la linéarité de l'intégrale, la positivité de la positivité de I'intégrale, et
la définie positivité du fait que si h est une application continue et positive sur [a, b], et si SZ h(t)dt = 0,
alors h est nulle sur [a,b]; ainsi (f | f) = S fAt)dt=0 = f=0g.

En particulier, on obtient les inégalités :

Soient (f,9) € €°([a,b],R) : )
b b b b
o fg <J Ifg| < \/J |f]? \/J lg|? (Cauchy-Schwarz)
b b b
\/J If +9|? < \/f |f]? + \/f lg|? (Minkowski)
\ y

e De méme, en se placant sur .£?(I) = {f : I — R, continues, de carré intégrable sur [ } avec le

produit scalaire (f | g = | f(t)g(t)dt, on montre les mémes inégalités :
I

Soient f,g: I — R continues et de carré intégrable : h
U fg| < J |fal < 4 / f2 X A l 92 (Cauchy-Schwartz)
\/J (f+9)? \/J 2+ \/J (Minkowski,).

- J

e Deux produits scalaires sur R[X] :
— L’application :
¢9: RIX]xRX] — R
(P.Q) — Z ayby,
k=0

n n
ot n = max (deg(P),deg(Q)),P = Z ap Xk et Q = 2 b X*, est un produit scalaire sur R[X].
k=0 k=0
La bilinéarité découle de la bilinéarité de x dans R et de la linéarité de la somme, la symétrie de la
commutativité de x de R, et la définie positivité du fait qu'une somme de carré est positive et qu’elle
est nulle ssi chaque carré est nul.

— L’application :
¢ RIX]xRX] — R

b
(P.Q) f P(HQ(t)dt

ot a < b est un produit scalaire sur R[X]. L’argument est le méme que dans ¢°([a, b],R).
e Produit scalaire sur .4, ,(R) :
L’application :

CLYt (R X Mp®) — R

(A,B) — {(A|B)=tr (ATB)

est un produit scalaire sur .4, ,(R) appelé produit scalaire usuel.
La bilinéarité découle de la linéarité de la trace et de la transposition et de la bilinéarité du produit
Jean-Philippe Préaux 4



PC ENDOMORPHISMES DES ESPACES EUCLIDIENS ENCPB

matriciel.

La symétrie découle de la trace d’une transposée et de la transposée d’un produit puisque :
tr(ATB) = tr((ATB)T) = tr(BTA)

La définie positivité découle du fait que si A = (a; ]) 1<i=n alors ATA a comme coefficients diagonaux :

<j<p

(ATA);, i ; etdonc tr(ATA)= ) a}
i=1 15555

En particulier, dans ., 1 (R), le produit scalaire usuel s’écrit (en identifiant une matrice (1,1) avec un
scalaire) :

Mpi(R) x Myi(R) — R
(X,)Y) — (X |V)=XTY

1.2. Orthogonalité.

Dans tout ce qui suit (F,{- | -)) désigne un espace préhilbertien réel, et | - || sa norme associée.

Le produit scalaire permet de définir la notion d’orthogonalité :

DEFINITION 4. (Famille orthogonale/orthonormale)

e On dit que x est un vecteur unitaire de E lorsque |z| =

e On dit que x ety sont deux vecteurs orthogonauz de E lorsque {x | y) = 0; on note x L y.

e On dit que la famille (z;)..; de vecteurs de E est une famille orthogonale lorsque :

el

V(lvj) € I27 { 7$.7 = <x74 | xj> = 0.

o On dit que la famille (z;),.; de vecteurs de E est une famille orthonormale si c’est une
famille orthogonale de vecteurs unitaires, c’est-a-dire lorsque :

o o 2 ) N st 0sii 75]
V(i,j) e I~ <xl|$]>—5j—{ 1sii=j
\_ J
( PROPRIETE 5. Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre. )
Démonstration. Soit (z;),.; une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E. Il faut montrer que toute sous-famille finie est
libre. Notons sans perte de généralité (z1,...,z,) une famille finie quelconque de vecteurs de la famille et soient des scalaires
A1, ..., An tels que Z Aiz; = Og. On a alors, par linéarité a droite, pour tout k € [1,n],

=1
0= ok | OBy = (on | Y Miwi ) = ) Mo | 20 = Ak onl®
i=1 i=1

donc, puisque par hypothése z # Og, A\ = 0.

f 2
THEOREME 6. (de Pythagore)

Pour toute famille orthogonale finie (xi)ieﬂl ] On @

n 2 n
2
DM = il
=1 =1
. J

Démonstration. Si (at-)ie[[1 nl est une famille orthogonale, on obtient par bilinéarité du produit scalaire :

3 <2 2 | Z o) = 3 3 Goilay = Z el + Y i lzgy =Y el
i=1 i= i=1

i=1j=1 1sz:,jsn
i£j

Jean-Philippe Préaux 5
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PROPOSITION-DEFINITION 5. (Orthogonal d’une partie)
o On dit que deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont orthogonauz lorsque :
V(z,y) € F x G, {z|y)y=0.
On note F 1 G.
Dans ce cas F' et G sont en somme directe; on note F C—J.é G.

e Soit F un sous-espace vectoriel de E, on appelle orthogonal de F, noté F+ I’ensemble
FLz{y€E|Vx€F, <x|y>=0}
C’est un sous-espace vectoriel de E.
e Plus généralement, soit A  E. On note
Alz{y€E|Va€A,<a\y>=O}.
C’est un sous-espace vectoriel, plus précisément At = (Vect(A))= .

o Soit, de plus, x € E. On écrit v L A lorsque © € A, c’est-a-dire Ya € A,a L .
G J

Démonstration. Soient F' et G deux sev de E; si x € F n G alors en particulier (z | ) = 0 et donc ¢ = Op. Ainsi F et G
sont en somme directe.

Soit A une partie de E et soient x1,x2 € A~ et X € K, alors pour tout = € A :
@A zrdz)=ACe|z)+{@|z2)=0
et bien sur (x | Og) = 0; ainsi AL est un sous-espace vectoriel. C’est vrai notamment lorsque A = F est un sev. ]
Méthode. Pour déterminer ’orthogonal d’un sous-espace vectoriel il suffit de déterminer ’orthogonal
. L, . L L
d’une famille génératrice : {a:l, ... ,xn} = Vect (x1,...2,)

Remarques.

1L
o .EL = {OE} et {OE} =F.
e Lorsque F' et G sont orthogonaux, ils sont en somme directe FOG, mais pas nécessairement sup-
plémentaires dans E : E + F®G ; nous verrons que par contre que c’est le cas lorsque F' ou G est de
dimension finie.
e a
PROPRIETE 7.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E :
« Fc(FY)7,
e FcG — GtcF+,

e (F+G)t=FLnGt.
\_ J

Démonstration. Soit z € F, alors pour tout y € F*, {z | y) =0 et donc z € (FL)l ; ainsi F' C (FL)L.

Soient F < G et z € G ; pour tout y € G, {xz | y) = 0, en particulier pour tout y € F, {(x |y) = 0, et donc y € F*; donc
Gt c Ft.

Soient F' et G deux sev; soit € (F + G)i; en particulier pour tout y € F, {(z |y) = (x |y + Og)y = 0 et donc z € Ft; de
méme z € G ; d’ott I'inclusion (F + G)L < F' A G'. Réciproquement si z € F+ ~n Gt alors pour tout (y1,y2) € F x G,
e |lyit+yy={|lyiy+{x|y2)=04+0=0¢et doncwe(F-‘rG)L. Ainsi FX A G+ < (F+G)l. ||

Remarque. Pour A, B des parties quelconques de E, on a encore A € B — Bt c A'.

1.3. Base orthonormale d’un espace euclidien.

DEFINITION 6. (Base orthonormale)

On appelle base orthonormale (ou orthonormée) d’un espace euclidien (E,{-|-)) toute base de
FE qui soit une famille orthonormale.

Remarque. Si dim E = n alors toute famille orthonormale constituée de n vecteurs de F est une base
orthonormale (d’aprés la propriété 5).

Exemples.
Jean-Philippe Préaux 6
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e Dans R™ muni du produit scalaire usuel, la base canonique est une base orthonormale.

e Dans .#,(R) muni du produit scalaire usuel (M | N) = tr(MTN), la base canonique (E; ;)
est une base orthonormale. En effet :

O, si(i,7) # (@', 5') T 0 si(i,j) =+ (7,5")
ENEy . =E.;Ey . = ’ ’ = E' E. ) = ) )
ne e {Ej,j si (4, 5) = (', 5') (B2 ) L osi(d,5) = (i, 5)

C’est le cas aussi dans .4, ,(R).

1<i,j<n

e Dans R, [X] muni du produit scalaire usuel :

PlQ)= Zakbk ou P = ZakaetQ: Zkak
k=0 k=0 k=0

la base canonique (1, X, ..., X™) est une base orthonormale.
e Soit n € N* et zg,...,x, n + 1 réels deux a deux distincts. On définit sur R,,[X] :
(P1@Q) =), Par)Qx)
k=0

L’application est :

— Bien définie et a valeurs dans R,

— Bilinéaire par bilinéarité du produit sur R (distributivité de x sur + et associativité de x).
— Symétrique par commutativité de x sur R.

— Positive car (P | P) = >;_, P(zx)?* = 0.

— Définie positive car (P | P) = >} P(xx)? >0 — P(xg) = -+ = P(zn,) =0 — P = Og[x]
puisque deg(P) < n.

C’est donc un produit scalaire sur R, [X].

La famille constituée des polynémes de Lagrange Ly, ... Ly, associés & (zq, 21, ...,Tp), OU :
n
X —x
L;i(X) = ;
! H Tj— Ti
it

vérifie pour tout i € [0,n]], L;(x;) = 0; ;.

La famille (Lo, L1, ..., L,) est une base orthorormale en effet pour tout (i,5) € [0,n]? :

(Li | Ly = ) Li(xx) Lj (1) = b 5.
k=0

THEOREME 8. (Existence de bases orthonormale)
Tout espace euclidien non réduit a {OE} admet (au moins) une base orthonormale.

Démonstration. De l'existence d’une base, on en déduit une base orthonormale en appliquant le procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt (voir ci-dessous).

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt est un algorithme qui transforme une famille de
vecteurs en une famille orthonormale engendrant le méme sous-espace. C’est un résultat important et
trés utile.

Jean-Philippe Préaux 7
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( )
THEOREME 9. (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)
Soit (e1, ..., ep) une famille libre finie d’un espace préhilbertien réel. Il existe une unique famille
orthonormée (v1, ... ,vp) telle que :
o Vk € [[1,p]], Vect(ey,...,ex) = Vect(vy,...,vk),
o Vk e [[1,p], {e; | viy > 0.
a famille (vq,...,v,) s’obtient par la relation de récurrence :
La famille (v1, ..., v,) s’obtient par la relation d
1
V1 = — €1
lex |
1
Uk+1 = 37— Uk+1
(s
k
avec Upy1 = €py1 — Z {ert1 | vi) - vs
=1
. J
Démonstration. Par récurrence sur k € [[1, p].
(I) Pour k = 1, le seul vecteur qui convient est vy = m ceq.
o1t € , P — et supposons l’assertion vérifiée au rang k; soit (vi,...,vy) la famille orthonormale correspondante.
H) Soit k 1 1 r i ifi k i la famill h 1 d
Puisque Vect(ey,...,eg, ext1) = Vect(vi, ..., vk, ex41), le vecteur vi 11 peut s’écrire sous la forme :
Vg1 = A (Epg1 — Q1 - V1 — - — Qg - Vg)
=up41
avec A £ 0.
La condition d’orthonormalité de la famille (vq, ..., vk, vg4+1) équivaut par bilinéarité a ce que :

Vi€ [1,k]l, 0=Cvi | vig1) =X ((vi | ept1) — ai - <vi [vi))
ce qui équivaut puisque (v; |v;) =1 4a:
Vie [1, k], a; = <vi | egs1)
De |vg4+1]| = 1 découle par homogénéité que |A| = m Mais A > 0 puisque :

1 2
vig1) = 5 loesal® >0

1 K

(ekt1 | Vhs1) >0 = <X"Uk+1+ Z Qi v,
i=1

[ S —)
TCk+1

Donc A = |

1
lwg gyl

Méthode. Dans la pratique, on applique plutét le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt avant
de "normaliser" les vecteurs obtenus :

A partir de la famille (eq,...,e,) on construit une famille orthogonale (wy, . ..,w,) par la relation de
récurrence :
e A
w1 = €1
k
(ert1 | wi)
Wit = €1 — Y 0 w;  avee ;= L
iz1 Jlwi |
La famille (v1,...,vp) orthonormale s’en déduit alors par :
1
Vie 1 v = —— W
[[ ’p]]’ 7 ||’LU,LH 1
\ J

Exemple. Orthonormalisation de la base (1, X, X? X?) de R3[X] muni du produit scalaire :

1
1@ = rooua
—1
On calcule successive%nent : )
Q-1 Q= d-2 @ulx= [ ra=0
-1 -1

Qo | X)
HQ{)\F

9 1
Qo | X?) = Zdt== Q| X% = 3dt =
<0‘ > J_1t ' 3’ <1| > J_ll; o

Jean-Philippe Préaux
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o QX QX 1 2 1<21f 8
G e T e T oat* - [, ¢ 3) U
3
<Q0\X3>=J_1t3 dt =0, <Q1|X3>=J_1t4 dt=§, <QQ|X3>=£1 (tf)—t?)) dt =0
3 3 3
@ Qo @ Tl T P @ 5

1 2
3t 8
2 3
= B -2 dt=—
ol = [ (#=%) a-
Donc (Qo, Q1,Q2,Q3) = (1,X7 X2 - %,X?’ — %X) est une base orthogonale de R3[X] pour ce produit

scalaire et
e EX, 3V o \/3’ 5\f7X33ﬁX)
V2 2T 242 227 24/2 24/2

(Py, P1, Py, P3) = <

est une base orthonormale.

THEOREME 10. (de la base orthonormale incompléte)

Dans un espace euclidien toute famille orthonormale peut étre complétée en une base orthonor-
male.

Démonstration. Avec le théoréme de la base incompléte, la famille orthonormale (étant libre) peut étre complétée en une base
orthonormale, en lui appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on la transforme en une base orthonormale,
qui par unicité, contient la famille orthonormale initiale comme sous-famille.

Dans une base orthonormale les coordonnées d’un vecteur se calculent facilement & 1’aide du produit
scalaire.

PROPOSITION 11. (Coordonnées dans une base orthonormale)

Soit B = (eq,...,e,) une base orthonormale d’un espace euclidien (E,{-|-)). Les coordonnées
(z1,...,2n) d’un vecteur x € E dans la base B s’obtiennent par :

Vie[L,n], z;={z|e.
En particulier,

n
x=2<x|ei>~ei.
i=1

\. J

Démonstration. Sous ces hypothéses, pour tout k € [1, n]], par bilinéarité du produit scalaire :

n n n
<x\ek>:<2mqpeiek>: in~<ei|ek>: Za,&,k = Tg.
i=1 i=1 i=1

f e Z(E) de Vespace euclidien (E,{- | -)), alors :
V(i,j) € [Ln]*, mi; =i | fleg))

Remarque. Ainsisi M = (m; ;j)1<i,j<n €5t la matrice dans une base orthonormée d’un endomorphisme

Dans un espace euclidien, tout produit scalaire s’écrit sous forme canonique {z | y) = > x; - y; a 'aide
des coordonnées (x;), (y;) des vecteurs = et y dans une base orthonormale.

N\
PRrROPOSITION 12. (Forme canonique du produit scalaire)
Soit B = (eq,...,e,) une base orthonormale d’un espace euclidien (E,{- | -)) et soient x,y € E
deuz vecteurs de coordonnées respectives (1, ...,xy) dans la base B. Alors :
n
@iy =D o
i=1
En particulier, pour la norme associée || - | :
|zl =
\ J

Jean-Philippe Préaux 9
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n n
Démonstration. En écrivant z = Z z;-e; ety = Z y; - €;, on obtient par bilinéarité du produit scalaire :
i=1 i=1
n n
<x|y>=<2$i‘ei Zyz"ei>= Z zi -y ei | ej) = Z Ty - biy =
i=1 j=1 1<i,j<n 1<i,j<n i
Le reste en découle puisque |z| = /{z | z). |

Sous écriture matricielle, le résultat devient :

o

1

COROLLAIRE 13. (Forme canonique du produit scalaire)
En notant X = Matp(z) et Y = Matp(y) les matrices des coordonnées dans une base ortho-
normée B de deuz vecteurs x,y d’un espace euclidien (E,{-|-)),

|yy=X"Y=Y"X et |z|]=VvXTX

1.4. Projection orthogonale dans un espace euclidien.

Dans un espace préhilbertien, un sous-espace vectoriel F' et son orthogonal sont en somme directe.
Si de plus F' est de dimension finie, ils sont en outre supplémentaires :

PROPOSITION 14. (Supplémentaire orthogonal d’un sev de dim. finie)

Soit E un espace préhilbertien réel, et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Alors
F et F* sont supplémentaires dans E : E = F @ F* ; le sev F- est appelé le supplémentaire
orthogonal de F'. On note :

1
E=F®F*.

Démonstration. On a deja établi que F et F* étaient en somme directe ; aussi pour montrer qu’il sont supplémentaires dans
FE il suffit de montrer que E = F + FL.

Puisque F' est de dimension finie, c’est un espace euclidien et il admet donc une base orthonormale, disons (e1,...,ey). Soit
x € E quelconque ; notons :
n
1 = Z (x|epy-ex et xa=x—x1
k=1
de sorte que x = x1 + x2 avec x; € F. Il s’agit de prouver que x5 € FL, et pour cela il suffit de montrer que (x> | e;) = 0 pour
tout i € [1,n]. Soit ¢ € [1,n] :

(@2 ‘€i>=<l’7 3w | er)-en
k=1

ei>=<1|€z‘>* Dl lery-len ey =<z le)— Y (o|ex) Ok =(x|e)—(w|e)=0.
k=1 k=1
Ainsi tout vecteur de E est somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de F*. |

Remarque. Attention le résultat est en général faux lorsque F' n’est pas de dimension finie, comme
le montre le contre-exemple suivant :

Soit R[X] muni du produit scalaire :

< Z aka‘ Z bchk> = Z akbk
k=1 k=1 k=1

Soit F = {P e R[X] | P(1) = 0}; c’est clairement un sous-espace vectoriel (mais pas de dimension
finie).

n
Soit Q = 2 apX"* e F+; puisque pour tout ke N, P, = Xk+1 — Xk e F .
k=1

VEe[[0,n—1], Q| Py =agy1 —ar =0 et (Q|P,)=—a, =0
Donc a, = ap—1 =+ =ag =0, c’est & dire P = Og[x]. Ainsi :
F* = {Ogpx}-
Puisque F 4 R[X], F et F* ne sont pas supplémentaires dans E.
Jean-Philippe Préaux 10
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(" . g 250 )

COROLLAIRE 15. (Dimension de F dans un espace euclidien)

Dans un espace euclidien (E,{-|-)), tout sous-espace vectoriel F est supplémentaire & son

orthogonal ; on a alors :

dim E = dim F + dim F*
En particulier, dans un espace euclidien :
1
(FY)" =F.

\ J
Démonstration. La relation sur les dimensions découle immédiatement de E = F @ F*. En particulier dim (FL)J' =dim E —
dim F+ = dim F, et puisque F < (FL)L et ont méme dimension, I’inclusion est en fait une égalité. |

Remarque. Ce résultat sur les dimensions est un théoréme du rang, en considérant la projection p
de E sur F parallélement & F* (ce qu’on appelle projection orthogonale sur F); en effet Im (p) = F
et ker(p) = F*.

DEFINITION 7. (Projection orthogonale sur un sev de dimension finie)
Soient (E,{- | -)) un espace préhilbertien réel et F un sev de E de dimension finie. La projection
orthogonale pr sur F est la projection sur F parallélement o F*-.

Exemple. Soit .#, (R) muni du produit scalaire usuel : (M | N) = tr (MTN), et F = .#,(R) 'ensemble
des matrices symétriques. Alors F- = 7, (R) est 'ensemble des matrices antisymétriques puisque pour
tout S € .7, (R) et Ae o, (R) :
(S| A)y=rtr(STA) = tr(SA) = tr(AS)
(A]S)=tr (ATS) = tr(—AS) = —tr(AS)

La projection orthogonale sur F' = .7, (R) associe alors a toute matrice M € .#,(R), la matrice

symétrique pp(M) = M%MT

= (§|A4)=0

e 2
PROPOSITION 16. (Expression des projections orthogonales)

Soient (E,{- | -)) un espace préhilbertien réel, F un sev de E de dimension finie et pr la pro-
jection orthogonale sur F'.

o Si(e1,...,ep) est une base orthogonale de F :

Ve e E, pp(z) = 2 @] e) “e;

o Si(e1,...,ep) est une base orthonormale de F :

Va e E, pr(x Z<x\ez> e;

\ J

Démonstration. Pour une base orthonormale de F; le vecteur 1 = }¥_, {(z | €;)-e; est clairement dans F Il suffit de montrer
que £ — x1 € Ft. La preuve est identique a la proposition 14.

Pour une base orthogonale (eq, ..., e;) la famille (m Sl ﬁ . ep) est une base orthonormale et donc avec ce qui précéde
P

et par bilinéarité :

v & @le)
pr(@) = 3 (= | e ) op @ ) ei?

i=1
]
Remarque. Avec cette formule, le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt qui permet & partir
d’une famille libre (eq, . . ., €,) d’obtenir une famille orthonormale (v1, ..., v,) engendrant le méme sous-
espace, s’écrit :
Jean-Philippe Préaux 11
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e N
1
V1 = 57— €1
e
1
Vk+1 = 7 " Uk+1
7y
Uk+1 = €k+1 _pVect(vl,...,vk)(ekJrl)
J
P N
COROLLAIRE 17. (Inégalité de Bessel)
Si (e1,...,ep) est une base orthonormée de F, alorsVx € E :
S 2
2 _ 2
lpr@)® = D <] e < =)
i=1
En particulier ||pr ()| < |z|.
\ J
Démonstration. La base (eq,...,e;) étant orthonormale cela découle immédiatement de I’expression du projeté orthogonale :
p
pr(z) = Z {z | e;) - e; et du théoréme de Pythagore, par homogénéité :
i=1
2 L 2 S 2 2 S 2
lprl® = D) 1< ey eil® = 3 Kzl ey [P fles]® = 3, (o | ea)? .
i=1 i=1 i=1
|
( . 4 . . . . .
Exercice 1. Dans ’espace R* muni du produit scalaire usuel, déterminer la matrice dans la
base canonique de la projection orthogonale pr sur F = Vect(ey, e3) ou :
1 1
er =—=(1,-1,-1,1) et es = —(1,1,1,1).
2 2
\ y,
Résolution.

Méthode. Pour calculer la projeté orthogonal d’une vecteur x € E sur F' :

e Soit on dispose d’une base orthogonale/orthonormale de F' et on applique I'une des formules données
plus haut.

¢ Si on ne dispose que d’une base (e1,...,e,) de F on peut appliquer Gram-Schmidt pour I’ortho-
normaliser avant d’appliquer la méme méthode que ci-dessus.

e Mais on peut aussi plutot chercher pg(x) en remarquant que pg(z) est 'unique point de F' vérifiant
x — pr(r) € F* et en le caractérisant par (z | e;» = 0 pour tout i € [[1,p]]; on arrive & un systéme
de p équations linéaires qu’on résout pour trouver les coordonnées de pg(x) sur la base (eq,...,ep).

Exemple. Soit £ = ¢°([0,1],R) muni du produit scalaire :

1
e f F(Hg(t)dt
12
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Soient e; : t —> 1 et eg : t —> t € E. Déterminons le projeté orthogonal de ¢ : t — 2 sur
F = Vect(ey, e2).

Puisque pr(¢) € F, il existe (a,b) € R? tel que pr(¢) = ae; + bes et tel que :

! 1 b
0:<el|¢—ael—beg>:J (t*—a—bt)dt = = —a— -
3 3 2

0={ex | d—ae; —b62>=J (3 —at —bt*)dt = ~ — = — =
0
qui admet pour unique solution (a,b) = (—%, 1) ; donc le projeté orthogonal de ¢ sur F' est

pp(gb):t»—»t—%.

DEFINITION 8. (Distance & un sev)

Soit (E,{-| -)) un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de E. La distance d’un
vecteur x € E au sous-espace-vectoriel F' est définie par :

illezn i) = il = )k

C’est un réel positif.
G y,

Remarque. La distance de x & F est bien définie puisque {||z — f| | f € F'} est une partie non vide
et minorée de R, ; d’ou 'existence de sa borné inférieure, qui de plus est positive.

Le résultat, trés important, est que lorsque F' est de dimension finie, la distance d’un vecteur quelconque
x € F a4 F est atteinte, au projeté orthogonal de x sur F'.

- a
THEOREME 18. (Projection orthogonale et distance a un sev)

Soit (E,{- | -)) un espace préhilbertien réel et soit F' un sev de dimension finie. Alors pour tout
zel :
d(x, F) = |z — pp(z)| = min [z — f].
feF

Autrement dit la distance d(x,F) de x o F est atteinte : c’est la distance de x & son projeté
orthogonal pr(x) sur F. De plus le projeté orthogonal pr(x) est lunique point minimisant la
distance de x a un point de F'.

\ J

Démonstration. Montrons que la distance de = & F est atteinte et qu’elle vaut | — pp(z)| ; soit f € F quelconque :
12 2
e = fI" = llz — pr(z) + pr(z) — fl

2 2

= |z —pr(@)|” + 2Kz — pr() | pr(z) — ) + llpr — [
—_—
erFL eF

2 2
= |z —pr(@)|” + lpr(z) — £
> |z - pr(a)|?

avec égalité si et seulement si [pr(z) — f||? = 0 c’est a dire si et seulement si f = pr(z). ]

FL

COROLLAIRE 19.

Ve e B, d(z,F)? = |z]* — |pr ()|

Démonstration. Découle du théoréme de Pythagore. |

Jean-Philippe Préaux 13
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-
Exercice 2. On reprend comme dans 'exemple plus haut : E = °([0,1],R) muni du produit
scalaire : )

19 = | swgwa
0
avec e; :t—> letey:t—>te E, F = Vect(er,es) et ¢ : t —> t2.
Déterminer la distance de ¢ & F'.
G J
Reésolution.

Jean-Philippe Préaux 14
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2. ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE EUCLIDIEN

2.1. Isométries vectorielles d’un espace euclidien.

( - coLg g N
DEFINITION 9. (Isométrie vectorielle)

Soit (E,{- | -)) un espace euclidien et uw € L (E).
On dit que u est une isométrie vectorielle (ou un autormorphisme orthogonal) lorsque :

V(z,y) € %, |u(z)] = ||
c’est a dire que u est un endomorphisme qui préserve la norme euclidienne.
\ J

Exemples.

e +idg sont des isométries vectorielles.

e C’est aussi le cas dans R? muni de sa structure euclidienne usuelle, de f : (x,y) — (—y, z) puisque
[f@,)]? = =y, 2) | (=y,2)) = y* + 2% = [(z,9)[*.

e Toute symétrie orthogonale est une isométrie vectorielle : une symétrie orthogonale s est une symétrie
de F parallélement & F*. Alors pour tout € E : soient (z1,22) € F x F* tels que z = 21 + x5 :

[s@)? = lIs(z1 + 22)* = o1 — 22 = |1 |* + a2]* = [2]?
par Pythagore, puisque x; et —x9 sont orthogonaux).
Pythag i hog
Remarques.

e Une isométrie (tout court!) f de l'espace euclidien est une application qui préserve les distances :
V(z,y) € E%, | f(x)— f(y)| = |z —y|. Une isométrie vectorielle est un endomorphisme qui préserve les
distances puisque :

luz) —u(y)] = |ulz —y)| = |z -yl
C’est donc une isométrie. Ce calcul montre aussi que pour un endomorphisme, étre une isométrie équi-
vaut a préserver la norme, c’est a dire & étre une isométrie vectorielle. Ainsi les isométries vectorielles
sont précisément les endomorphismes d’un espace euclidien qui préservent les distances.

e On montre que toute isométrie de 'espace euclidien est la composée d’une isométrie vectorielle et
d’une translation. Ainsi I’étude des isométries vectorielles permet de comprendre les isométries de 1'es-
pace euclidien. Les isométries vectorielles jouent un role central en géométrie euclidienne.

PROPOSITION 20. (Caractérisation a ’aide du produit scalaire)

Un endomorphisme u d’un espace euclidien (E,{- | -)) est une isométrie vectorielle si et seule-
ment si u préserve le produit scalaire, c’est a dire :

V(z,y) e B2, (u(@) | u(y)) =<z |y).

Démonstration. Si V(z,y) € E?, (u(z) | u(y)) = {x | y), on a en particulier :
Ve e B, Ju(@)|* = (u@) |u(@) = (| 2) = |z|* = |u(@)] = ||

[-1=0

Réciproquement, soit u une isométrie vectorielle et (z,y) € E? ; d’aprés Iidentité de polarisation (z | y) = 1 (|2 + y||* — |z — y|?),
1 2 2
Cu(@) Lu()) = 7 (lu(@) +u@)]® = Ju(@) - uw)]?)

= < (lu@ + I = utz - )I?)
1
i

(le +u1” = Ile = yl*) = <= |

Donc w préserve le produit scalaire. |

PROPRIETE 21.

Soit u une isométrie vectorielle ; alors u est inversible et —u et u~' sont aussi des isométries
vectorielles.

Démonstration. Montrons que u est inversible : si x € Keru alors (u(x) | u(x)) = (O | Og) = 0; mais donc {(x | ) = 0 et
par définie positivité x = O ; ainsi u € GL(E).

Clairement —u est un endomorphisme de E et pour tout (x,y) € E2, (—u(z) | —u(y)) = (u(zx) | u(y)) = {z | y) = (x| —y).
Donc —u est une isométrie vectorielle.

Enfin, soit (z,y) € E?; posons o = u™'(z) et B = u™ ' (y) alors puisque (u(a) | u(B)) = (| B, on obtient : {u~"(z) | u™(y)) =
(x| y); donc u~! est une isométrie vectorielle. ]
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PROPOSITION-DEFINITION 10. Groupe orthogonal

Soit (E,{- | -)) un espace euclidien, I’ensemble des isométries vectorielles de E noté O(E), est
appelé groupe orthogonal de E. C’est un sous-groupe du groupe linéaire GL(E) , c’est a dire :

e O(E) c GL(E),
e YueO(E), uteO(E),

o Yu,veO(E), ucveO(E).
\ J

Démonstration. Les deux premiers points découlent de la propriété précédente. Le dernier de la définition : Vz € E, |uov(z)| =
|

[o(z)]| = [
La caractérisation suivante des isométries vectorielles en tant qu’endomorphismes envoyant une base
orthonormale sur une base orthonormale est trés utile :

( - - ’ . . 0 » . . \
THEOREME 22. (Caractérisation des isométries vectorielles)

Soit E un espace vectoriel euclidien et u € L (FE). Les propositions suivantes sont équivalentes.
(i) ue O(E)

(#) 1l existe une base orthonormale B de E dont limage par u est une base orthonormale.

(i4i) Pour toute base orthonormale B de E, l’image par u de B est une base orthonormale.
\ J

Démonstration.
(2i9) = (it) est évident.

(1) = (342). Soit u € O(E) et B = (e1,:-- ,e,) une base orthonormale de E.
On a alors pour tout (i,7) € [1,n]?,

Cuei) | ules)) =<ei | ej) = b

ce qui montre que (u(e1),--- ,u(en)) est aussi une base orthonormale de E.

(i) = (i). Soit B = (e1, -+ , epn) une base orthonormale de E telle que (u (e1), - ,u (ey)) soit aussi une base orthonormale
de E.

n n
On a alors pour tout z = 2 zi - e de B, u(z) = Z T - u(er).

k=1 k=1
Puisque (e1, -+ ,en) et (u(e1), - ,u(ey)) sont orthonormales, d’aprés la proposition 12 :

n n
Il = | 25 22 et Ju(@)| =, 3, %
k=1 k=1

donc |u(z)| = |z| : ainsi u € O(E). ]

Puisqu’une isométrie vectorielle préserve I'orthogonalité, on a naturellement :

PROPRIETE 23. (F stable par ue O(F) = F* stable par u)

Si un sous-espace F' de E est stable par une isométrie vectorielle u € O(E), son orthogonal F*
est également stable par .

Démonstration. Soit F' c E stable par u € O(E); soit z € F1, montrons que u(z) € Ft.

Puisque u est un automorphisme, que u(F) C F et que F est de dimension finie, u(F) = F. Donc u ™' est aussi une isométrie
vectorielle qui laisse stable F'. Alors pour tout y € F :

Cul@) |yy = (u™(u(@) [u'(y)) =( z_|u"(y) =0
< > :;I/ EF

et donc u(z) € F*. ]

PROPRIETE 24. (Spectre d’une isométrie vectorielle)
Soit u une isométrie vectorielle ; ses valeurs propres ne peuvent étre que 1 ou —1.

Démonstration. Si A est une valeur propre, alors il existe z € E\ {Op} tels que u(z) = XAz et donc |u(z)| = |z = X -z| =
[A] - |lz| et donc |A] = 1.

Remarque. Une isométrie vectorielle peut avoir un spectre (réel) vide. Par exemple, dans R? muni
du produit scalaire usuel, I’endomorphisme u de matrice dans la base canonique :

(1 %)
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est une isométrie vectorielle, puisqu’elle envoie la base canonique (eg, e2), qui est orthonormale, sur la
base orthonormale (e, —e1). Son polynéme caractéristique est x,,(X) = X2 + 1 qui n’a aucune racine
réelle.

2.2. Matrices orthogonales.

r \
DEFINITION 11. (Matrice orthogonale)

Une matrice M de .#,(R) est dite orthogonale si :

M™M =1,

c’est-a-dire si sa transposée est son inverse M' = M1,
\ J
~

PROPOSITION-DEFINITION 12. (Groupe orthogonal)

L’ensemble {M € 4, (R)| MTM = I,} des matrices orthogonales de ., (R) est un sous-groupe

de GL,,(R) appelé groupe orthogonal d’ordre n et noté O, (R) ou plus simplement O(n) :

On(R) =O(n) = {M € M, (R) | MM = I,}

\ J

Démonstration. Toute matrice de O(n) est inversible. Il s’agit de montrer que pour toutes matrices M, N € O(n), on a aussi
MN € O(n) et M~ € O(n).
(MN)"MN =(N)"M'"MN=N"N=1I, = MN e O(n)
&2

=Ip

(M“)TM*1 = (MT)71 M7' = (M*1)71 Ml =MMT =1,

PROPOSITION 25.
Pour tout M € O, (R), det(M) € {—1,1}.

Démonstration. En effet, 1 = det(l,,) = det(M"M) = det(MT) det(M) = det(M)?.

PROPOSITION-DEFINITION 13. (Groupe spécial orthogonal)
On note :
SO, (R) = SO(n) = {M € M,(R) | MM = I,, et det(M) =1}
appelé le groupe spécial orthogonal ; c’est un sous-groupe du groupe orthogonal (appelé aussi
sous-groupe des rotations).

| I G A I SER—— |

Démonstration. Produit et inverse de matrices de O(n) de déterminants 1 sont aussi de déterminant 1.

Remarque. Les matrices de SO(n) sont appelées les matrices de rotation.

Remarque. Notons C; la i-éme colonne d’une matrice carrée M. La matrice M M a pour coefficient
ligne i colonne j le produit scalaire scalaire usuel C]C; de ses colonnes C; et C;. Ainsi une matrice
orthogonale est une matrice dont les matrices colonnes forment une famille orthonormale (et donc une
base orthonormale) pour le produit scalaire usuel.

Puisqu’un automorphisme orthogonal (isométrie vectorielle) est caractérisé par le fait d’envoyer une
base orthonormale sur une base orthonormale, sans surprise vu la remarque précédente, les isométries
vectorielles sont caractérisées par le fait d’avoir une matrice orthogonale pour matrice dans une base
orthonormale.

N
THEOREME 26. (Caractérisation matricielle des isométries vectorielles)
Soit E un espace vectoriel euclidien et u e L (FE). Les propositions suivantes sont équivalentes.
(i) uwe O(E)
(i) il existe une base orthonormale B de E telle que la matrice M = Matg(u) est une matrice
orthogonale.
(iii) pour toute base orthonormale B de E, la matrice M = Matg(u) est une matrice orthogo-
nale.
\. J
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Démonstration. Comme deja remarqué (remarque page 9), si B = (e1, - ,e,) est une base orthonormale de E et u € Z(E)
a pour matrice dans B, M = (a; ;) = Matg(u), alors pour tout (¢, 5) € [1, n]}2, a;,; est la i-iéme coordonnée de u (e;) dans B et
donc a;,; = <{e; | u(e;)).

(2i9) = (ii) est évident.
(i) = (ii4). Soit u € O(E); u est inversible et d’aprés la remarque précédente : M' = ({e; |u(el)>)11 et M~ =
(G (e7)>)l ;3 Or en composant par u :
V(i g) e [Lnl?, (eilu™ (e))) = Cule) ey — M7' = MT
uo
Donc la matrice de u est orthogonale dans toute base orthonormée.

(#4) = (i). Soit M = Mats;(u) orthogonale dans une base orthonormée B = (e1,--- ,e,) de E: M~* = M. Donc pour tout
(i,4) € [1,n]? {ei | u™" (e5)) = Cu(ei) | e5)-

Soient = = 27 z;-e; ety= Zj yi - e; quelconques dans E. Par bilinéarité :

(z1u ) = i @i e i viu (eg)) = 2 Z wiys (ei | u™ (es)) = ( i @i - ules)
i=1 j=1 i=1j=1 i=1

En particulier, pour tout (z,z) € E?, (u(z) | u(z)) o (z | u_l(u(z))> = (x| z). Donc u préserve le produit scalaire, c’est
y=u(z

> wies) = Cul@) | v
j=1

une isométrie vectorielle. |

4 )
COROLLAIRE 27.

o Toute isométrie vectorielle u € O(E) a pour déterminant det(u) € {—1,1}.
e Toute matrice orthogonale M € O(n) a pour spectre Sp(M) < {—1,1}.

PROPOSITION-DEFINITION 14. (Groupe spécial orthogonal SO(FE))
On appelé groupe spécial orthogonal de ’espace euclidien E, noté SO(E), I’

SO(E) ={ue O(E) | det(u) =1}
C’est un sous-groupe de O(E).

ensemble :

\_ J
Démonstration. Si u,v e SO(E) alors uov € O(E), u~! € O(E) et :
det(uov) = det(u) x det(v) =1 ; det(u™!) = det(u)™' = 1.
|
2.3. Application : orientation d’un espace vectoriel réel.
Rappelons que si E est un K-espace vectoriel de dimension n > 1, et B = (e1,--- ,€,) est une base
de E, pour tout famille B’ = (x1,--- ,z,) € E™, le déterminant dans la base B de la famille B’, noté
detg(B’) est le déterminant de la matrice des coordonnées des vecteurs z; de la famille dans la base B.

On aura alors que B’ = (z1,- -+ ,2,) est une base de E si et seulement si detg(B’) £ 0.

DEFINITION 15. (Orientation d’un espace vectoriel réel)
Soit E un espace vectoriel sur R de dimensionn > 1, et B = (e1,- - ,e,) une base de E. Orienter

E, c’est choisir l'un des deux ensembles {B’ € E™ | detg (B') > O} ou {B’ € E™ | detg (B') < O}

appelés respectivement ensemble des bases directes, et ensemble des bases indirectes.

Remarque. Ainsi le choix d’une base scinde les bases en deux catégories, les bases directes et les bases
indirectes. Aprés un tel choix, ’espace vectoriel est dit orienté.

Dans le cas de bases orthonormales :

THEOREME 28. (Image d’une b.o.n. par une isométrie vectorielle)

L’image d’une base orthonormale directe par une isométrie vectorielle de déterminant 1 est une
b.o.n. directe et par une isométrie vectorielle de déterminant —1 est une b.o.n. indirecte.

(1l s’agit méme d’une caractérisation des isométries vectorielles et de leur déterminant.)

Démonstration. L’image d’une base orthonormale par une isométrie vectorielle est une base orthonormale (théoréme 22). De

plus pour B = (e1,...,€e,) une base, ici orthonormale directe, et B’ = u(B) = (u(e1),...,u(es)) alors : Pg_, 5 = Matg(u) et
donc B’ est orthonormale et directe si det(u) > 0, indirecte si det(u) < 0, c’est-a-dire selon que det(u) = 1 ou det(u) = —1
(corollaire 27). |
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THEOREME 29. (Changement de bases orthonormales directes)

Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension n € N*, B une base orthonormale
directe de E, et B' une famille de n vecteurs de E. Alors

o B est une base orthonormale de E si et seulement si Matp (B') € O, (R).

o B3’ est une base orthonormale directe de E si et seulement si Matg (B') € SO, (R).
\ J

Démonstration. Soit u € Z(E) I’endomorphisme qui envoie les vecteur de B sur les vecteurs de B’. D’aprés le théoréme 22,
B’ est une base orthonormale si et seulement si u € O(FE), et d’aprés le théoréme 26 si et seulement si Matg(u) € O, (R). Or
par définition Matg(u) = Matg_,;r = Matg(B’). De plus B’ sera orthonormé directe, ssi det(Matg(B’)) > 0, c’est & dire ssi
Mat;(B') € SO, (R). [ ]

2.4. Endormorphismes symétriques.

e ™
DEFINITION 16. Endomorphisme symétrique ou autoadjoint

Soit E un espace vectoriel euclidien et ue Z(E).
On dit que u est un endomorphisme autoadjoint, ou symétrique, de E lorsque :

¥(@,y) € B, (x| u(y)) = (u@) |y).
L’ensemble des endomorphismes autoadjoints de E est noté ./ (E).
- J

Exemples.

e idg et —idg sont autoadjoints dans ’espace euclidien E. Il en est de méme des homothéties A - idg.
e Les symétries orthogonales sont autoadjointes. En effet puisque ce sont des isométries vectorielles :
V(w,y) e B2, (x|s(y) = (s(2) | $*(y)) = (s(2) | y)

puisque so s = idg.

e Les projections orthogonales ne sont pas en général des isométries vectorielles (puisque en général
kerp + {Og}). Ce sont par contre des endomorphismes autoadjoints : de p = (s + idg) ou s est
la symétrie orthogonale associée, on déduit que p est combinaison linéaire de deux endomorphismes
autoadjoints, et le résultat découle de la proposition suivante.

PROPOSITION 30. Soit E un espace vectoriel euclidien, ’ensemble des endomorphismes sy-
métriques de E, ./ (E), est un sous-espace vectoriel de £ (E)

Démonstration. L’endomorphisme nul O ¢ (g) est autoadjoint puisque pour tout (z,y) € E? .
(x| Oz(my(y)) =<z | Op) =0={0p | y) = (Ozm(z) | y)
Pour tout (u,v) € 5’(E)2 et A € R, et pour tout (z,y) € E? par bilinéarité :

Gl w0 (@) = <@ | A u(y) + o)) = A | ul®)) + <@ | (@) = Au@) | 5 + @) | 1) = (O v +0)(@) | )
donc A -u + v e S (E).

-
Exercice 3. Soient u,v € .(FE); montrer que u o v est autoadjoint si et seulement si u et v
commutent.

\ J

Résolution.
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THEOREME 31. (Caractérisation des projections/symétries orthogonales )

Soit E un espace vectoriel euclidien et p un projecteur de E. Alors p est un projecteur orthogonal
si et seulement si il est symétrique.

De méme, une symétrie s est orthogonale (c’est a dire de F parallélement a F*) si et seulement
si c’est un endomorphisme symétrique.

Démonstration. On a déja traité en exemple la preuve du sens direct .

Supposons que p soit un projecteur autoadjoint. Alors pour tout z € Im (p) et y € ker(p) :
(e ly) =<p(@) |y =<z |p(y)) =<z |Or)=0

donc Im (p) et ker(p) sont orthogonaux : p est une projection orthogonale.

Si s est une symétrie autoadjointe, alors son projecteur associé p = %(9 + idg) est autoadjoint comme combinaison linéaire

1
d’endomorphismes autoadjoints. Ainsi, d’aprés ce qui précéde Im (p) @ ker(p) et donc s est une symétrie orthogonale (de Im (p)
parallélement & ker(p)).

Parmi les symétries orthogonales on distingue les réflexions.

DEFINITION 17. (Réflexions)
Une réflexion d’un espace euclidien E est une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan,
c’est a dire un sev de dimension dim(FE) — 1.

Les endomorphismes autoadjoints sont ceux dont la matrice dans une base orthonormale est symétrique.

THEOREME 32. (Endomorphismes autoadjoints et matrices symétriques)

Soit E un espace euclidien et u € L (FE) : les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) u est un endomorphisme autoadjoint.

(#) Il existe une base orthonormale B de E telle que Matg(u) est symétrique.

(#ii) Pour toute base orthonormale B de E, Matg(u) est symétrique.

Démonstration. On rappelle que si B = (e1,--- ,ep) est une base orthonormale de E, u € Z(E) et Matg(u) = A = (a;, ),
alors pour tout (4, j) € [1,n]?, a;,; est la i-iéme coordonnée de u (e;) dans B et donc a; ; = {e; | u (e;)).
Ainsi
u est autoadjoint <= V(z,y) € B2, (x| u(y)) = {u(z) | )
V(i,7) € [1,n]? {ei|u (ej)) =<u(eq) | e5) par bilinéarité car B base
V(i,75) € ﬂl,n]]2 ei | u(e;)) =<ej | ules)) par symétrie
V(i,5) € [L,n]* aiy =aj.

A est symétrique.

rrut

Remarques.
e En considérant pour B une base orthonormale de F, 'isomorphisme
S E) — SR)
¥B - U —> Matgu

on en déduit que la dimension de . (E) vaut w

e Soit M une matrice symétrique, M € .#,(R). L’endomorphisme canonique de Mat,, 1 (R) : X — MX
est autoadjoint pour la structure euclidienne usuelle de Mat,, ; (R). En effet soient (X,Y) € Mat,, 1(R) :

(X |MY)=tr (XTMY) =tr (XTMTY) =tr (MX)"Y) =(MX |Y).

2.5. Réduction des endomorphismes symétriques.

PROPOSITION 33. (Sous-espaces propres orthogonaux)
Soit E un espace vectoriel euclidien et u un endomorphisme autoadjoint de F.

e Si F est un sous-espace stable par u alors FL est aussi stable par u et Uendomorphisme
induit up € L(F) est aussi autoadjoint ; up € 7 (F).

e Les sous-espaces propres de u sont deux & deux orthogonaux.
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Démonstration. Soit @ € F* alors pour tout f € F, (u(z) | f) = (x| u(f)) = 0 donc u(z) € F* et bien sur up € .#(F).

Soient z € Ex(u) et y € E,(u); u(z) = Az et u(y) = py et donc (u(x) | y) = A{z | y) = pn{x | y) par bilinéarité. Donc si X\ # u
alors (x | y) = 0; et puisque c’est vrai pour tout (z,y) € Ex(u) X E,(u), alors Ex(u) L E,, (u). ]

Le résultat suivant est trés important :

THEOREME 34. (Théoréme spectral)

Soit E un espace euclidien et u un endomorphisme autoadjoint de E.
Alors u est diagonalisable dans une base orthonormale de vecteurs propres.

Démonstration. (Non exigible).

Par récurrence forte sur dim £ = n.

(I) Si n =1 c’est clair.

(H) Supposons l’assertion vraie dans tout sous-espace de dimension < n. Soit E de dimension n et u un endomorphisme
autoadjoint de E.

Soit M une représentation matricielle de v dans une b.o.n. de E et soit A une valeur propre éventuellement complexe de M
associé a un vecteur propre X = (2;)i=1...n € Maty, 1(C).

On a X' MX est une matrice (1,1) (un scalaire) :

n
XMX=X"A-X=2X'X=x) [a
i=1
elle est donc égale & sa transposée :
=T T T Ta T Tarv
X'Mx = (XTmMx) = X"M'X = x"MX
puisque M est symétrique. Or M étant réelle A est une valeur propre associée & X ssi A est une valeur propre associée a X :
MX=XX & MX=XX & MX=XX — MX=XX
puisque somme et produit de conjugués sont les conjugués des somme et produit. Ainsi :
n n
A D aif =XTMX = X MX =X ) |z
i=1 i=1
et donc puisque X + On 1, D , \mk\2 + 0, et donc A = X. Ainsi la valeur propre X est réelle. Le sous-espace propre Ej (u) est
stable par u, et d’aprés la proposition 33 son orthogonal E)\(u)L est aussi stable par u et ’endomorphisme induit (N est
aussi autoadjoint.
On considére alors une base orthonormée de E5 (u) que I’on compléte en une base de E grace a une base orthonormée de vecteurs

propres dans E',\(u)L donnés par I’hypothése de récurrence (puisque dim Up, (u)L < n). On construit ainsi une base orthonormée

constituée de vecteurs propres de u; u est diagonalisable dans une base orthonormée. |

Reformulons matriciellement ces résultats : puisque la matrice d’'un endomorphisme autoadjoint est
dans une base orthonormale, symétrique, ils se reformulent pour les matrices symétriques réelles. Dans
la suite on se donne ., (R) muni de sa structure euclidienne classique :

VM, M’ € 4, (R), (M|My=tr(M"M)

et on désigne par .7, (R) le sev des matrices symétriques réelles.

PROPOSITION 35. (Sous-espaces propres orthogonaux)
Soit A e S, (R) ; les sous-espaces propres de la matrice A sont deuzx a deuz orthogonaux.

Démonstration. Puisque A est symétrique, ’endomorphisme u : X —— AX de .#,,1(R) est autoadjoint comme deja remarqué;
Or ses éléments propres sont ceux de la matrice A. Le résultat découle donc de la proposition 33. | |

[ TuBRoREME 36. (Théoréme spectral : formulation matricielle) )
Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable avec pour matrice de passage une matrice
orthogonale, c’est-a-dire que :

Pour tout M € .7, (R), il existe P € O,(R) et D € #,(R) diagonale, telles que

P 'MP=P"MP=D.
\_ J

Démonstration. On considére encore I’endomorphisme u : X —— MX de Mat, 1(R); il est autoadjoint puisque M est
symétrique réelle, et ses éléments propres sont ceux de la matrice M. D’aprés le théoréme spectral, M est diagonalisable
dans une base orthonormale de vecteurs propres; la matrice de passage correspondante est celle dans la base canonique, qui
est orthonormale pour le produit scalaire usuel, d’une famille orthonormale, c’est donc d’aprés le théoréme 29 une matrice
orthogonale. |

Remarque. Ce résultat est en défaut pour les matrices symétriques complexes. Par exemple :

M = ( 1 _21 ) a pour polynéme caractéristique s (X) = X?

et n’est donc pas diagonalisable (autrement elle serait semblable & la matrice nulle).
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2.6. Endomorphismes/matrices symétriques positifs, définis positifs.

s N
DEFINITION 18. (Endomorphisme autoadjoint positif, défini positif)

Un endomorphisme autoadjoint u € .#(E) d’une espace euclidien E est dit :
o positif si Vo e E, (x| u(zx)) > 0.

o défini positif siVr € E X {Og}, (x| u(z)) > 0.

L’ensemble des endomorphimes :

e positifs est noté St (E),

o définis positifs est noté ST (F).
\ J

Matriciellement, la définition se reformule pour les matrices symétriques :

- a
DEFINITION 19. (Matrice symétrique positive, définie positive)

Une matrice symétrique M € #,(R) est dite :

o positive si VX € M, 1(R), X' MX > 0.

o définie positive si VX € EMyp1(R) ~ {O,}, XTMX > 0.
L’ensemble des matrices :

o positives est noté 7 (R),

e définies positives est noté .7, (R).

Remarques.

e Un endomorphisme autoadjoint défini positif définit un produit scalaire sur E :
(@,y) — <z [ uly))

puisque 'application est :

— bilinéaire, par bilinéarité de (- | -) et linéarité de u,

— symétrique, par symétrie de (- | -) et car u et autoadjoint :

@ uly)) =(uly) | =) =y |u(z))

— définie positive par défini positivité de u.

e Une matrice symétrique définie positive définit un produit scalaire sur ., 1(R) :
(X,Y)— X"MY

puisque l'application est :

— bilinéaire, par bilinéarité de (X,Y) —— XTY et linéarité de Y — MY,

— symétrique, par symétrie de (X,Y) — X TY et car M et symétrique :

XTMY =(MY)'X =Y M'X =YTMX
— définie positive par défini positivité de M.

Avec le théoréme spectral, les endomorphismes/matrices positifs/défini positifs sont caractérisés par
leurs valeurs propres :

- \
THEOREME 37. (Caractérisation de la positivité/définie positivité)

e Un endomorphisme autoadjoint est :
— positif ssi ses valeurs propres sont positives,
— défini positif ssi ses valeurs propres sont strictement positives.

Une matrice symétrique est :
— positive ssi ses valeurs propres sont positives,

— définie positive ssi ses valeurs propres sont strictement positives.
\ J

Démonstration. Pour un endomorphisme autoadjoint u € #(E) : d’aprés le théoréme spectral, u est diagonalisable dans une
base orthonormale B = (e, ..., e,) de vecteurs propres. Soit z € E, x = x1 - €1 + -+ + Tpen, en notant A1,..., A, les valeurs
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propres associées (éventuellement avec répétition) :

n
(@l u(@) =(e1-er+ - +anen |u(@r-er+ -+ anen)) ={T1-e1+ o+ Tnen | A1 @1 er + oo Ay Tnen)) = Y Az
i=1
et donc :
Ve e E, {z |u(z))y =20 < Vie[1,n], X\; =0
Ve € EN{Og}, (z|u(z))>0 < Vie[1,n], \; >0
Pour une matrice symétrique M, 'argument est identique en considérant ’endomorphisme X —— M X de #,, 1(R) et le produit
scalaire usuel (X,Y) — XY de #, 1(R). |

2.7. Classification des isométries du plan euclidien.
On se place dans l'espace euclidien orienté E de dimension 2. Soit 5 une base orthonormale directe,
u une isométrie vectorielle de F, et M = Matg(u). La matrice M est orthogonale d’apreés le théoréme
26. Ainsi :

b b

D’aprés la premiére égalité il existe 0,6’ € | — m, 7] tels que :

/
M= < cosf cosb )

!/
M_(a a) avec a’ + b2 =ad? +b?=1et ad’ +bb =0

sinf sinf’
Pour cela :

0 — { Arccos(a) sib=0 ot 0 —

Arccos(a’) sib =0
—Arccos(a) sib<0

—Arccos(a’) sib <0
La deuxiéme égalité devient alors :
cosfcosf +sinfsin® = cos( —0') =0

D’ou : T T
9—9’5i§ [27] <= 9’59—1—5-5 [27] avec e=+1
Or :
/ ™ :
cos :cos(9+€~§) = —¢-sinf
Sin9/:sin<9+6-g> =¢g-cosf
d’ou :

cost) —esinf
M= < sin 6 gcosb

> — det(M) = ecos?0 + esin’ = ¢
et réciproquement une telle matrice est orthogonale.

On obtient :
s N\

PROPOSITION 38.
Soit M € #>(R) alors :
o M € SO5(R) ssi il existe § € R tel que :
M= ( cosf —sinf )

sin 0 cos 0

o M € O3(R) N\ SO5(R) ssi il existe 0 € R tel que :

cos sin 0
M= ( sinf@ —cos6 )

2.7.1. Rotations.

N
DEFINITION 20. (Rotations)
Pour tout 6 € R, la matrice :
cosf) —sinf
M(0) = < sinf  cosf ) € 502(R)
est appelée matrice de rotation d’angle 0. L’endomorphisme u € SO(E) de matrice Matpg(u) =
M(6) est appelé rotation d’angle 0.
\ J
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En effet, dans le plan rapporté a un repére orthonormé direct (O, 7 7), considérons la rotation Ry

i

de centre 'origine et d’angle 6 : pour un point M (;) du plan :
r=0M (7,0M)=al[2r] ie. OM=2-7 +y- 5
—r-(cosa- T +sina- )
/
son image Ro(M) = M’ (Z,) vérifie :

P P — —
7

r=0M (7,0M)=a+0[2r] ie. OM =2’ -7 +y
—r-(cos(a+0)- 7 +sin(a+0)-7)

-
/'j

M
—
J

o7
Les coordonnées de M’ s’obtiennent de celles de M par :

¥ =r-cos(a+6)=rcosacosf —rsinasind = xcos — ysinf

/

Y

r-sin(a +6) = rsinacosf + rcosasing = xsinf + ycos

'\ [ cosf —sinf (=
y ]\ siné cosf Y

La composée de deux rotations est une rotation ; matriciellement on obtient :

soit :

PROPOSITION 39. (Composée de deux rotations)
Soient (01,02) € R?; on a :

M(61) x M(62) = M(61 + 62)
FEn particulier deux matrices de rotations commutent entre elles.

Démonstration. Découle immédiatement par produit matriciel du développement du cos et du sin d’une somme :

cosf; —sinfq cosfy —sinfy _ cos 01 cos 03 — sin @y sinfy  — cos f1 sin Oy — sin 61 cos O
sin 64 cos 6 sin 65 cos 02 - sin 1 cos 02 + cos 01 sin 02 cos 01 cos O3 — sin 01 sin 02

_ [ cos(01 +02) —sin(61 + 02)
— \ sin(61 + 02) cos(61 + 62)

Remarque. En particulier 'inverse de M () est M (8)~! = M (—6) puisque M (0) = I5.

COROLLAIRE 40.

La notion d’angle orienté entre deux vecteurs non nuls de l’espace euclidien orienté R? peut é&tre
défini & ’aide des rotations.

PROPOSITION-DEFINITION 21. (Angle orienté entre deux vecteurs de R?)

Soient x,y deux vecteurs non nuls de l’espace euclidien orienté (R, (- | -)). Il existe une unique
isométrie vectorielle u € SO(E) qui envoie Ta] Sur

llll*
Si sa matrice dans une base orthonormée directe est M(0), 0 est la mesure de Uangle orienté
entre les vecteurs x et y ; il est défini modulo 2.

Démonstration. Puisque Vect(z) et Vect(y) sont des sev de dimension 1 dans un ev de dimension 2, leur orthogonal est de

dimension 1; ainsi il existe un unique vecteur z’ € Vect(:c)J‘ et un unique vecteur y’ € Vect(y)J‘ tels que B = (ﬁ,x’) et

B = (m, y') soient des bases orthonormées directes de R?. D’aprés le théoréme 29 la matrice de passage de B a B’ est dans
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SO5(R), c’est donc la matrice dans la base B d’une isométrie vectorielle w € SO(E) qui envoie la base (m, a:') terme a terme

sur (m, y/) ; d’ou existence. Et puisqu’un endomorphisme est caractérisé par son image d’une base, c’est le seul qui envoie B

sur B’. Pour 'unicité, une isométrie vectorielle qui envoit ﬁ sur m envoie aussi Vect(x)l sur \/'ect(y)l7 et si elle directe, x’

sur y’, soit B sur B'. | |

2.7.2. Réflexions.

e 2
PROPOSITION 41. (Réflexions)

Notons B = (e1,e2) et soit ue O(E) ~ SO(E) ; il existe 0 € R tel que :

Mats(w) = ( cos 0 sin 6 )

sinf —cosé

L’endomorphisme u est la réflexion par rapport a la droite vectorielle Vect(eg) avec

eg = COS— e +sin = - ey
2 2

. J

Démonstration. Calculons son polynéme caractéristique :

X —cos 6 —sin6

sin6 X + cosd = X% —cos®’0 —sin®0 = X> -1 — Sp(u) = {—1,1}

XU(X) =

Donc u est une réflexion par rapport a son sous-espace propre Ej(u), qu’il suffit de déterminer; E;(u) est de dimension 1. Or
eg = cos g ce1 + sin% - ez en est vecteur propre puisque :

0 0 0
u(eg) = (cos @ cos 5 + sin 6 sin 5) -er + (sin@cosE — cos 0 sin 5) - es

0 9) +sin (02
cos ——)-e sin ——)-e
2) ! 2)

0
cos — -e1 +sin— -ex = ep
2 2

Ainsi E(u) = Vect(eg). ]

~
Exercice 4. Notons R(f) la matrice de rotation ; R(0) € SO3(R).

(1) Montrer que pour tout P € O3(R),
P 'R(A)P = R(+6).
(2) Montrer si P € SO5(R), alors P~1R(0)P = R(0).
(3) Montrer que si P € O3(R) \ SO2(R) alors P~1R(0)P = R(—0).

0 -1
\_ J

(Indjcatjon : remarquer que P s’écrit alors R(0") x <1 0 >)

Résolution.
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