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Dans ce chapitre, tous les espaces vectoriels sont réels.

1. Espaces préhilbertiens réels

1.1. Produit scalaire ; norme euclidienne.

Définition 1. (Produit scalaire sur un espace vectoriel réel)
Soit E un R-espace vectoriel ; une application :

x¨ | ¨y : E ˆ E ÝÑ R
px, yq ÞÝÑ xx | yy

est un produit scalaire sur E lorsque c’est une forme bilinéaire symétrique définie positive, c’est-
à-dire :

‚ forme bilinéaire : pour tout px, y, zq P E3 et tout pλ, µq P R2,

xλx` µy | zy “ λ xx | zy ` µ xy | zy (linéarité à gauche)
xx | λy ` µzy “ λ xx | yy ` µ xx | zy (linéarité à droite).

‚ symétrique : pour tout px, yq P E2, xy | xy “ xx | yy.
‚ définie positive : pour tout x P E,

xx | xy ě 0 (positive)
xx | xy “ 0ñ x “ OE (définie).

Le couple pE, x¨ | ¨yq est alors appelé un espace préhilbertien réel, et, si E est de dimension finie,
un espace euclidien.

Remarques.
‚ Le produit scalaire est parfois noté px | yq ou x ¨ y.
‚ Pour montrer qu’une forme est bilinéaire symétrique, on se contentera de montrer la linéarité d’un
seul côté et la symétrie.
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Définition 2. (Norme associée)
Soit pE, x¨ | ¨yq un espace préhilbertien réel, pour tout x P E le réel positif

a

xx | xy est noté }x} ;
l’application :

E ÝÑ R`
x ÞÝÑ }x}

s’appelle norme euclidienne induite par le produit scalaire.

Remarque. Par linéarité et définie positivité du produit scalaire, }x} “ 0 ðñ x “ OE .

Théorème 1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soit pE, p¨ | ¨qq un espace préhilbertien réel. Pour tout px, yq P E2,

| xx | yy | ď }x} ¨ }y}

avec égalité : | xx | yy | “ }x} ¨ }y} si et seulement si x et y sont colinéaires.
(c’est-à-dire x “ OE ou il existe λ P R tel que x “ λyq

Démonstration. Soit px, yq P E2.

Si x “ OE alors | xx|yy | “ }x}.}y} “ 0 et la conclusion est vérifiée.

Supposons dans la suite que x ­“ OE ; par définie positivité, }x} ą 0.
On a : @t P R, }tx` y}2 ě 0, or }tx` y}2 “ xtx` y | tx` yy “ t2}x}2 ` 2t xx | yy ` }y}2 est un trinôme en t de signe constant,
donc ∆ “ 4 xx | yy2 ´ 4}x}2}y}2 ď 0 c’est-à-dire | xx | yy | ď }x} ¨ }y}.
Supposons que | xx | yy | “ }x} ¨ }y} ; alors ∆ “ 4 xx | yy2 ´ 4}x}2}y}2 “ 0, et donc il existe t P R tel que }tx ` y}2 “ 0, c’est à
dire par définie-positivité tx` y “ OE “ 0 et donc il existe λ “ ´t P R tel que y “ λx, c’est-à-dire x et y sont colinéaires.
Si x et y sont colinéaires, on vérifie aisément que | xx | yy | “ }x} ¨ }y}. �

Théorème 2. (Inégalité triangulaire, ou de Minkowski)
Soit pE, x¨ | ¨yq un espace préhilbertien réel, alors pour tout px, yq P E2,

}x` y} ď }x} ` }y}

avec cas d’égalité :
}x` y} “ }x} ` }y} si et seulement si x et y sont positivement colinéaires.

(c’est-à-dire x “ OE ou Dλ P R`, y “ λx ).

Démonstration. On a avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

}x` y}
2
“ }x}

2
` 2 xx | yy ` }y}

2
ď }x}

2
` 2| xx | yy | ` }y}

2

ď }x}
2
` 2}x} ¨ }y} ` }y}

2
“ p}x} ` }y}q

2

et donc comme }x` y} et }x} ` }y} sont positifs :

}x` y} ď }x} ` }y}

Si de plus }x ` y} “ }x} ` }y}, alors les inégalités ci dessus sont des égalités, d’où, d’une part, x et y sont colinéaires,
d’après le cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz et donc si x ‰ OE , Dλ P R, y “ λx, et d’autre part px | yq “ |px | yq| d’où, si
x ‰ OE , λ}x}

2
“ |λ| ¨ }x}2, ce qui montre λ ě 0. �

Propriété 3. (de la norme euclidienne)
Soit pE, x¨ | ¨yq un espace préhilbertien réel. Pour tous px, yq P E2 et λ P R :
‚ }x} ě 0 (positivité)
‚ }x} “ 0 ðñ x “ OE (séparation)
‚ }λx} “ |λ| ¨ }x} (homogénéité)
‚ }x` y} ď }x} ` }y} (inégalité triangulaire)
On dit que } ¨ } est une norme euclidienne sur E, associée au produit scalaire x¨ | ¨y.

Démonstration. Par définition }x} “
a

xx | xy ě 0 ; d’où la positivité.

Par bilinéarité du produit scalaire : }OE}2 “ xOE | OEy “ x0 ¨OE | OEy “ 0 ¨ xOE | OEy “ 0. Par définie positivité du produit
scalaire, }x}2 “ xx | xy “ 0 ùñ x “ OE ; d’où la séparation.

Par bilinéarité du produit scalaire : }λx} “
a

xλ ¨ x | λ ¨ xy “
a

λ2 ¨ xx | xy “ |λ| ¨
a

xx | xy “ |λ| ¨ }x} ; d’où l’homogénéité.

L’inégalité triangulaire est l’inégalité de Minkowski prouvée précédemment. �
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Propriété 4. (Identités remarquable)
Soit pE, x¨ | ¨yq un espace préhilbertien réel, alors on a pour tout px, yq P E2,

— Norme euclidienne d’une somme, d’une différence :
}x` y}2 “ }x}2 ` 2px | yq ` }y}2

}x´ y}2 “ }x}2 ´ 2px | yq ` }y}2

— Identité du parallélogramme :
}x` y}2 ` }x´ y}2 “ 2

`

}x}2 ` }y}2
˘

(elle est caractéristique d’une norme euclidienne)
— Identités de polarisation :

px | yq “
1

2

`

}x` y}2 ´ }x}2 ´ }y}2
˘

“
1

4

`

}x` y}2 ´ }x´ y}2
˘

(c’est à dire qu’on peut retrouver le produit scalaire grâce à sa norme euclidienne).

Démonstration. La première s’obtient en développant par bilinéarité }x˘ y}2 “ xx˘ y | x˘ yy et les suivantes en découlent.
�

La norme euclidienne permet de définir une distance entre éléments de E :

Proposition-Définition 3. (Distance associée)
Soit pE, x¨ | ¨yq un espace préhilbertien réel, alors l’application :

d : E ˆ E ÝÑ R`
px, yq ÞÝÑ dpx, yq “ }x´ y}

possède les propriétés suivantes : pour tout px, y, zq P E3 :
‚ dpx, yq ě 0 (positivité)
‚ dpx, yq “ 0ô x “ y (séparation)
‚ dpx, yq “ dpy, xq (symétrie)
‚ dpx, zq ď dpx, yq ` dpy, zq (inégalité triangulaire)
On dit que c’est une distance sur E, associée au produit scalaire x¨ | ¨y, ou à la norme } ¨ }.

Exemples. À retenir.
‚ Structure euclidienne canonique de Rn :

x¨ | ¨y : Rn ˆ Rn ÝÑ R

px, yq ÞÝÑ xx | yy “
n
ÿ

k“1

xkyk

(où x “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq et y “ py1, ¨ ¨ ¨ , ynq) est un produit scalaire sur Rn dont la norme associée est :

}x} “

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

x2
k.

En notant X et Y les matrices colonnes des coordonnées de x et y dans la base canonique, on a
xx | yy “ XTY .
Dans Rn muni de sa structure Euclidienne canonique, les inégalités de Cauchy-Schwarz et Minkowski
deviennent :

Soient px1, . . . , xnq et py1, . . . , ynq P Rn :

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

xk ¨ yk

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

x2
k ˆ

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

y2
k (Cauchy-Schwarz)

‚

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

pxk ` ykq2 ď

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

x2
k `

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

y2
k (Minkowski)

‚ Structures euclidiennes sur un espace vectoriel réel de dimension finie :
Jean-Philippe Préaux 3
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Soit E un R-espace vectoriel de dimension n P N˚, alors à toute base B de E correspond un produit
scalaire x¨ | ¨yB munissant E d’une structure d’espace euclidien, défini comme ci-dessus, par xx | yy “
XTY où X et Y sont les matrices respectives des coordonnées de x, y dans la base B.
‚ Un produit scalaire sur C 0pra, bs,Rq :
Soit E “ C 0pra, bs,Rq, alors l’application :

x¨ | ¨y : E ˆ E ÝÑ R

pf, gq ÞÝÑ xf | gy “

ż b

a

fptqgptqdt

est un produit scalaire sur E.
En effet, la bilinéarité découle de la linéarité de l’intégrale, la positivité de la positivité de l’intégrale, et
la définie positivité du fait que si h est une application continue et positive sur ra, bs, et si

şb

a
hptqdt “ 0,

alors h est nulle sur ra, bs ; ainsi xf | fy “
şb

a
f2ptqdt “ 0 ùñ f “ OE .

En particulier, on obtient les inégalités :

Soient pf, gq P C 0pra, bs,Rq :

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż b

a

fg

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż b

a

|fg| ď

d

ż b

a

|f |2 ˆ

d

ż b

a

|g|2 (Cauchy-Schwarz)

‚

d

ż b

a

|f ` g|2 ď

d

ż b

a

|f |2 `

d

ż b

a

|g|2 (Minkowski)

‚ De même, en se plaçant sur L 2pIq “
 

f : I ÝÑ R, continues, de carré intégrable sur I
(

avec le

produit scalaire xf | gy “
ż

I

fptqgptqdt, on montre les mêmes inégalités :

Soient f, g : I ÝÑ R continues et de carré intégrable :

‚

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

I

fg

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

I

|fg| ď

d

ż

I

f2 ˆ

d

ż

I

g2 (Cauchy-Schwartz)

‚

d

ż

I

pf ` gq2 ď

d

ż

I

f2 `

d

ż

I

g2 (Minkowski).

‚ Deux produits scalaires sur RrXs :
– L’application :

x¨ | ¨y : RrXs ˆ RrXs ÝÑ R

pP,Qq ÞÝÑ

n
ÿ

k“0

akbk

où n “ max pdegpP q,degpQqq , P “
n
ÿ

k“0

akX
k et Q “

n
ÿ

k“0

bkX
k, est un produit scalaire sur RrXs.

La bilinéarité découle de la bilinéarité de ˆ dans R et de la linéarité de la somme, la symétrie de la
commutativité de ˆ de R, et la définie positivité du fait qu’une somme de carré est positive et qu’elle
est nulle ssi chaque carré est nul.
– L’application :

x¨ | ¨y : RrXs ˆ RrXs ÝÑ R

pP,Qq ÞÝÑ

ż b

a

P ptqQptqdt

où a ă b est un produit scalaire sur RrXs. L’argument est le même que dans C 0pra, bs,Rq.
‚ Produit scalaire sur Mn,ppRq :
L’application :

x¨ | ¨y : Mn,ppRq ˆMn,ppRq ÝÑ R
pA,Bq ÞÝÑ xA | By “ tr

`

ATB
˘

est un produit scalaire sur Mn,ppRq appelé produit scalaire usuel.
La bilinéarité découle de la linéarité de la trace et de la transposition et de la bilinéarité du produit
Jean-Philippe Préaux 4
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matriciel.

La symétrie découle de la trace d’une transposée et de la transposée d’un produit puisque :
trpATBq “ trppATBqT q “ trpBTAq

La définie positivité découle du fait que si A “ pai,jq 1ďiďn
1ďjďp

alors ATA a comme coefficients diagonaux :

pATAqj,j “
n
ÿ

i“1

a2
i,j et donc tr

`

ATA
˘

“
ÿ

1ďiďn
1ďjďp

a2
i,j .

En particulier, dans Mn,1pRq, le produit scalaire usuel s’écrit (en identifiant une matrice p1, 1q avec un
scalaire) :

Mn,1pRq ˆMn,1pRq ÝÑ R
pX,Y q ÞÝÑ xX | Y y “ XTY

1.2. Orthogonalité.

Dans tout ce qui suit pE, x¨ | ¨yq désigne un espace préhilbertien réel, et } ¨ } sa norme associée.

Le produit scalaire permet de définir la notion d’orthogonalité :

Définition 4. (Famille orthogonale/orthonormale)

‚ On dit que x est un vecteur unitaire de E lorsque }x} “ 1

‚ On dit que x et y sont deux vecteurs orthogonaux de E lorsque xx | yy “ 0 ; on note x K y.

‚ On dit que la famille pxiqiPI de vecteurs de E est une famille orthogonale lorsque :

@pi, jq P I2, i ‰ j ùñ xxi | xjy “ 0.

‚ On dit que la famille pxiqiPI de vecteurs de E est une famille orthonormale si c’est une
famille orthogonale de vecteurs unitaires, c’est-à-dire lorsque :

@pi, jq P I2, xxi | xjy “ δij “

"

0 si i ‰ j
1 si i “ j

Propriété 5. Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.

Démonstration. Soit pxiqiPI une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E. Il faut montrer que toute sous-famille finie est
libre. Notons sans perte de généralité px1, . . . , xnq une famille finie quelconque de vecteurs de la famille et soient des scalaires

λ1, . . . , λn tels que
n
ÿ

i“1

λixi “ OE . On a alors, par linéarité à droite, pour tout k P J1, nK,

0 “ xxk | OEy “
A

xk |
n
ÿ

i“1

λixi

E

“

n
ÿ

i“1

λi xxk | xiy “ λk }xk}
2

donc, puisque par hypothèse xk ‰ OE , λk “ 0. �

Théorème 6. (de Pythagore)
Pour toute famille orthogonale finie pxiqiPrr1,nss, on a

›

›

›

›

›

n
ÿ

i“1

xi

›

›

›

›

›

2

“

n
ÿ

i“1

}xi}
2

Démonstration. Si pxiqiPrr1,nss est une famille orthogonale, on obtient par bilinéarité du produit scalaire :
›

›

›

›

›

n
ÿ

i“1

xi

›

›

›

›

›

2

“

A

n
ÿ

i“1

xi |
n
ÿ

j“1

xj

E

“

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

xxi | xjy “
n
ÿ

i“1

}xi}
2
`

ÿ

1ďi,jďn
i‰j

xxi | xjy “
n
ÿ

i“1

}xi}
2
.

�
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Proposition-Définition 5. (Orthogonal d’une partie)

‚ On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont orthogonaux lorsque :
@px, yq P F ˆG, xx | yy “ 0.

On note F K G.

Dans ce cas F et G sont en somme directe ; on note F
K

‘ G.
‚ Soit F un sous-espace vectoriel de E, on appelle orthogonal de F , noté FK l’ensemble

FK “
!

y P E | @x P F, xx | yy “ 0
)

.

C’est un sous-espace vectoriel de E.
‚ Plus généralement, soit A Ă E. On note

AK “
!

y P E | @a P A, xa | yy “ 0
)

.

C’est un sous-espace vectoriel, plus précisément AK “ pVectpAqqK.
‚ Soit, de plus, x P E. On écrit x K A lorsque x P AK, c’est-à-dire @a P A, a K x.

Démonstration. Soient F et G deux sev de E ; si x P F X G alors en particulier xx | xy “ 0 et donc x “ OE . Ainsi F et G
sont en somme directe.
Soit A une partie de E et soient x1, x2 P A

K et λ P K, alors pour tout x P A :

xx | λ ¨ x1 ` x2y “ λ ¨ xx | x1y ` xx | x2y “ 0

et bien sur xx | OEy “ 0 ; ainsi AK est un sous-espace vectoriel. C’est vrai notamment lorsque A “ F est un sev. �

Méthode. Pour déterminer l’orthogonal d’un sous-espace vectoriel il suffit de déterminer l’orthogonal
d’une famille génératrice :

 

x1, . . . , xn
(K
“ Vect px1, . . . xnq

K.

Remarques.

‚ EK “
 

OE
(

et
 

OE
(K
“ E.

‚ Lorsque F et G sont orthogonaux, ils sont en somme directe F‘G, mais pas nécessairement sup-
plémentaires dans E : E ­“ F‘G ; nous verrons que par contre que c’est le cas lorsque F ou G est de
dimension finie.

Propriété 7.
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E :

‚ F Ă
`

FK
˘K,

‚ F Ă G ùñ GK Ă FK,
‚ pF `GqK “ FK XGK.

Démonstration. Soit x P F , alors pour tout y P FK, xx | yy “ 0 et donc x P
`

FK
˘K ; ainsi F Ă

`

FK
˘K.

Soient F Ă G et x P GK ; pour tout y P G, xx | yy “ 0, en particulier pour tout y P F , xx | yy “ 0, et donc y P FK ; donc
GK Ă FK.
Soient F et G deux sev ; soit x P pF `GqK ; en particulier pour tout y P F , xx | yy “ xx | y `OGy “ 0 et donc x P FK ; de
même x P GK ; d’où l’inclusion pF `GqK Ă FK X GK. Réciproquement si x P FK X GK alors pour tout py1, y2q P F ˆ G,
xx | y1 ` y2y “ xx | y1y ` xx | y2y “ 0` 0 “ 0 et donc x P pF `GqK. Ainsi FK XGK Ă pF `GqK. �

Remarque. Pour A,B des parties quelconques de E, on a encore A Ă B ùñ BK Ă AK.

1.3. Base orthonormale d’un espace euclidien.

Définition 6. (Base orthonormale)
On appelle base orthonormale (ou orthonormée) d’un espace euclidien pE, x¨ | ¨yq toute base de
E qui soit une famille orthonormale.

Remarque. Si dimE “ n alors toute famille orthonormale constituée de n vecteurs de E est une base
orthonormale (d’après la propriété 5).

Exemples.
Jean-Philippe Préaux 6
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‚ Dans Rn muni du produit scalaire usuel, la base canonique est une base orthonormale.

‚ Dans MnpRq muni du produit scalaire usuel xM | Ny “ trpMTNq, la base canonique pEi,jq1ďi,jďn
est une base orthonormale. En effet :

ET
i,jEi1,j1 “ Ej,iEi1,j1 “

"

On si pi, jq ­“ pi1, j1q
Ej,j si pi, jq “ pi1, j1q

ùñ tr
`

ET
i,jEi1,j1

˘

“

"

0 si pi, jq ­“ pi1, j1q
1 si pi, jq “ pi1, j1q

C’est le cas aussi dans Mn,ppRq.

‚ Dans RnrXs muni du produit scalaire usuel :

xP | Qy “
n
ÿ

k“0

akbk où P “
n
ÿ

k“0

akX
k et Q “

n
ÿ

k“0

bkX
k

la base canonique p1, X, . . . ,Xnq est une base orthonormale.

‚ Soit n P N˚ et x0, . . . , xn n` 1 réels deux à deux distincts. On définit sur RnrXs :

xP | Qy “
n
ÿ

k“0

P pxkqQpxkq

L’application est :

– Bien définie et à valeurs dans R,

– Bilinéaire par bilinéarité du produit sur R (distributivité de ˆ sur ` et associativité de ˆ).

– Symétrique par commutativité de ˆ sur R.

– Positive car xP | P y “
řn
k“0 P pxkq

2 ě 0.

– Définie positive car xP | P y “
řn
k“0 P pxkq

2 ě 0 ùñ P px0q “ ¨ ¨ ¨ “ P pxnq “ 0 ùñ P “ ORrXs

puisque degpP q ď n.

C’est donc un produit scalaire sur RnrXs.

La famille constituée des polynômes de Lagrange L0, . . . Ln, associés à px0, x1, . . . , xnq, où :

LjpXq “
n
ź

i“0
i­“j

X ´ xi
xj ´ xi

vérifie pour tout i P rr0, nss, Ljpxiq “ δi,j .

La famille pL0, L1, . . . , Lnq est une base orthorormale en effet pour tout pi, jq P rr0, nss2 :

xLi | Ljy “
n
ÿ

k“0

LipxkqLjpxkq “ δi,j .

Théorème 8. (Existence de bases orthonormale)
Tout espace euclidien non réduit à

 

OE
(

admet (au moins) une base orthonormale.

Démonstration. De l’existence d’une base, on en déduit une base orthonormale en appliquant le procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt (voir ci-dessous). �

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt est un algorithme qui transforme une famille de
vecteurs en une famille orthonormale engendrant le même sous-espace. C’est un résultat important et
très utile.
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Théorème 9. (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)
Soit pe1, . . . , epq une famille libre finie d’un espace préhilbertien réel. Il existe une unique famille
orthonormée pv1, . . . , vpq telle que :
‚ @k P rr1, pss, Vectpe1, . . . , ekq “ Vectpv1, . . . , vkq,
‚ @k P rr1, pss, xei | viy ą 0.
La famille pv1, . . . , vpq s’obtient par la relation de récurrence :

v1 “
1

}e1}
¨ e1

vk`1 “
1

}uk`1}
¨ uk`1

avec uk`1 “ ek`1 ´

k
ÿ

i“1

xek`1 | viy ¨ vi

Démonstration. Par récurrence sur k P rr1, pss.

(I) Pour k “ 1, le seul vecteur qui convient est v1 “ 1
}e1}

¨ e1.

(H) Soit k P rr1, p ´ 1ss et supposons l’assertion vérifiée au rang k ; soit pv1, . . . , vkq la famille orthonormale correspondante.
Puisque Vectpe1, . . . , ek, ek`1q “ Vectpv1, . . . , vk, ek`1q, le vecteur vk`1 peut s’écrire sous la forme :

vk`1 “ λ ¨ pek`1 ´ α1 ¨ v1 ´ ¨ ¨ ¨ ´ αk ¨ vkq
looooooooooooooooooooooomooooooooooooooooooooooon

“uk`1

avec λ ­“ 0.

La condition d’orthonormalité de la famille pv1, . . . , vk, vk`1q équivaut par bilinéarité à ce que :

@i P rr1, kss, 0 “ xvi | vk`1y “ λ ¨ pxvi | ek`1y ´ αi ¨ xvi | viyq

ce qui équivaut puisque xvi | viy “ 1 à :
@i P rr1, kss, αi “ xvi | ek`1y

De }vk`1} “ 1 découle par homogénéité que |λ| “ 1
}uk`1}

. Mais λ ą 0 puisque :

xek`1 | vk`1y ą 0 ùñ

A 1

λ
¨ vk`1 `

k
ÿ

i“1

αi ¨ vi
looooooooooooooomooooooooooooooon

“ek`1

ˇ

ˇ

ˇ
vk`1

E

“
1

λ
¨ }vk`1}

2
ą 0

Donc λ “ 1
}uk`1}

. �

Méthode. Dans la pratique, on applique plutôt le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt avant
de "normaliser" les vecteurs obtenus :
À partir de la famille pe1, . . . , epq on construit une famille orthogonale pw1, . . . , wpq par la relation de
récurrence :

w1 “ e1

wk`1 “ ek`1 ´

k
ÿ

i“1

αi ¨ wi avec αi “
xek`1 | wiy

}wi}2

La famille pv1, . . . , vpq orthonormale s’en déduit alors par :

@i P rr1, pss, vi “
1

}wi}
¨ wi

Exemple. Orthonormalisation de la base
`

1, X,X2, X3
˘

de R3rXs muni du produit scalaire :

xP | Qy “

ż 1

´1

P ptqQptqdt

On calcule successivement :

Q0 “ 1, }Q0}
2
“

ż 1

´1

dt “ 2, xQ0 | Xy “

ż 1

´1

t dt “ 0

Q1 “ X ´
xQ0 | Xy

}Q0}
2 Q0 “ X, }Q1}

2
“

ż 1

´1

t2 dt “
2

3

@

Q0 | X
2
D

“

ż 1

´1

t2 dt “
2

3
,

@

Q1 | X
2
D

“

ż 1

´1

t3 dt “ 0,
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Q2 “ X2 ´

@

Q0 | X
2
D

}Q0}
2 Q0 ´

@

Q1 | X
2
D

}Q1}
2 Q1 “ X2 ´

1

3
, }Q2}

2
“

ż 1

´1

ˆ

t2 ´
1

3

˙2

dt “
8

45
,

@

Q0 | X
3
D

“

ż 1

´1

t3 dt “ 0,
@

Q1 | X
3
D

“

ż 1

´1

t4 dt “
2

5
,

@

Q2 | X
3
D

“

ż 1

´1

ˆ

t5 ´
t3

3

˙

dt “ 0

Q3 “ X3 ´

@

Q0 | X
3
D

}Q0}
2 Q0 ´

@

Q1 | X
3
D

}Q1}
2 Q1 ´

@

Q2 | X
3
D

}Q2}
2 Q2 “ X3 ´

3

5
X,

}Q3}
2
“

ż 1

´1

ˆ

t3 ´
3t

5

˙2

dt “
8

175

Donc pQ0, Q1, Q2, Q3q “
`

1, X,X2 ´ 1
3 , X

3 ´ 3
5X

˘

est une base orthogonale de R3rXs pour ce produit
scalaire et

pP0, P1, P2, P3q “

ˆ

1
?
2
,

?
3

?
2
X,

3
?
5

2
?
2
X2 ´

?
5

2
?
2
,
5
?
7

2
?
2
X3 ´

3
?
7

2
?
2
X

˙

est une base orthonormale.

Théorème 10. (de la base orthonormale incomplète)
Dans un espace euclidien toute famille orthonormale peut être complétée en une base orthonor-
male.

Démonstration. Avec le théorème de la base incomplète, la famille orthonormale (étant libre) peut être complétée en une base
orthonormale, en lui appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on la transforme en une base orthonormale,
qui par unicité, contient la famille orthonormale initiale comme sous-famille. �

Dans une base orthonormale les coordonnées d’un vecteur se calculent facilement à l’aide du produit
scalaire.

Proposition 11. (Coordonnées dans une base orthonormale)
Soit B “ pe1, . . . , enq une base orthonormale d’un espace euclidien pE, x¨ | ¨yq. Les coordonnées
px1, . . . , xnq d’un vecteur x P E dans la base B s’obtiennent par :

@i P rr1, nss, xi “ xx | eiy .

En particulier,

x “
n
ÿ

i“1

xx | eiy ¨ ei .

Démonstration. Sous ces hypothèses, pour tout k P rr1, nss, par bilinéarité du produit scalaire :

xx | eky “
A

n
ÿ

i“1

xi ¨ ei

ˇ

ˇ

ˇ
ek

E

“

n
ÿ

i“1

xi ¨ xei | eky “
n
ÿ

i“1

xi ¨ δi,k “ xk.

�

Remarque. Ainsi siM “ pmi,jq1ďi,jďn est la matrice dans une base orthonormée d’un endomorphisme
f P L pEq de l’espace euclidien pE, x¨ | ¨yq, alors :

@pi, jq P rr1, nss2, mi,j “ xei | fpejqy .

Dans un espace euclidien, tout produit scalaire s’écrit sous forme canonique xx | yy “
ř

xi ¨ yi à l’aide
des coordonnées pxiq, pyiq des vecteurs x et y dans une base orthonormale.

Proposition 12. (Forme canonique du produit scalaire)
Soit B “ pe1, . . . , enq une base orthonormale d’un espace euclidien pE, x¨ | ¨yq et soient x, y P E
deux vecteurs de coordonnées respectives px1, . . . , xnq dans la base B. Alors :

xx | yy “
n
ÿ

i“1

xi ¨ yi.

En particulier, pour la norme associée } ¨ } :

}x} “

g

f

f

e

n
ÿ

i“1

x2
i .
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Démonstration. En écrivant x “
n
ÿ

i“1

xi ¨ ei et y “
n
ÿ

i“1

yi ¨ ei, on obtient par bilinéarité du produit scalaire :

xx | yy “
A

n
ÿ

i“1

xi ¨ ei

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

yi ¨ ei

E

“
ÿ

1ďi,jďn

xi ¨ yj ¨ xei | ejy “
ÿ

1ďi,jďn

xi ¨ yj ¨ δi,j “
n
ÿ

i“1

xi ¨ yi.

Le reste en découle puisque }x} “
a

xx | xy. �

Sous écriture matricielle, le résultat devient :

Corollaire 13. (Forme canonique du produit scalaire)
En notant X “ MatBpxq et Y “ MatBpyq les matrices des coordonnées dans une base ortho-
normée B de deux vecteurs x, y d’un espace euclidien pE, x¨ | ¨yq,

xx | yy “ XTY “ Y TX et }x} “
?
XTX

1.4. Projection orthogonale dans un espace euclidien.

Dans un espace préhilbertien, un sous-espace vectoriel F et son orthogonal sont en somme directe.
Si de plus F est de dimension finie, ils sont en outre supplémentaires :

Proposition 14. (Supplémentaire orthogonal d’un sev de dim. finie)
Soit E un espace préhilbertien réel, et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Alors
F et FK sont supplémentaires dans E : E “ F ‘ FK ; le sev FK est appelé le supplémentaire
orthogonal de F . On note :

E “ F
K

‘ FK.

Démonstration. On a deja établi que F et FK étaient en somme directe ; aussi pour montrer qu’il sont supplémentaires dans
E il suffit de montrer que E “ F ` FK.

Puisque F est de dimension finie, c’est un espace euclidien et il admet donc une base orthonormale, disons pe1, . . . , enq. Soit
x P E quelconque ; notons :

x1 “

n
ÿ

k“1

xx | eky ¨ ek et x2 “ x´ x1

de sorte que x “ x1 ` x2 avec x1 P F . Il s’agit de prouver que x2 P F
K, et pour cela il suffit de montrer que xx2 | eiy “ 0 pour

tout i P rr1, nss. Soit i P rr1, nss :

xx2 | eiy “
A

x´
n
ÿ

k“1

xx | eky ¨ ek

ˇ

ˇ

ˇ
ei

E

“ xx | eiy ´
n
ÿ

k“1

xx | eky ¨ xek | eiy “ xx | eiy ´
n
ÿ

k“1

xx | eky ¨ δk,i “ xx | eiy ´ xx | eiy “ 0.

Ainsi tout vecteur de E est somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de FK. �

Remarque. Attention le résultat est en général faux lorsque F n’est pas de dimension finie, comme
le montre le contre-exemple suivant :

Soit RrXs muni du produit scalaire :
A

n
ÿ

k“1

akX
k
ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

bkXk

E

“

n
ÿ

k“1

akbk

Soit F “
 

P P RrXs | P p1q “ 0
(

; c’est clairement un sous-espace vectoriel (mais pas de dimension
finie).

Soit Q “
n
ÿ

k“1

akX
k P FK ; puisque pour tout k P N, Pk “ Xk`1 ´Xk P F :

@k P rr0, n´ 1ss, xQ | Pky “ ak`1 ´ ak “ 0 et xQ | Pny “ ´an “ 0

Donc an “ an´1 “ ¨ ¨ ¨ “ a0 “ 0, c’est à dire P “ ORrXs. Ainsi :

FK “
 

ORrXs

(

.

Puisque F ­“ RrXs, F et FK ne sont pas supplémentaires dans E.
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Corollaire 15. (Dimension de FK dans un espace euclidien)
Dans un espace euclidien pE, x¨ | ¨yq, tout sous-espace vectoriel F est supplémentaire à son
orthogonal ; on a alors :

dimE “ dimF ` dimFK

En particulier, dans un espace euclidien :
`

FK
˘K
“ F.

Démonstration. La relation sur les dimensions découle immédiatement de E “ F ‘FK. En particulier dim
`

FK
˘K
“ dimE´

dimFK “ dimF , et puisque F Ă
`

FK
˘K et ont même dimension, l’inclusion est en fait une égalité. �

Remarque. Ce résultat sur les dimensions est un théorème du rang, en considérant la projection p
de E sur F parallèlement à FK (ce qu’on appelle projection orthogonale sur F ) ; en effet Im ppq “ F
et kerppq “ FK.

Définition 7. (Projection orthogonale sur un sev de dimension finie)
Soient pE, x¨ | ¨yq un espace préhilbertien réel et F un sev de E de dimension finie. La projection
orthogonale pF sur F est la projection sur F parallèlement à FK.

Exemple. Soit MnpRqmuni du produit scalaire usuel : xM | Ny “ tr
`

MTN
˘

, et F “ SnpRq l’ensemble
des matrices symétriques. Alors FK “ AnpRq est l’ensemble des matrices antisymétriques puisque pour
tout S P SnpRq et A P AnpRq :

xS | Ay “ tr
`

STA
˘

“ tr pSAq “ trpASq
xA | Sy “ tr

`

ATS
˘

“ trp´ASq “ ´trpASq

*

ùñ xS | Ay “ 0

La projection orthogonale sur F “ SnpRq associe alors à toute matrice M P MnpRq, la matrice
symétrique pF pMq “ M`MT

2 .

Proposition 16. (Expression des projections orthogonales)
Soient pE, x¨ | ¨yq un espace préhilbertien réel, F un sev de E de dimension finie et pF la pro-
jection orthogonale sur F .
‚ Si pe1, . . . , epq est une base orthogonale de F :

@x P E, pF pxq “
p
ÿ

i“1

xx | eiy

}ei}2
¨ ei

‚ Si pe1, . . . , epq est une base orthonormale de F :

@x P E, pF pxq “
p
ÿ

i“1

xx | eiy ¨ ei

Démonstration. Pour une base orthonormale de F ; le vecteur x1 “
řp
i“1 xx | eiy ¨ei est clairement dans F Il suffit de montrer

que x´ x1 P F
K. La preuve est identique à la proposition 14.

Pour une base orthogonale pe1, . . . , epq la famille
´

1
}e1}

¨ e1, . . . ,
1
}ep}

¨ ep

¯

est une base orthonormale et donc avec ce qui précède
et par bilinéarité :

pF pxq “
p
ÿ

i“1

A

x
ˇ

ˇ

ˇ

1

}e1}
¨ ei

E

¨
1

}e1}
¨ ei “

p
ÿ

i“1

xx | eiy

}ei}2
¨ ei.

�

Remarque. Avec cette formule, le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt qui permet à partir
d’une famille libre pe1, . . . , epq d’obtenir une famille orthonormale pv1, . . . , vpq engendrant le même sous-
espace, s’écrit :
Jean-Philippe Préaux 11



PC Endomorphismes des Espaces Euclidiens ENCPB

v1 “
1

}e1}
¨ e1

vk`1 “
1

}uk`1}
¨ uk`1

uk`1 “ ek`1 ´ pVectpv1,...,vkqpek`1q

Corollaire 17. (Inégalité de Bessel)
Si pe1, . . . , epq est une base orthonormée de F , alors @x P E :

}pF pxq}
2 “

p
ÿ

i“1

xx | eiy
2
ď }x}2

En particulier }pF pxq} ď }x}.

Démonstration. La base pe1, . . . , epq étant orthonormale cela découle immédiatement de l’expression du projeté orthogonale :

pF pxq “

p
ÿ

i“1

xx | eiy ¨ ei et du théorème de Pythagore, par homogénéité :

}pF }
2
“

p
ÿ

i“1

} xx | eiy ¨ ei}
2
“

p
ÿ

i“1

| xx | eiy |
2
¨ }ei}

2
“

p
ÿ

i“1

xx | eiy
2
.

�

Exercice 1. Dans l’espace R4 muni du produit scalaire usuel, déterminer la matrice dans la
base canonique de la projection orthogonale pF sur F “ Vectpe1, e2q où :

e1 “
1

2
p1,´1,´1, 1q et e2 “

1

2
p1, 1, 1, 1q.

Résolution.
Il s’avère que la famille pe1, e2q est une base orthonormale de F . Il suffit donc d’appliquer les
formules de projection orthogonale : soit u “ px, y, z, tq,

pF puq “ xu | e1y ¨ e1 ` xu | e2y ¨ e2

“
1

2
¨ px´ y ´ z ` tq ¨ e1 `

1

2
¨ px` y ` z ` tq ¨ e2

“
1

4
¨ p2x` 2t, 2y ` 2z, 2y ` 2z, 2x` 2tq

ùñ

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

pF pp1, 0, 0, 0qq “ 1
2 ¨ p1, 0, 0, 1q

pF pp0, 1, 0, 0qq “ 1
2 ¨ p0, 1, 1, 0q

pF pp0, 0, 1, 0qq “ 1
2 ¨ p0, 1, 1, 0q

pF pp0, 0, 0, 1qq “ 1
2 ¨ p1, 0, 0, 1q

ùñ MatppF q “
1

2
¨

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 0 1

0 1 1 0

0 1 1 0

1 0 0 1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Méthode. Pour calculer la projeté orthogonal d’une vecteur x P E sur F :

‚ Soit on dispose d’une base orthogonale/orthonormale de F et on applique l’une des formules données
plus haut.

‚ Si on ne dispose que d’une base pe1, . . . , epq de F on peut appliquer Gram-Schmidt pour l’ortho-
normaliser avant d’appliquer la même méthode que ci-dessus.

‚ Mais on peut aussi plutôt chercher pF pxq en remarquant que pF pxq est l’unique point de F vérifiant
x´ pF pxq P F

K et en le caractérisant par xx | eiy “ 0 pour tout i P rr1, pss ; on arrive à un système
de p équations linéaires qu’on résout pour trouver les coordonnées de pF pxq sur la base pe1, . . . , epq.

Exemple. Soit E “ C 0pr0, 1s,Rq muni du produit scalaire :

xf | gy “

ż 1

0

fptqgptqdt
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Soient e1 : t ÞÝÑ 1 et e2 : t ÞÝÑ t P E. Déterminons le projeté orthogonal de φ : t ÞÝÑ t2 sur
F “ Vectpe1, e2q.

Puisque pF pφq P F , il existe pa, bq P R2 tel que pF pφq “ ae1 ` be2 et tel que :
$

’

’

&

’

’

%

0 “ xe1 | φ´ ae1 ´ be2y “

ż 1

0

pt2 ´ a´ btqdt “
1

3
´ a´

b

2

0 “ xe2 | φ´ ae1 ´ be2y “

ż 1

0

pt3 ´ at´ bt2qdt “
1

4
´
a

2
´
b

3

qui admet pour unique solution pa, bq “ p´1
6 , 1q ; donc le projeté orthogonal de φ sur F est

pF pφq : t ÞÝÑ t´
1

6
.

Définition 8. (Distance à un sev)
Soit pE, x¨ | ¨yq un espace préhilbertien réel et F un sous-espace vectoriel de E. La distance d’un
vecteur x P E au sous-espace-vectoriel F est définie par :

dpx, F q “ inf
fPF

}x´ f}.

C’est un réel positif.

Remarque. La distance de x à F est bien définie puisque t}x ´ f} | f P F u est une partie non vide
et minorée de R` ; d’où l’existence de sa borné inférieure, qui de plus est positive.

Le résultat, très important, est que lorsque F est de dimension finie, la distance d’un vecteur quelconque
x P E à F est atteinte, au projeté orthogonal de x sur F .

Théorème 18. (Projection orthogonale et distance à un sev)
Soit pE, x¨ | ¨yq un espace préhilbertien réel et soit F un sev de dimension finie. Alors pour tout
x P E :

dpx, F q “ }x´ pF pxq} “ min
fPF

}x´ f}.

Autrement dit la distance dpx, F q de x à F est atteinte : c’est la distance de x à son projeté
orthogonal pF pxq sur F . De plus le projeté orthogonal pF pxq est l’unique point minimisant la
distance de x à un point de F .

Démonstration. Montrons que la distance de x à F est atteinte et qu’elle vaut }x´ pF pxq} ; soit f P F quelconque :

}x´ f}
2
“ }x´ pF pxq ` pF pxq ´ f}

2

“ }x´ pF pxq}
2
` 2xx´ pF pxq

looooomooooon

PFK

| pF pxq ´ f
loooooomoooooon

PF

y ` }pF ´ f}
2

“ }x´ pF pxq}
2
` }pF pxq ´ f}

2

ě }x´ pF pxq}
2

avec égalité si et seulement si }pF pxq ´ f}2 “ 0 c’est à dire si et seulement si f “ pF pxq. �

Corollaire 19.

@x P E, dpx, F q2 “ }x}2 ´ }pF pxq}
2

Démonstration. Découle du théorème de Pythagore. �
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Exercice 2. On reprend comme dans l’exemple plus haut : E “ C 0pr0, 1s,Rq muni du produit
scalaire :

xf | gy “

ż 1

0

fptqgptqdt

avec e1 : t ÞÝÑ 1 et e2 : t ÞÝÑ t P E, F “ Vectpe1, e2q et φ : t ÞÝÑ t2.
Déterminer la distance de φ à F .

Résolution.
On sait deja que pF pφq “ t´ 1

6 .
D’après la relation précédente (Théorème de Pythagore) :

dpφ, F q2 “ }φ}2 ´ }pF pφq}
2

“

ż 1

0

t4dt´

ż 1

0

ˆ

t´
1

6

˙2

dt

“

„

t5

5
´
t3

3
`
t2

6
´

t

36

1

0

“
1

5
´

1

3
`

1

6
´

1

36

“
36´ 60` 30´ 5

5ˆ 36

“
1

5ˆ 36
ùñ dpφ, F q “

1

6
?
5
.
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2. Endomorphismes d’un espace euclidien

2.1. Isométries vectorielles d’un espace euclidien.

Définition 9. (Isométrie vectorielle)
Soit pE, x¨ | ¨yq un espace euclidien et u P L pEq.
On dit que u est une isométrie vectorielle (ou un automorphisme orthogonal) lorsque :

@px, yq P E2, }upxq} “ }x}

c’est à dire que u est un endomorphisme qui préserve la norme euclidienne.

Exemples.
‚ ˘idE sont des isométries vectorielles.
‚ C’est aussi le cas dans R2 muni de sa structure euclidienne usuelle, de f : px, yq ÞÝÑ p´y, xq puisque
}fpx, yq}2 “ xp´y, xq | p´y, xqy “ y2 ` x2 “ }px, yq}2.
‚ Toute symétrie orthogonale est une isométrie vectorielle : une symétrie orthogonale s est une symétrie
de F parallèlement à FK. Alors pour tout x P E : soient px1, x2q P F ˆ F

K tels que x “ x1 ` x2 :
}spxq}2 “ }spx1 ` x2q}

2 “ }x1 ´ x2}
2 “ }x1}

2 ` }x2}
2 “ }x}2

(par Pythagore, puisque x1 et ´x2 sont orthogonaux).

Remarques.
‚ Une isométrie (tout court !) f de l’espace euclidien est une application qui préserve les distances :
@px, yq P E2, }fpxq´ fpyq} “ }x´ y}. Une isométrie vectorielle est un endomorphisme qui préserve les
distances puisque :

}upxq ´ upyq} “ }upx´ yq} “ }x´ y}

C’est donc une isométrie. Ce calcul montre aussi que pour un endomorphisme, être une isométrie équi-
vaut à préserver la norme, c’est à dire à être une isométrie vectorielle. Ainsi les isométries vectorielles
sont précisément les endomorphismes d’un espace euclidien qui préservent les distances.
‚ On montre que toute isométrie de l’espace euclidien est la composée d’une isométrie vectorielle et
d’une translation. Ainsi l’étude des isométries vectorielles permet de comprendre les isométries de l’es-
pace euclidien. Les isométries vectorielles jouent un rôle central en géométrie euclidienne.

Proposition 20. (Caractérisation à l’aide du produit scalaire)
Un endomorphisme u d’un espace euclidien pE, x¨ | ¨yq est une isométrie vectorielle si et seule-
ment si u préserve le produit scalaire, c’est à dire :

@px, yq P E2, xupxq | upyqy “ xx | yy .

Démonstration. Si @px, yq P E2, xupxq | upyqy “ xx | yy, on a en particulier :

@x P E, }upxq}
2
“ xupxq | upxqy “ xx | xy “ }x}

2
ùñ
}.}ě0

}upxq} “ }x}.

Réciproquement, soit u une isométrie vectorielle et px, yq P E2 ; d’après l’identité de polarisation xx | yy “ 1
4

`

}x` y}2 ´ }x´ y}2
˘

,

xupxq | upyqy “
1

4

´

}upxq ` upyq}
2
´ }upxq ´ upyq}

2
¯

“
1

4

´

}upx` yq}
2
´ }upx´ yq}

2
¯

“
1

4

´

}x` y}
2
´ }x´ y}

2
¯

“ xx | yy

Donc u préserve le produit scalaire. �

Propriété 21.
Soit u une isométrie vectorielle ; alors u est inversible et ´u et u´1 sont aussi des isométries
vectorielles.

Démonstration. Montrons que u est inversible : si x P Keru alors xupxq | upxqy “ xOE | OEy “ 0 ; mais donc xx | xy “ 0 et
par définie positivité x “ OE ; ainsi u P GLpEq.

Clairement ´u est un endomorphisme de E et pour tout px, yq P E2, x´upxq | ´upyqy “ xupxq | upyqy “ xx | yy “ x´x | ´yy.
Donc ´u est une isométrie vectorielle.

Enfin, soit px, yq P E2 ; posons α “ u´1
pxq et β “ u´1

pyq alors puisque xupαq | upβqy “ xα | βy, on obtient :
@

u´1
pxq | u´1

pyq
D

“

xx | yy ; donc u´1 est une isométrie vectorielle. �
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Proposition-Définition 10. Groupe orthogonal
Soit pE, x¨ | ¨yq un espace euclidien, l’ensemble des isométries vectorielles de E noté OpEq, est
appelé groupe orthogonal de E. C’est un sous-groupe du groupe linéaire GLpEq , c’est à dire :
‚ OpEq Ă GLpEq,
‚ @u P OpEq, u´1 P OpEq,
‚ @u, v P OpEq, u ˝ v P OpEq.

Démonstration. Les deux premiers points découlent de la propriété précédente. Le dernier de la définition : @x P E, }u˝vpxq} “
}vpxq} “ }x}. �

La caractérisation suivante des isométries vectorielles en tant qu’endomorphismes envoyant une base
orthonormale sur une base orthonormale est très utile :

Théorème 22. (Caractérisation des isométries vectorielles)
Soit E un espace vectoriel euclidien et u P L pEq. Les propositions suivantes sont équivalentes.

(i) u P OpEq
(ii) Il existe une base orthonormale B de E dont l’image par u est une base orthonormale.
(iii) Pour toute base orthonormale B de E, l’image par u de B est une base orthonormale.

Démonstration.

piiiq ùñ piiq est évident.

piq ùñ piiiq. Soit u P OpEq et B “ pe1, ¨ ¨ ¨ , enq une base orthonormale de E.
On a alors pour tout pi, jq P J1, nK2,

xu peiq | u pejqy “ xei | ejy “ δi,j

ce qui montre que pu pe1q , ¨ ¨ ¨ , u penqq est aussi une base orthonormale de E.

piiq ùñ piq. Soit B “ pe1, ¨ ¨ ¨ , enq une base orthonormale de E telle que pu pe1q , ¨ ¨ ¨ , u penqq soit aussi une base orthonormale
de E.

On a alors pour tout x “
n
ÿ

k“1

xk ¨ ek de E, upxq “
n
ÿ

k“1

xk ¨ u pekq.

Puisque pe1, ¨ ¨ ¨ , enq et pu pe1q , ¨ ¨ ¨ , u penqq sont orthonormales, d’après la proposition 12 :

}x} “

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

x2
k et }upxq} “

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

x2
k

donc }upxq} “ }x} : ainsi u P OpEq. �

Puisqu’une isométrie vectorielle préserve l’orthogonalité, on a naturellement :

Propriété 23. (F stable par u P OpEq ùñ FK stable par u)
Si un sous-espace F de E est stable par une isométrie vectorielle u P OpEq, son orthogonal FK
est également stable par u.

Démonstration. Soit F Ă E stable par u P OpEq ; soit x P FK, montrons que upxq P FK.

Puisque u est un automorphisme, que upF q Ă F et que F est de dimension finie, upF q “ F . Donc u´1 est aussi une isométrie
vectorielle qui laisse stable F . Alors pour tout y P F :

xupxq | yy “
A

u
´1
pupxqq | u

´1
pyq

E

“ x x
loomoon

PFK

| u
´1
pyq

looomooon

PF

y “ 0.

et donc upxq P FK. �

Propriété 24. (Spectre d’une isométrie vectorielle)
Soit u une isométrie vectorielle ; ses valeurs propres ne peuvent être que 1 ou ´1.

Démonstration. Si λ est une valeur propre, alors il existe x P Er
 

OE
(

tels que upxq “ λ ¨x et donc }upxq} “ }x} “ }λ ¨x} “
|λ| ¨ }x} et donc |λ| “ 1. �

Remarque. Une isométrie vectorielle peut avoir un spectre (réel) vide. Par exemple, dans R2 muni
du produit scalaire usuel, l’endomorphisme u de matrice dans la base canonique :

ˆ

0 ´1
1 0

˙
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est une isométrie vectorielle, puisqu’elle envoie la base canonique pe1, e2q, qui est orthonormale, sur la
base orthonormale pe2,´e1q. Son polynôme caractéristique est χupXq “ X2 ` 1 qui n’a aucune racine
réelle.

2.2. Matrices orthogonales.

Définition 11. (Matrice orthogonale)
Une matrice M de MnpRq est dite orthogonale si :

MTM “ In

c’est-à-dire si sa transposée est son inverse MT “M´1.

Proposition-Définition 12. (Groupe orthogonal)
L’ensemble

 

M P MnpRq |MTM “ In
(

des matrices orthogonales de MnpRq est un sous-groupe
de GLnpRq appelé groupe orthogonal d’ordre n et noté OnpRq ou plus simplement Opnq :

OnpRq “ Opnq “
 

M P MnpRq |M
TM “ In

(

Démonstration. Toute matrice de Opnq est inversible. Il s’agit de montrer que pour toutes matrices M,N P Opnq, on a aussi
MN P Opnq et M´1

P Opnq.

pMNq
T
MN “ pNq

T
M

T
M

loomoon

“In

N “ N
T
N “ In ùñ MN P Opnq

´

M
´1

¯T
M
´1
“

´

M
T
¯´1

M
´1
“

´

M
´1

¯´1
M
´1
“MM

´1
“ In

�

Proposition 25.
Pour tout M P OnpRq, detpMq P t´1, 1u.

Démonstration. En effet, 1 “ detpInq “ detpMTMq “ detpMT
q detpMq “ detpMq2. �

Proposition-Définition 13. (Groupe spécial orthogonal)
On note :

SOnpRq “ SOpnq “
 

M P MnpRq |M
TM “ In et detpMq “ 1

(

appelé le groupe spécial orthogonal ; c’est un sous-groupe du groupe orthogonal (appelé aussi
sous-groupe des rotations).

Démonstration. Produit et inverse de matrices de Opnq de déterminants 1 sont aussi de déterminant 1. �

Remarque. Les matrices de SOpnq sont appelées les matrices de rotation.

Remarque. Notons Ci la i-ème colonne d’une matrice carrée M . La matrice MTM a pour coefficient
ligne i colonne j le produit scalaire scalaire usuel CT

i Cj de ses colonnes Ci et Cj . Ainsi une matrice
orthogonale est une matrice dont les matrices colonnes forment une famille orthonormale (et donc une
base orthonormale) pour le produit scalaire usuel.

Puisqu’un automorphisme orthogonal (isométrie vectorielle) est caractérisé par le fait d’envoyer une
base orthonormale sur une base orthonormale, sans surprise vu la remarque précédente, les isométries
vectorielles sont caractérisées par le fait d’avoir une matrice orthogonale pour matrice dans une base
orthonormale.

Théorème 26. (Caractérisation matricielle des isométries vectorielles)
Soit E un espace vectoriel euclidien et u P L pEq. Les propositions suivantes sont équivalentes.

(i) u P OpEq
(ii) il existe une base orthonormale B de E telle que la matrice M “ MatBpuq est une matrice

orthogonale.
(iii) pour toute base orthonormale B de E, la matrice M “ MatBpuq est une matrice orthogo-

nale.
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Démonstration. Comme deja remarqué (remarque page 9), si B “ pe1, ¨ ¨ ¨ , enq est une base orthonormale de E et u P L pEq

a pour matrice dans B, M “ pai,jq “ MatBpuq, alors pour tout pi, jq P J1, nK2, ai,j est la i-ième coordonnée de u pejq dans B et
donc ai,j “ xei | u pejqy.

piiiq ùñ piiq est évident.

piq ùñ piiiq. Soit u P OpEq ; u est inversible et d’après la remarque précédente : MT
“ pxej | u peiqyqi,j et M´1

“
`@

ei | u
´1
pejq

D˘

i,j
; or en composant par u :

@pi, jq P rr1, nss
2
,
A

ei | u
´1
pejq

E

“
u˝
xu peiq | ejy ùñ M

´1
“M

T

Donc la matrice de u est orthogonale dans toute base orthonormée.

piiq ùñ piq. Soit M “ MatBpuq orthogonale dans une base orthonormée B “ pe1, ¨ ¨ ¨ , enq de E : M´1
“ MT. Donc pour tout

pi, jq P J1, nK2
@

ei | u
´1
pejq

D

“ xu peiq | ejy.

Soient x “
ř

i xi ¨ ei et y “
ř

j yi ¨ ej quelconques dans E. Par bilinéarité :

A

x | u
´1
pyq

E

“

A

n
ÿ

i“1

xi ¨ ei

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

yj ¨ u
´1
pejq

E

“

n
ÿ

i“1

n
ÿ

j“1

xiyj

A

ei | u
´1
pejq

E

“

A

n
ÿ

i“1

xi ¨ upeiq
ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

j“1

yj ¨ ej

E

“ xupxq | yy

En particulier, pour tout px, zq P E2, xupxq | upzqy “
y“upzq

@

x | u´1
pupzqq

D

“ xx | zy. Donc u préserve le produit scalaire, c’est

une isométrie vectorielle. �

Corollaire 27.
‚ Toute isométrie vectorielle u P OpEq a pour déterminant detpuq P t´1, 1u.
‚ Toute matrice orthogonale M P Opnq a pour spectre SppMq Ă t´1, 1u.

Proposition-Définition 14. (Groupe spécial orthogonal SOpEq)
On appelé groupe spécial orthogonal de l’espace euclidien E, noté SOpEq, l’ensemble :

SOpEq “
 

u P OpEq | detpuq “ 1
(

C’est un sous-groupe de OpEq.

Démonstration. Si u, v P SOpEq alors u ˝ v P OpEq, u´1
P OpEq et :

detpu ˝ vq “ detpuq ˆ detpvq “ 1 ; detpu
´1
q “ detpuq

´1
“ 1.

�

2.3. Application : orientation d’un espace vectoriel réel.

Rappelons que si E est un K-espace vectoriel de dimension n ě 1, et B “ pe1, ¨ ¨ ¨ , enq est une base
de E, pour tout famille B1 “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq P E

n, le déterminant dans la base B de la famille B1, noté
detBpB1q est le déterminant de la matrice des coordonnées des vecteurs xi de la famille dans la base B.
On aura alors que B1 “ px1, ¨ ¨ ¨ , xnq est une base de E si et seulement si detBpB1q ­“ 0.

Définition 15. (Orientation d’un espace vectoriel réel)
Soit E un espace vectoriel sur R de dimension n ě 1, et B “ pe1, ¨ ¨ ¨ , enq une base de E. Orienter
E, c’est choisir l’un des deux ensembles

!

B1 P En | detB pB1q ą 0
)

ou
!

B1 P En | detB pB1q ă 0
)

appelés respectivement ensemble des bases directes, et ensemble des bases indirectes.

Remarque. Ainsi le choix d’une base scinde les bases en deux catégories, les bases directes et les bases
indirectes. Après un tel choix, l’espace vectoriel est dit orienté.

Dans le cas de bases orthonormales :

Théorème 28. (Image d’une b.o.n. par une isométrie vectorielle)
L’image d’une base orthonormale directe par une isométrie vectorielle de déterminant 1 est une
b.o.n. directe et par une isométrie vectorielle de déterminant ´1 est une b.o.n. indirecte.
(Il s’agit même d’une caractérisation des isométries vectorielles et de leur déterminant.)

Démonstration. L’image d’une base orthonormale par une isométrie vectorielle est une base orthonormale (théorème 22). De
plus pour B “ pe1, . . . , enq une base, ici orthonormale directe, et B1 “ upBq “ pupe1q, . . . , upenqq alors : PBÑB1 “ MatBpuq et
donc B1 est orthonormale et directe si detpuq ą 0, indirecte si detpuq ă 0, c’est-à-dire selon que detpuq “ 1 ou detpuq “ ´1
(corollaire 27). �
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Théorème 29. (Changement de bases orthonormales directes)
Soit E un espace vectoriel euclidien orienté de dimension n P N˚,B une base orthonormale
directe de E, et B1 une famille de n vecteurs de E. Alors

‚ B1 est une base orthonormale de E si et seulement si MatB pB1q P OnpRq.
‚ B1 est une base orthonormale directe de E si et seulement si MatB pB1q P SOnpRq.

Démonstration. Soit u P L pEq l’endomorphisme qui envoie les vecteur de B sur les vecteurs de B1. D’après le théorème 22,
B1 est une base orthonormale si et seulement si u P OpEq, et d’après le théorème 26 si et seulement si MatBpuq P OnpRq. Or
par définition MatBpuq “ MatBÑB1 “ MatBpB1q. De plus B1 sera orthonormé directe, ssi detpMatBpB1qq ą 0, c’est à dire ssi
MatBpB1q P SOnpRq. �

2.4. Endormorphismes symétriques.

Définition 16. Endomorphisme symétrique ou autoadjoint
Soit E un espace vectoriel euclidien et u P L pEq.
On dit que u est un endomorphisme autoadjoint, ou symétrique, de E lorsque :

@px, yq P E2, xx | upyqy “ xupxq | yy .

L’ensemble des endomorphismes autoadjoints de E est noté S pEq.

Exemples.

‚ idE et ´idE sont autoadjoints dans l’espace euclidien E. Il en est de même des homothéties λ ¨ idE .

‚ Les symétries orthogonales sont autoadjointes. En effet puisque ce sont des isométries vectorielles :
@px, yq P E2, xx | spyqy “

@

spxq | s2pyq
D

“ xspxq | yy

puisque s ˝ s “ idE .

‚ Les projections orthogonales ne sont pas en général des isométries vectorielles (puisque en général
ker p ­“ tOEu). Ce sont par contre des endomorphismes autoadjoints : de p “ 1

2 ps ` idEq où s est
la symétrie orthogonale associée, on déduit que p est combinaison linéaire de deux endomorphismes
autoadjoints, et le résultat découle de la proposition suivante.

Proposition 30. Soit E un espace vectoriel euclidien, l’ensemble des endomorphismes sy-
métriques de E, S pEq, est un sous-espace vectoriel de L pEq

Démonstration. L’endomorphisme nul OL pEq est autoadjoint puisque pour tout px, yq P E2 :
@

x | OL pEqpyq
D

“ xx | OEy “ 0 “ xOE | yy “
@

OL pEqpxq | y
D

Pour tout pu, vq P S pEq2 et λ P R, et pour tout px, yq P E2 par bilinéarité :

xx | pλ ¨ u` vqpyqy “ xx | λ ¨ upyq ` vpyqy “ λ xx | upyqy ` xx | vpyqy “ λ xupxq | yy ` xvpxq | yy “ xpλ ¨ u` vqpxq | yy

donc λ ¨ u` v P S pEq. �

Exercice 3. Soient u, v P S pEq ; montrer que u ˝ v est autoadjoint si et seulement si u et v
commutent.

Résolution.
Soient u, v P S pEq et soient px, yq P E2 :
(1) xx | u ˝ vpyqy “ xupxq | vpyqy “ xv ˝ upxq | yy

Ainsi si u et v commutent, alors u ˝ v P S pEq.
Réciproquement, u ˝ v P S pEq ssi @px, yq P E2 :

xu ˝ vpxq | yy “ xv ˝ upxq | yy ðñ xu ˝ vpxq ´ v ˝ upxq | yy “ 0

En particulier pour y “ u ˝ vpxq ´ v ˝ upxq :
ùñ }u ˝ vpxq ´ v ˝ upxq}2 “ 0 ùñ u ˝ vpxq “ v ˝ upxq

puisque c’est vrai pour tout x P E, u et v commutent.
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Théorème 31. (Caractérisation des projections/symétries orthogonales )
Soit E un espace vectoriel euclidien et p un projecteur de E. Alors p est un projecteur orthogonal
si et seulement si il est symétrique.
De même, une symétrie s est orthogonale (c’est à dire de F parallèlement à FK) si et seulement
si c’est un endomorphisme symétrique.

Démonstration. On a déjà traité en exemple la preuve du sens direct
�� ��ñ .�� ��ð Supposons que p soit un projecteur autoadjoint. Alors pour tout x P Im ppq et y P kerppq :

xx | yy “ xppxq | yy “ xx | ppyqy “ xx | OEy “ 0

donc Im ppq et kerppq sont orthogonaux : p est une projection orthogonale.

Si s est une symétrie autoadjointe, alors son projecteur associé p “ 1
2 ps ` idEq est autoadjoint comme combinaison linéaire

d’endomorphismes autoadjoints. Ainsi, d’après ce qui précéde Im ppq
K
‘ kerppq et donc s est une symétrie orthogonale (de Im ppq

parallèlement à kerppq). �

Parmi les symétries orthogonales on distingue les réflexions.

Définition 17. (Réflexions)
Une réflexion d’un espace euclidien E est une symétrie orthogonale par rapport à un hyperplan,
c’est à dire un sev de dimension dimpEq ´ 1.

Les endomorphismes autoadjoints sont ceux dont la matrice dans une base orthonormale est symétrique.

Théorème 32. (Endomorphismes autoadjoints et matrices symétriques)
Soit E un espace euclidien et u P L pEq : les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) u est un endomorphisme autoadjoint.
(ii) Il existe une base orthonormale B de E telle que MatBpuq est symétrique.
(iii) Pour toute base orthonormale B de E, MatBpuq est symétrique.

Démonstration. On rappelle que si B “ pe1, ¨ ¨ ¨ , enq est une base orthonormale de E, u P L pEq et MatBpuq “ A “ pai,jq,
alors pour tout pi, jq P J1, nK2, ai,j est la i-ième coordonnée de u pejq dans B et donc ai,j “ xei | u pejqy.
Ainsi

u est autoadjoint ðñ @px, yq P E
2
, xx | upyqy “ xupxq | yy

ðñ @pi, jq P J1, nK2 xei | u pejqy “ xu peiq | ejy par bilinéarité car B base

ðñ @pi, jq P J1, nK2 xei | u pejqy “ xej | u peiqy par symétrie

ðñ @pi, jq P J1, nK2 ai,j “ aj,i

ðñ A est symétrique.

�

Remarques.
‚ En considérant pour B une base orthonormale de E, l’isomorphisme

ϕB :

"

S pEq ÝÑ SnpRq
u ÞÝÑ MatB u

on en déduit que la dimension de S pEq vaut npn`1q
2 .

‚ SoitM une matrice symétrique,M P SnpRq. L’endomorphisme canonique de Matn,1pRq : X ÞÝÑ MX
est autoadjoint pour la structure euclidienne usuelle de Matn,1pRq. En effet soient pX,Y q P Matn,1pRq :

xX |MY y “ tr
`

XTMY
˘

“ tr
`

XTMTY
˘

“ tr
`

pMXqTY
˘

“ xMX | Y y .

2.5. Réduction des endomorphismes symétriques.

Proposition 33. (Sous-espaces propres orthogonaux)
Soit E un espace vectoriel euclidien et u un endomorphisme autoadjoint de E.
‚ Si F est un sous-espace stable par u alors FK est aussi stable par u et l’endomorphisme

induit uF P L pF q est aussi autoadjoint ; uF P S pF q.
‚ Les sous-espaces propres de u sont deux à deux orthogonaux.
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Démonstration. Soit x P FK alors pour tout f P F , xupxq | fy “ xx | upfqy “ 0 donc upxq P FK et bien sur uF P S pF q.

Soient x P Eλpuq et y P Eµpuq ; upxq “ λx et upyq “ µy et donc xupxq | yy “ λ xx | yy “ µ xx | yy par bilinéarité. Donc si λ ‰ µ
alors xx | yy “ 0 ; et puisque c’est vrai pour tout px, yq P Eλpuq ˆ Eµpuq, alors Eλpuq K Eµpuq. �

Le résultat suivant est très important :

Théorème 34. (Théorème spectral)
Soit E un espace euclidien et u un endomorphisme autoadjoint de E.
Alors u est diagonalisable dans une base orthonormale de vecteurs propres.

Démonstration. (Non exigible).

Par récurrence forte sur dimE “ n.

(I) Si n “ 1 c’est clair.

(H) Supposons l’assertion vraie dans tout sous-espace de dimension ă n. Soit E de dimension n et u un endomorphisme
autoadjoint de E.

Soit M une représentation matricielle de u dans une b.o.n. de E et soit λ une valeur propre éventuellement complexe de M
associé à un vecteur propre X “ pxiqi“1...n P Matn,1pCq.
On a XT

MX est une matrice p1, 1q (un scalaire) :

X
T
MX “ X

T
λ ¨X “ λX

T
X “ λ ¨

n
ÿ

i“1

|xi|
2

elle est donc égale à sa transposée :

X
T
MX “

´

X
T
MX

¯T
“ X

T
M

T
X “ X

T
MX

puisque M est symétrique. Or M étant réelle λ est une valeur propre associée à X ssi λ est une valeur propre associée à X :

MX “ λX ðñ MX “ λX ðñ MX “ λX ðñ MX “ λX

puisque somme et produit de conjugués sont les conjugués des somme et produit. Ainsi :

λ ¨
n
ÿ

i“1

|xi|
2
“ X

T
MX “ X

T
MX “ λ ¨

n
ÿ

i“1

|xi|
2

et donc puisque X ­“ On,1,
řn
k“1 |xk|

2
­“ 0, et donc λ “ λ. Ainsi la valeur propre λ est réelle. Le sous-espace propre Eλpuq est

stable par u, et d’après la proposition 33 son orthogonal EλpuqK est aussi stable par u et l’endomorphisme induit uEλpuqK est
aussi autoadjoint.
On considère alors une base orthonormée de Eλpuq que l’on complète en une base de E grâce à une base orthonormée de vecteurs
propres dans EλpuqK donnés par l’hypothèse de récurrence (puisque dimuEλpuqK

ă n). On construit ainsi une base orthonormée
constituée de vecteurs propres de u ; u est diagonalisable dans une base orthonormée. �

Reformulons matriciellement ces résultats : puisque la matrice d’un endomorphisme autoadjoint est
dans une base orthonormale, symétrique, ils se reformulent pour les matrices symétriques réelles. Dans
la suite on se donne MnpRq muni de sa structure euclidienne classique :

@M,M 1 P MnpRq,
@

M |M 1
D

“ trpMTM 1q

et on désigne par SnpRq le sev des matrices symétriques réelles.

Proposition 35. (Sous-espaces propres orthogonaux)
Soit A P SnpRq ; les sous-espaces propres de la matrice A sont deux à deux orthogonaux.

Démonstration. Puisque A est symétrique, l’endomorphisme u : X ÞÝÑ AX de Mn,1pRq est autoadjoint comme deja remarqué ;
Or ses éléments propres sont ceux de la matrice A. Le résultat découle donc de la proposition 33. �

Théorème 36. (Théorème spectral : formulation matricielle)
Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable avec pour matrice de passage une matrice
orthogonale, c’est-à-dire que :
Pour tout M P SnpRq, il existe P P OnpRq et D P MnpRq diagonale, telles que

P´1MP “ PTMP “ D.

Démonstration. On considère encore l’endomorphisme u : X ÞÝÑ MX de Matn,1pRq ; il est autoadjoint puisque M est
symétrique réelle, et ses éléments propres sont ceux de la matrice M . D’après le théorème spectral, M est diagonalisable
dans une base orthonormale de vecteurs propres ; la matrice de passage correspondante est celle dans la base canonique, qui
est orthonormale pour le produit scalaire usuel, d’une famille orthonormale, c’est donc d’après le théorème 29 une matrice
orthogonale. �

Remarque. Ce résultat est en défaut pour les matrices symétriques complexes. Par exemple :

M “

ˆ

1 i
i ´1

˙

a pour polynôme caractéristique χM pXq “ X2

et n’est donc pas diagonalisable (autrement elle serait semblable à la matrice nulle).
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2.6. Endomorphismes/matrices symétriques positifs, définis positifs.

Définition 18. (Endomorphisme autoadjoint positif, défini positif)
Un endomorphisme autoadjoint u P S pEq d’une espace euclidien E est dit :
‚ positif si @x P E, xx | upxqy ě 0.

‚ défini positif si @x P E r tOEu, xx | upxqy ą 0.
L’ensemble des endomorphimes :
‚ positifs est noté S `pEq,
‚ définis positifs est noté S ``pEq.

Matriciellement, la définition se reformule pour les matrices symétriques :

Définition 19. (Matrice symétrique positive, définie positive)
Une matrice symétrique M P SnpRq est dite :

‚ positive si @X P Mn,1pRq, X
TMX ě 0.

‚ définie positive si @X P EMn,1pRqr tOnu, XTMX ą 0.
L’ensemble des matrices :
‚ positives est noté S `

n pRq,
‚ définies positives est noté S ``

n pRq.

Remarques.
‚ Un endomorphisme autoadjoint défini positif définit un produit scalaire sur E :

px, yq ÞÝÑ xx | upyqy

puisque l’application est :
– bilinéaire, par bilinéarité de x¨ | ¨y et linéarité de u,
– symétrique, par symétrie de x¨ | ¨y et car u et autoadjoint :

xx | upyqy “ xupyq | xy “ xy | upxqy

– définie positive par défini positivité de u.
‚ Une matrice symétrique définie positive définit un produit scalaire sur Mn,1pRq :

pX,Y q ÞÝÑ XTMY

puisque l’application est :
– bilinéaire, par bilinéarité de pX,Y q ÞÝÑ XTY et linéarité de Y ÞÝÑMY ,
– symétrique, par symétrie de pX,Y q ÞÝÑ XTY et car M et symétrique :

XTMY “ pMY qTX “ Y TMTX “ Y TMX

– définie positive par défini positivité de M .

Avec le théorème spectral, les endomorphismes/matrices positifs/défini positifs sont caractérisés par
leurs valeurs propres :

Théorème 37. (Caractérisation de la positivité/définie positivité)
‚ Un endomorphisme autoadjoint est :
– positif ssi ses valeurs propres sont positives,
– défini positif ssi ses valeurs propres sont strictement positives.
‚ Une matrice symétrique est :
– positive ssi ses valeurs propres sont positives,
– définie positive ssi ses valeurs propres sont strictement positives.

Démonstration. Pour un endomorphisme autoadjoint u P S pEq : d’après le théorème spectral, u est diagonalisable dans une
base orthonormale B “ pe1, . . . , enq de vecteurs propres. Soit x P E, x “ x1 ¨ e1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnen, en notant λ1, . . . , λn les valeurs
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propres associées (éventuellement avec répétition) :

xx | upxqy “ xx1 ¨ e1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnen | upx1 ¨ e1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnenqy “ xx1 ¨ e1 ` ¨ ¨ ¨ ` xnen | λ1 ¨ x1 ¨ e1 ` ¨ ¨ ¨ ` λn ¨ xnenqy “
n
ÿ

i“1

λix
2
i

et donc :
@x P E, xx | upxqy ě 0 ðñ @i P rr1, nss, λi ě 0

@x P E r tOEu, xx | upxqy ą 0 ðñ @i P rr1, nss, λi ą 0

Pour une matrice symétrique M , l’argument est identique en considérant l’endomorphisme X ÞÝÑMX de Mn,1pRq et le produit
scalaire usuel pX,Y q ÞÝÑ XTY de Mn,1pRq. �

2.7. Classification des isométries du plan euclidien.
On se place dans l’espace euclidien orienté E de dimension 2. Soit B une base orthonormale directe,
u une isométrie vectorielle de E, et M “ MatBpuq. La matrice M est orthogonale d’après le théorème
26. Ainsi :

M “

ˆ

a a1

b b1

˙

avec a2 ` b2 “ a12 ` b12 “ 1 et aa1 ` bb1 “ 0

D’après la première égalité il existe θ, θ1 P s ´ π, πs tels que :

M “

ˆ

cos θ cos θ1

sin θ sin θ1

˙

Pour cela :
θ “

"

Arccospaq si b ě 0
´Arccospaq si b ă 0

et θ1 “

"

Arccospa1q si b1 ě 0
´Arccospa1q si b1 ă 0

La deuxième égalité devient alors :
cos θ cos θ1 ` sin θ sin θ1 “ cospθ ´ θ1q “ 0

D’où :
θ ´ θ1 ” ˘

π

2
r2πs ðñ θ1 ” θ ` ε ¨

π

2
r2πs avec ε “ ˘1

Or :

cos θ1 “ cos
´

θ ` ε ¨
π

2

¯

“ ´ε ¨ sin θ

sin θ1 “ sin
´

θ ` ε ¨
π

2

¯

“ ε ¨ cos θ

d’où :
M “

ˆ

cos θ ´ε sin θ
sin θ ε cos θ

˙

ùñ detpMq “ ε cos2 θ ` ε sin2 θ “ ε

et réciproquement une telle matrice est orthogonale.
On obtient :

Proposition 38.
Soit M P M2pRq alors :
‚ M P SO2pRq ssi il existe θ P R tel que :

M “

ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙

‚ M P O2pRqr SO2pRq ssi il existe θ P R tel que :

M “

ˆ

cos θ sin θ
sin θ ´ cos θ

˙

2.7.1. Rotations.

Définition 20. (Rotations)
Pour tout θ P R, la matrice :

Mpθq “

ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙

P SO2pRq

est appelée matrice de rotation d’angle θ. L’endomorphisme u P SOpEq de matrice MatBpuq “
Mpθq est appelé rotation d’angle θ.
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En effet, dans le plan rapporté à un repère orthonormé direct pO,ÝÑi ,ÝÑj q, considérons la rotation Rθ

de centre l’origine et d’angle θ : pour un point M
ˆ

x
y

˙

du plan :

r “ OM p
ÝÑ
i ,
ÝÝÑ
OMq ” α r2πs i.e. ÝÝÑ

OM “ x ¨
ÝÑ
i ` y ¨

ÝÑ
j

“ r ¨ pcosα ¨
ÝÑ
i ` sinα ¨

ÝÑ
j q

son image RθpMq “M 1

ˆ

x1

y1

˙

vérifie :

r “ OM 1 p
ÝÑ
i ,
ÝÝÝÑ
OM 1q ” α` θ r2πs i.e.

ÝÝÝÑ
OM 1 “ x1 ¨

ÝÑ
i ` y1 ¨

ÝÑ
j

“ r ¨ pcospα` θq ¨
ÝÑ
i ` sinpα` θq ¨

ÝÑ
j q

M

M ′

−→
j α

θ

O −→
i

Les coordonnées de M 1 s’obtiennent de celles de M par :
x1 “ r ¨ cospα` θq “ r cosα cos θ ´ r sinα sin θ “ x cos θ ´ y sin θ

y1 “ r ¨ sinpα` θq “ r sinα cos θ ` r cosα sin θ “ x sin θ ` y cos θ

soit :
ˆ

x1

y1

˙

“

ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙

ˆ

ˆ

x
y

˙

La composée de deux rotations est une rotation ; matriciellement on obtient :

Proposition 39. (Composée de deux rotations)
Soient pθ1, θ2q P R2 ; on a :

Mpθ1q ˆMpθ2q “Mpθ1 ` θ2q

En particulier deux matrices de rotations commutent entre elles.

Démonstration. Découle immédiatement par produit matriciel du développement du cos et du sin d’une somme :
ˆ

cos θ1 ´ sin θ1
sin θ1 cos θ1

˙

ˆ

ˆ

cos θ2 ´ sin θ2
sin θ2 cos θ2

˙

“

ˆ

cos θ1 cos θ2 ´ sin θ1 sin θ2 ´ cos θ1 sin θ2 ´ sin θ1 cos θ2
sin θ1 cos θ2 ` cos θ1 sin θ2 cos θ1 cos θ2 ´ sin θ1 sin θ2

˙

“

ˆ

cospθ1 ` θ2q ´ sinpθ1 ` θ2q
sinpθ1 ` θ2q cospθ1 ` θ2q

˙

�

Remarque. En particulier l’inverse de Mpθq est Mpθq´1 “Mp´θq puisque Mp0q “ I2.

Corollaire 40.
Mpθq´1 “Mp´θq

La notion d’angle orienté entre deux vecteurs non nuls de l’espace euclidien orienté R2 peut être
défini à l’aide des rotations.

Proposition-Définition 21. (Angle orienté entre deux vecteurs de R2)
Soient x, y deux vecteurs non nuls de l’espace euclidien orienté pR2, x¨ | ¨yq. Il existe une unique
isométrie vectorielle u P SOpEq qui envoie x

}x} sur y
}y} .

Si sa matrice dans une base orthonormée directe est Mpθq, θ est la mesure de l’angle orienté
entre les vecteurs x et y ; il est défini modulo 2π.

Démonstration. Puisque Vectpxq et Vectpyq sont des sev de dimension 1 dans un ev de dimension 2, leur orthogonal est de
dimension 1 ; ainsi il existe un unique vecteur x1 P VectpxqK et un unique vecteur y1 P VectpyqK tels que B “

´

x
}x} , x

1
¯

et

B1 “
´

y
}y} , y

1
¯

soient des bases orthonormées directes de R2. D’après le théorème 29 la matrice de passage de B à B1 est dans
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SO2pRq, c’est donc la matrice dans la base B d’une isométrie vectorielle u P SOpEq qui envoie la base
´

x
}u} , x

1
¯

terme à terme

sur
´

y
}y} , y

1
¯

; d’où l’existence. Et puisqu’un endomorphisme est caractérisé par son image d’une base, c’est le seul qui envoie B
sur B1. Pour l’unicité, une isométrie vectorielle qui envoit x

}x} sur y
}y} envoie aussi VectpxqK sur VectpyqK, et si elle directe, x1

sur y1, soit B sur B1. �

2.7.2. Réflexions.

Proposition 41. (Réflexions)
Notons B “ pe1, e2q et soit u P OpEqr SOpEq ; il existe θ P R tel que :

MatBpuq “

ˆ

cos θ sin θ
sin θ ´ cos θ

˙

L’endomorphisme u est la réflexion par rapport à la droite vectorielle Vectpeθq avec

eθ “ cos
θ

2
¨ e1 ` sin

θ

2
¨ e2

Démonstration. Calculons son polynôme caractéristique :

χupXq “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

X ´ cos θ ´ sin θ
´ sin θ X ` cos θ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ X
2
´ cos

2
θ ´ sin

2
θ “ X

2
´ 1 ùñ Sppuq “ t´1, 1u

Donc u est une réflexion par rapport à son sous-espace propre E1puq, qu’il suffit de déterminer ; E1puq est de dimension 1. Or
eθ “ cos θ2 ¨ e1 ` sin θ

2 ¨ e2 en est vecteur propre puisque :

upeθq “ pcos θ cos
θ

2
` sin θ sin

θ

2
q ¨ e1 ` psin θ cos

θ

2
´ cos θ sin

θ

2
q ¨ e2

“ cos

ˆ

θ ´
θ

2

˙

¨ e1 ` sin

ˆ

θ ´
θ

2

˙

¨ e2

“ cos
θ

2
¨ e1 ` sin

θ

2
¨ e2 “ eθ

Ainsi E1puq “ Vectpeθq. �

Exercice 4. Notons Rpθq la matrice de rotation θ ; Rpθq P SO2pRq.
(1) Montrer que pour tout P P O2pRq,

P´1RpθqP “ Rp˘θq.

(2) Montrer si P P SO2pRq, alors P´1RpθqP “ Rpθq.
(3) Montrer que si P P O2pRqr SO2pRq alors P´1RpθqP “ Rp´θq.

´

Indication : remarquer que P s’écrit alors Rpθ1q ˆ
ˆ

1 0
0 ´1

˙

.
¯

Résolution.
1. On a P´1RpθqP P O2pRq et detpP´1RpθqP q “ detpP q´1 detpRpθqqdetpP q “ detpRpθqq “ 1 ;
ainsi c’est une matrice de rotation Rpθ1q. Puisque la trace est un invariant de similitude, on obtient
2 cos θ1 “ 2 cos θ, soit cos θ1 “ cos θ. Ainsi θ1 ” ˘θ r2πs.

2. Si P P SO2pRq, alors c’est une matrice de rotation, elle commute donc avec Rpθq. Ainsi
P´1RpθqP “ Rpθq.

3. Si P P O2pRqr SO2pRq alors il existe θ1 P R tel que :

P “

ˆ

cos θ1 sin θ1

sin θ1 ´ cos θ1

˙

“

ˆ

cos θ1 ´ sin θ1

sin θ1 cos θ1

˙

ˆ

ˆ

1 0
0 ´1

˙

“ Rpθ1q ˆ

ˆ

1 0
0 ´1

˙

En particulier :

P´1 “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

ˆRp´θ1q

et donc :

P´1RpθqP “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

ˆRp´θ1q ˆRpθq ˆRpθ1q ˆ

ˆ

1 0
0 ´1

˙
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“

ˆ

1 0
0 ´1

˙

ˆ

ˆ

cos θ ´ sin θ
sin θ cos θ

˙

ˆ

ˆ

1 0
0 ´1

˙

“

ˆ

1 0
0 ´1

˙

ˆ

ˆ

cos θ sin θ
sin θ ´ cos θ

˙

“

ˆ

cos θ sin θ
´ sin θ cos θ

˙

“

ˆ

cosp´θq ´ sinp´θq
sinp´θq cosp´θq

˙

“ Rp´θq
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