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Dans tout ce chapitre, I, J désignent des intervalles d’intérieurs non vides (c’est & dire non vides et
non réduits a un point et K désigne R ou C.

Nous nous intéressons a des intégrales de fonctions dépendant d’un paramétre, qui peut étre :
—entier, f, :t+— fo(t),neN

—ouréel, f: (z,t) — f(x,t), z€R.

Dans les deux cas nous nous intéressons aux probléme de convergence :

— Convergence de la suite numérique (§; f,(t)dt) ,

— Convergence de la série numérique Y} § fu(t),

~ La fonction 2 — §, f(x,t)dt est-elle bien définie?

Dans le cas d’'un paramétre réel, nous nous intéressons en outre a la continuité, dérivabilité, régularité
(%), limites aux bornes, de la fonction réelle x — §; f(x,t)dt.

Les résultats de ce chapitre sont importants; mais les preuves seront pour les plus fondamentaux
admises, et pour toutes non-exigibles. Aussi il convient de lire avec attention les exemples et contre-
exemples pour bien comprendre 'importance de leurs hypothéses.

1. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS INTEGRABLES

1.1. Suites de fonctions intégrables.

( - . . . \
DEFINITION 1. (Convergence simple d’une suite de fonctions)

o Un suite de fonctions (fn)nen sur un intervalle J, est la donnée pour tout n € N d’une appli-

cation f, : J — K ; autrement dit, c’est une suite a valeurs dans K”.
e On dit que la suite de fonction (f,), converge simplement vers f : J — K si pour tout t € J,
la suite numérique (fy,(t))n converge vers le scalaire f(t). Autrement dit :

fn — f <= VteJ, Ve>0,IngeN,VneN, n=ny = |fn(t) — f(¥)| <e.

n—+0o0

Exemple. La suite de fonctions (f,,), ou
fn:[0,1] — R
t — "
converge simplement vers :
f:[0,1] — R
0 si0<t<l1
T {1 sit=1 1
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Nous avons étudié dans un précédent chapitre la convergence de suites et séries de fonctions, et les
propriétés conservées par passage a la limite (visiblement, sur cet exemple, la continuité n’est pas en
général conservée).

Qu’en est-il de la conservation de 'intégrabilité par passage a la limite ? Si une suite (f,), de fonction
continues par morceaux et intégrables converge vers une fonction f continue par morceaux, sa limite
f est-elle aussi intégrable 7 En général la réponse est non, comme le montre ’exemple suivant :

Exemples.
e Cas ou l'intégrabilité n’est pas conservée a la limite.
Pour tout n € N*, on pose :

Alors pour tout n € N*| S(l) fn converge, comme intégrale de référence (Riemann en 07). Et la suite
(fn) converge simplement vers f :]0,1] — R d’expression f(t) = 1 ; et S(l) f diverge.
e Cas ou l'intégrabilité est conservée a la limite.

Pour tout n € N*, on pose :
gn:]0,1] — R

—

1
PR

(vi)
Alors pour tout n € N*| S(l) gn converge, comme intégrale de référence (Riemann en 0%). Et la suite

(gn) converge simplement vers g :]0,1] — R d’expression g(t) = ﬁ ;et Sé g converge. De plus :

! L ek | om
0 0 t272n a—0t (5 —+ %) " n-+1

fl g(t)dt = f L~ tim [2\/,?]: —9

0 0 Vit a—0*
1

= lim gn(t)dt = J‘1 lim g, (t)dt = fl g(t)dt

n—+0o0 0 0 n—+00 0

Le méme résultat survient sur ’exemple ci-dessus de la suite des f,(t) = ™ sur le segment [0, 1].

Le résultat essentiel quant & la conservation de l'intégrabilité pour la limite d’une suite de fonctions
est le théoréme de convergence dominée. C’est un résultat fondamental de la théorie de I'intégration
de Lebesgue (qui généralise celle de Riemann), et nous serons contraint de 'admettre.

Il donne aussi la convergence de la suite numérique (S 7 f”)n par interversion des symboles lim et §.

e N
THEOREME 1. (de convergence dominée)

Soit J un intervalle non-vide et non réduit a un point. Soit (fy),cn une suite de fonctions de
Cpm (J,K), convergeant simplement vers une fonction f € €pm(J,K). S’il existe ¢ une fonction
de Gpm(J,R), intégrable sur J, telle que :

VneN, Vte J, |fn(t)] < o(t) (hypothese de domination)

alors pour tout n € N, f,, est intégrable sur J, f est intégrable sur J et :

f= | (dim s ) = tim |
J J " 0 Yy

\. J

Démonstration. (Non exigible. Admis pour ’essentiel.)

Remarquons que l’intégrabilité des f,, découle immédiatement des hypothéses de continuité par morceaux et de domination :
par comparaison avec la fonction ¢ intégrable sur J, pour tout n € N f,, est intégrable sur J.

Par passage & la limite (n — +00) dans 'inégalité de domination, pour tout t € J, |f(t)| < ¢(t), et donc 'intégrabilité de f sur
J en découle par le méme argument.

Ce qu’il reste a montrer c’est 'interversion des symboles lim,,_, 1« et SJ, c’est-a-dire : S,/ lim f,, = lim S‘] fn. Nous "admettrons.

Remarques.
e Bien str ¢ sera positive et continue par morceaux (car intégrable).

e C’est 'hypothése de domination qui est la plus importante ; les trois autres (convergence simple de
(fn) vers f, continuité par morceaux des f, et de f) sont naturelles pour que I’énoncé ait un sens.
Jean-Philippe Préaux 2
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e Attention & bien vérifier que la limite f soit continue par morceaux; en effet il existe des suites de
fonctions continues par morceaux qui convergent simplement vers une fonction f qui n’est pas continue
par morceaux.

Exemples.
+0o0 dt
e Pour tout n € N, on pose I,, = ————— . Déterminons lim [, 4 I’aide du théoréme de
L (14 nt)(1 +1¢2) n=>+00
convergence dominée.
1

— Pour tout n € N la fonction f, : ¢ est continue sur R,.

T W)+ 2)
—Pour tout n e N, f,,(0) =1 = 1; pour tout ¢t > 0, (1+nt) 7, T et donc limy,—, 4o, fn(t) =0;
n—+0o n—+0o

ainsi la suite de fonctions (f,,), converge simplement vers la fonction :
f: R+ —_— R

. 1 sit=0
0 sit>0

qui est continue par morceaux.
1
— Hypothése de domination : pour tout n € N, puisque (1 +nt) = 1,ona: 0 < f,(t) < 15’ or la

fonction ¢(t) = est intégrable sur R, (par comparaison avec une intégrale de Riemann en +o0

1
1+ t2
et par continuité en 0).

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée : pour tout n € N, f,, est intégrable, ainsi

que sa limite f, et :
+00

lim I, = t)dt =
e Soit f € ¢°(R,R) positive et intégrable sur R. On note pour n € N* :
fm:R — R

2

t o e x f(t)

On a alors pour tout n € N*, f,, est continue sur R comme produit de fonctions continues et (f,),

. L. . . _ 2
converge simplement vers I’application continue f, puisque pour tout te R, e » — % =1.
n—+0o0

2
Hypothése de domination : puisque 0 < e~ <1, ona pour tout ne N0 < fn < f avec f € LY(R,R).
D’aprés le théoréme de convergence dominée, pour tout n € N, f, est intégrable sur R et :

+oo +00
nEIEDOf e~ f(t)dt = f(®)de

—0o0 —0o0
Remarque. Pour 'application du théoréme de convergence dominée, I’hypothése de domination :

Jpe LY(I,R), Yne N, |f,]| < ¢
est cruciale. Vérifions-le sur un exemple.

Exemple. Soit pour n € N*, f,, : [0, 1[— R définie par f,(t) = n?t" 1.
Pour tout n € N*, f,, est intégrable sur [0,1] car elle se prolonge par continuité en 1 (faussement
impropre). Par croissance comparée, pour tout t € [0,1[, f,(t) = n?t""! — 0. Ainsi la suite de

n—+0o0
fonctions (fy,)n>1 converge simplement vers la fonction nulle sur [0, 1] appelons la f; bien sur So =0.
1
f n2t"ldt = [nt"] =n — 400 = lim J fn + lim f,
0 0 n—+00 n—+0o0 o no+®

On vérifie toutes les hypothéses du théoréme de convergence dominée, hormis la domination. On
constate que la conclusion du théoréme est mise en défaut.

1

Exercice 1. Déterminer lim cos(t™)dt.
n— —+00 0

Jean-Philippe Préaux 3
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Résolution.
+00 2
Exemple. Calcul de I'intégrale de Gauss : f e dt = /7.
—©
Notons pour n € N*
fm:R — R
; (1 — %) sit?’<n
0 sit?>n

C’est une application continue sur R.
Fixons t € R. Soit ng = [t?| + 1, pour n > ng, on a :

fn(t) = (1 — i)” = exp (nln (1 — tj)) R et

et donc la suite de fonctions (fy,),, s converge simplement sur R vers f: ¢ — e

Puisque pour tout ¢t €] — 1, 4+00[, In(1 + ¢) < ¢, on a donc pour tout ¢ € ] —\/n, \/ﬁ[,

f)=esp (mn (1-2) ) e = 0
tandis que pour tout t € R\ | — y/n,v/n[, fu(t) = 0 < f(t).

. _ 2 _ 2
Par ailleurs e™? = o(t%) et et = 0(
+00 “0

1
t2

) donc f:t+— e~ est intégrable sur R.
Les hypothéses du théoréme de convergence dominée sont donc réalisées; on a :

— une suite (f,), de fonctions continues (par morceaux),

— convergeant simplement vers une fonction f continue (par morceaux),

— pour tout n e N et t e R, |f.(t)| < f(t) avec f € L'(R,R).

on en déduit :

+00 9 +o0 ﬁ t2 n
—t . .
J e”" dt = lim fa(®)dt = lim <1 - > dt
e}

—o0 n—+w J_ n——+0o0 7\/5

Jean-Philippe Préaux 4
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Calculons I,, = f
—/n

1
J (1 — xQ)W' dz. On calcule Jy = 2 et Vn > 1 par 'IPP :
-1

vn 2\" t
(1 — ) dt. Avec le changement de variables z = T onal, =+/nJ,oul, =
n
u=(1-2)" v =-2nz(1—-22)"!
v =1

n

1 1
— J —2nz? (1 — $2)n_1 r dx = QnJ x? (1 — xQ)n_l
1

Jn = [J: (1 — 3‘2)n] B

1 1
=2n X (f (1—a2*)"'de — J (1—2?)(1— x2)"_1dm)
—1 —1
= 271( Jn—l — Jn)
2n 2.4---2n 227 (n!)2
dould,=——J,q,et], =2¢/n—F+—— =2y/n———.
0 Jn = g v e \/53.5---(2714—1) \/E(Qn—kl)!
On en déduit avec la formule de Stirling :
22n 2n2 —2n
o/ n°"2mwne

(2n+1)(2n + 1)27e=27=1,/2(2n + 1)7
22nn2n

1

-1

I

8

2nme
= 2+4/n X X
v 22rp2n(1 + )20 7 (20 4+ 1)4/2(2n + D)7
e\/m
+o© (1 + %)271

1 1
~ NG puisque (1 + %)2" = exp <2n In (1 + 2)) — e

n n—+00

Cest-a-dire lim I, = /7. On a ainsi montré :

n—+0o0

+00
J e dt = 7 (Intégrale de Gauss).

—Q0

Remarque. Cas d’un intervalle J de longueur finie (par exemple un segment).

On a en particulier le résultat suivant :
p

Soit (fn : J —> K) une suite de fonctions continues par morceauz sur un intervalle I borné
convergeant simplement vers une fonction f elle-méme continue par morceaus.

Si les f,, sont uniformément bornées (i.e. IM = 0, Vn, |fn| < M) (hypothése de domination)

alors :
b b
1= am | 5.

\. J

(En effet toute fonction constante est intégrable sur J).

Dans I’énoncé du théoréme de convergence dominée, l'intervalle d’intégration est fixe. Lorsque 'inter-
valle d’intégration dépend de n, on peut parfois contourner cette restriction, comme le montre 1’exemple
en exercice qui suit.

( R
n t n
Exercice 2. On pose pour n > 1, I,, = f <1 — > et/2dt.
0 n
Pour tout n € N*, on pose 1y ,, la fonction indicatrice de 'intervalle [0,7] et I'on considére :
fo: [0,+0] — R
to— (1= 5" x 1 (1)

(1) Montrer que pour tout n € N*, la fonction f,, est continue par morceaux et intégrable

40
sur [0, +o0[ et que I,, = -
0
(2) Montrer que liIJrrl I, = 2. (On pourra utiliser Vz > —1 = In(1 + z) < z).
n—+0o0
\ J

Jean-Philippe Préaux 5
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Résolution.

1.2. Séries de fonctions.

-
DEFINITION 2. (Convergence simple d’une série de fonctions)

o Une série de fonctions Z fn sur un intervalle J, est définie par la donnée pour tout n € N
neN

d’une application f, : J —> K, appelé son terme général ; autrement dit c’est une série a valeurs
dans K.

o La suite de ses sommes partielles (Sy)nen, est la suite des fonctions :
S,: J — K

t o Su(t) = Zn:fn(t)
k=0

.

Jean-Philippe Préaux 6
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r 2
o La série Z fn converge simplement vers une fonction f : J — K si la suite de fonctions

neN
(Sn)nen converge simplement vers f, c¢’est-a-dire si :

Vte J, Su(z) = ). falt) — f(1)
k=0

n——+00

(en tout t € J, la série numérique Y, _\ fn(t) converge vers le scalaire f(t).)
\ J

Exemple. Sur lintervalle | — 1, 1[, la série de fonctions Z t"™ converge vers la fonction :

keN
f:]1-1,1] — R
1
t -
puisque pour tout ¢t €] — 1,1[, la série géométrique Z t" converge vers le réel
keN -
e 2

THEOREME 2. (Théoréme d’intégration terme a terme)

Soit Z fn une série de fonctions de €pm(J,K), convergeant simplement vers f € €pm(J,K),

neN

telle que Vn € N, f,, est intégrable sur J. Si la série numérique a termes positifs Z f | fn] est
J

neN
convergente, alors f est intégrable sur J. Dans ce cas, on a :

=5 (En)-E 1

- J

Démonstration. Admis. |

Exemple. Soit pour n € N*,

fn:{ ]1,;00[ —R,

t"2+1
‘1s L . 1
On considére la série de fonctions Z fnit— Z rErg
neN* neN*
Fixons ¢t > 1. Comme :
fapa(t) _ vttt 0
fa(t) T (41241 T yn242n42 T 2041 n—>—+)oo

on déduit (critére de d’Alembert) que la série numérique Y} s fn(t) converge, c’est-a-dire que la série

de fonctions Y _\« fn converge simplement sur |1, +oo|.
Notons f sa somme Vz > 1, f(z) = :fl W\%
pour tout a > 1 donc f est continue sur |1, +0oo].

Pour tout n € N*, f,, est positive, intégrable sur |1, +o0[ de somme

eodr I R
N T

400 2
1
Enfin, la série de Riemann 2 J |fnl = Z — est convergente (de somme 7T—) On en déduit
1 n 6

neN* neN*
du théoréme d’intégration terme a terme que f est intégrable sur |1, +oo[ et que :

+00 4+ rto0 2
N
1 1,;1 1 " 6

Remarque. Attention, ’hypothése que Z J |fn] converge est essentielle et la seule convergence de
neN Y1

. On vérifie aisément la convergence normale sur [a, +o0[

Z J fn, méme absolue, ne suffit pas, comme le montre I’exemple suivant.
neN I
Jean-Philippe Préaux 7
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Exemple. On considére pour tout n € N, f,, :] — 1, 1[— R définie par f,(t) = t>7+!.

Chaque fonction f, est intégrable sur | — 1, 1[ (car faussement impropre en +1) et
£2n+2 71
= =0
f Jn = [271 + 2] 1
pour tout t €] — 1, 1] la série 2 fn(t) Z g2t — 2 t x " est géométrique de raison t? < 1 et
neN neN neN

donc convergente de somme

Z t2n+1 _ 1_t2

Ainsi la série Z fn converge simplement vers ’application continue :

neN
f:]1-1,1[ — R
t
t
+00 "
Or la série Z J fn= Z 0 converge (absolument), avec somme nulle, tandis que Z fnit— ——
neN neN n=0 1—t

1
n’est pas intégrable sur | — 1, 1[ puisque une primitive ¢ — —5 In(1 —#2) n’a pas de limite finie en 1.

Le théoréme d’intégration terme a terme ne s’applique donc pas.

En effet :

1 1 t2n+2 1 1 1
Wl =2 =2 - ~ = | di
J_1|f| XLJC X[2n+2]0 1 en ZJ | fn| diverge.

neN

Exercice 3. Soit :
f+:RY — R

t2
t >
et —1
(1) Montrer que : Vt > 0, f(¢) Z t2e™",
+00 +00 1
(2) Montrer que : . f®)dt =2 Z —
n=1
\ J
Résolution.

Jean-Philippe Préaux 8
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Méthode. Lorsque le théoréme d’intégration terme & terme ne s’applique pas, ou difficilement, on peut
parfois conclure en appliquant le théoréme de convergence dominée & la suite des sommes partielles de
la série de fonction.

C’est ce qu’illustre 'exercice suivant :

s X ~
Exercice 4.

(1) Montrer que :

cos(t) _ N3, _qyn—1 —nt
vVt > 0, 1l =1(—1) e~ " cos(t)

n
Dans la suite on posera pour tout n € N*, f,,(t) = (—1)"~te=" cos(t).

+0

(2) Justifier de la convergence et calculer frn (on pourra se ramener a une intégrale a
0
valeurs complexes).

+00
(3) Quelle est la nature de la série 2 J | fr| 7 Le théoréme d’intégration terme a terme
neN#* V0
s’applique-t-il & la série Z fn sur ]0, +oo[ ?
(4) En appliquant le théoréme de convergence dominée a la suite de fonctions (Sy)y=1 ou
N
Sy = 2 fn est la somme partielle d’ordre N de la série, montrer que :

n=1

JH’C cos(t) df = Jf(fl)nfl n

¢ 2
o e+1 = n?+1
q J

Reésolution.

Jean-Philippe Préaux 9
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2. INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE REEL

Motivation : On rencontre des intégrales a paramétres dans des notions importantes d’Analyse fonc-
tionnelle (fréquemment développées en formation ingénieur), dont on rencontre déja des applications
en Physique et en Sciences Industrielles :

e La transformée de Laplace
+00

Z(fHp) = f(t)e P dt ou f est continue par morceaux sur R
0

qui sert dans la résolution d’équations différentielles (les transformées de Laplace sont souvent des
fractions rationnelles).
e La transformée de Fourier
+a0
flw) = f(t)e™™*'dt ot f est une fonction intégrable sur R
0

fondamentale en théorie du signal (passage du domaine temporel au domaine fréquentiel)

Ces transformations associent a une application une autre application ; elles sont linéaires (par linéarité
de lintégrale) et possédent des transformées inverses; elles réalisent donc des bijections entre certains
sous-ensembles de fonctions. Elles ont beaucoup d’applications en (Maths, Physiques et) Sciences de
I'ingénieur et il faut commencer a se familiariser avec leurs propriétés les plus élémentaires.

2.1. Formalisation.

On se donne une fonction f : (z,t) — f(z,t), & deux variables réelles et valeurs réelle, définie sur
le produit cartésien de deux intervalles I x J < R2 et on cherche & définir I’application intégrale a

parametre x :
I — R

z L F(z, t)dt

Cela nécessite dans le cadre de notre programme qu’a x € T fixé, la fonction d’une variable ¢ — f(x,t)
soit continue par morceaux sur J.

Si J est un segment, alors la fonction x — J f(z,t)dt est bien définie sur I mais si J est un intervalle

J
quelconque, il faut établir la convergence de 'intégrale impropre pour chaque = € I.

- 2
ot
Vt+x
une fonction ¢ — () intégrable sur |0, +oo[ telle que :

e—t

Vt+x

+00
Exercice 5. Montrer que z — f dt est bien définie sur [0, +00[ en déterminant
0

V(z,t) e Ry x RY, < o(1).

Résolution.

On a établi l'existence grace & une domination par une fonction intégrable ne dépendant pas du
paramétre z. Pour de telles fonctions bien définies, on peut ensuite étudier leur régularité grace aux
résultats que l'on va établir. (Leur démonstration est non exigible).

Jean-Philippe Préaux 11
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2.2. Extension du théoréme de convergence dominée a4 un paramétre continu.

On peut étendre le théoréme de convergence dominée & une limite dépendant d’un paramétre continue :
— Au lieu d’une suite de fonctions (f,,)nen convergeant simplement vers une fonction f, on consideére :
— une application f : I x J — K, a une borne de l'intervalle I, et une application ¢ : J — K tel que :
Vie J, f(x,t) — £(t)
r—a

sous les conditions naturelles et sous I’hypothése de domination :

Jpe LI(JR), Y(x,t) e I x J, |f(z,t)] < o(t)
on pourra encore intervertir les symboles { et lim :

lim | f(z,t)dt = J lim f(z,t)dt = J L(t)dt

z—a )y jr—a 7

Ce théoréme découle facilement du théoréme de convergence dominée et de la caractérisation séquen-
tielle des limites ; il n’en est qu’un corollaire pour un paramétre continue. Il s‘avére utile pour déterminer
les limites aux bornes d’une fonction définie par une intégrale & paramétre.

e . VR N 3 ™)
THEOREME 3. (De convergence dominée 4 paramétre continu)

Soient I et J deux intervalles de R non vides et non réduits a un point. Soient a une borne de
Tetf:IxJ—Ketl:J— K deur applications telles que :

Vte J, il_rg flz,t) = £(t)
Alors si :
— pour tout x € I, la fonction t — f(x,t) et continue par morceauz sur J,
— la fonction t —> £(t) est continue par morceauz sur J,
— Hypotheése de domination :
Jpe L' (J,R), Y(z,t) e I x J, |f(z,t)] < (t)
Alors £ est intégrable sur J, pour tout x € I, t —> f(x,t) est intégrable sur J et :

L (t)dt = L (iiir}l f(x,t)) i = lim | fa0)dt

r—a

. J

Démonstration. Remarquons d’abord que pour tout =z € I, la continuité par morceaux de t — f(x,t) et 'hypothése de
domination, entraine, par comparaison, 'intégrabilité sur J de t —> f(z,t).

Soit (zp)n € IN une suite quelconque & valeur dans I convergeant vers a. Notons pour tout n € N et t € J, fn(t) = f(zn, t).
Alors par hypothése la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers £ et on peut appliquer le théoréme de convergence
dominée :

— pour tout n € N, f,, : t —> f(xp,t) est continue par morceaux sur J,

~ £ :t —> £(t) est continue par morceaux sur J,

— hypothése de domination :
Jpe LY (J,R), Yne NVt € J, |fu(t)] = |f(zn,t)| < o(t)
Ainsi £ est intégrable sur J et pour toute suite (z, ), tendant vers a :

L = .[] (nLHEoc f,,L(t)) dt = J-J (ngr}rlm f(zn, t)) dt = nEToo [} f(zn, t)dt

D’aprés la caractérisation séquentielle des limites :
J (= J (lim f(z,t)) dt = lim j fla, t)dt
J 7 \=z—a z>a )
]

Exemple. Soit f : R — R une fonction (continue par morceaux et) intégrable sur R ; définissons pour
reR:

g:x—> f(t)e_xzdt

—00

Pour tout x € R la fonction t — f(t)e*I2 est continue par morceaux, et :
V(x,t) € R?, [f()e™ | < |f(0)

Or t — |f(t)| est intégrable sur R, donc la fonction g est bien définie sur tout R.

. . —_ 2 , ~ . 2 N ~ :
Soit @ = +o0; lim f(t)e™™ = 0; le théoréme de convergence dominée a paramétre continue nous
xT—+00

Jean-Philippe Préaux 12
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permet d’en déduire lim g(z) :
r——+00

+0 ) +o0 ) +00
lim g(z) = lim f®)e ™ dt = J lim f(t)e ™ dt = J 0dt = 0.

r—+00 T+ J_ o —op TFDO —o

e A
Exercice 6. Pour 'application

g: [0,+0] — R
+o0  _—t
T — J 67dt
0 \/t+1‘

définie & I’exercice précédent, quels sont les limites aux bornes ?

Résolution.

2.3. Théoréme de continuité sous le symbole .

Ce théoréme assure de la définition et de la continuité d’une intégrale a paramétre sous certaines
hypothéses, dont la plus importante est une hypothése de domination.

e 2
THEOREME 4. (de continuité sous le symbole f)

Soient I et J deux intervalle de R non vides et non réduits a un point et :
f:IxJ — K
(z,t) — f(=,1)

On suppose que :
— pour tout x € I fixé, t — f(x,t) est continue par morceauz sur J (pour pouvoir intégrer),
— pour tout t € J fizé, x — f(x,t) est continue sur I (hypothése naturelle)
— 4l existe une fonction ¢ : J —> R intégrable sur J telle que :
V(z,t)e I x J, |f(z,t)] <@(t) (hypotheése de domination).

Alors, la fonction :

g:T+—> Lf(:c,t)dt

est bien définie et continue sur I.
\ J

Démonstration. (Non exigible.) Pour z € I quelconque fixé, 'existence de g(x) découle de la continuité par morceaux de
t —> f(z,t) sur J et surtout de I’hypothése de domination : Vt € J, | f(z,t)| < ¢(t) ; en effet, d’aprés le théoréme de comparaison,
t —> f(z,t) est intégrable sur J. Ainsi g est bien définie en z, et par suite en tout point x € I.

Pour établir la continuité, on va appliquer le théoréme de convergence dominée a paramétre réel. Soit a € I quelconque; pour

Jean-Philippe Préaux 13



PC INTEGRALES A PARAMETRES ENCPB

t € J fixé, x —> f(z,t) étant continue, }grzf(mt) = f(a,t). Pour tout ¢t € J, posons £(t) = f(a,t) et I~ = In] — o0, al,
I = I~ [a,+oo[. On applique le théoréme sur I~ ainsi que sur 1.

— pour tout x € I~ (resp. I"), t —> f(x,t) est continue par morceaux sur J,

— en particulier t — £(t) = f(a,t) est continue par morceaux sur J,

— il existe ¢ € L*(J,R) tel que Y(x,t) € IT x J, |f(z,t)| < o(t).

Ainsi :
lim f(z,t)dt = J f(a,t)dt = lim f(z, t)dt
rx—a~ JJ J T—a J
ou autrement dit lim g(z) = g(a) = lier g(x); la fonction g est donc continue a gauche et a droite en a (d’un seul coté
r—a r—a
lorsque a est une borne de I), elle est donc continue en a. Puisque c’est vrai pour tout a € I, g est continue sur I. ]
Remarques.

e L’hypothése de domination est 'hypothése la plus importante ; les autres sont faciles a retenir car «
naturelles ».

e Bien sir la fonction ¢ est continue par morceaux (car intégrable) et positive.

+o0 —xt
e
Exemple. Montrons que la fonction x — f ﬁdt est définie et continue sur R;. On applique
0

le théoréme de continuité sous le symbole §.
—xt

, . € .
— Pour tout z € R fixé la fonction ¢t — Tre est continue par morceaux.
—xt

1+ ¢2

— Pour tout t € R, fixé, la fonction z — est continue.

e~ Tt 1
- < -
14+ ¢2 1+ ¢2

1
R, puisque continue sur R, et équivalent en +o0 a ¢t — 2 (Riemann).

— Hypothese de domination : Pour tous (z,t) € (Ry)%, = p(t); ¢ est intégrable sur

Ainsi la fonction est bien définie et continue sur R, .

r 2
+00
Exercice 7. Soit f € L'(R,K); montrer que sa transformée de Fourier x — ft)e ™t
—0
est définie et continue sur R.
\ J
Résolution.

Remarque. Attention, ’hypothése de domination est cruciale comme le montre 1’exemple qui suit.

x

Exemple. Posons pour tout « € R et ¢ €]0,1] : f(z,t) = R Les deux premiére hypothéses du
z

théoréme de continuité sont vérifiées :

— Pour tout x e R, t — 5 est continue par morceaux sur 10, 1].

T
x4+t
— Pour tout t €]0,1], 2 — —

Jean-Philippe Préaux 14
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Soient x % 0; l'intégrale converge (faussement impropre en 0) et :

1 1 1 1
x
——dt = f —L —dt = [Arctan (t/x)] = Arctan(1/x)
Jo z? +1? 0 1+(%)2 0
L, 1
Pourxz(),f fdtzf 0dt = 0.
o X + t2 0
Ainsi la fonction :
9: R R Arctan(l/z) siz £0
o est définie, d’expression g(x) = { .
[ — 3 0 siz=0
o X +t

mais n’est pas continue puisque :

T m
lim g(z) = ——= £ — = lim g(x).
x—0— g( ) 2 4: 2 r—0+ g( )

Le théoréme peut se renforcer en affaiblissant I’hypothése de domination. En effet la continuité étant
une propriété locale, la domination n’est requise que sur chaque segment inclus dans I ; on obtient le
corollaire suivant.

COROLLAIRE 5. (Adaptation du théoréme de continuité) )

Soient I et J deux intervalle de R non vides et non réduits a un point et :
fiIxJ — K
(z,t) — f(=,1)
On suppose que :
— pour tout x € I fixé, t — f(x,t) est continue par morceauz sur J (pour pouvoir intégrer),

— pour tout t € J fizé, x — f(x,t) est continue sur I (hypothése naturelle)

— pour tout segment [a,b] I, il existe une fonction @qp : J —> R intégrable sur J telle que
V(z,t) € [a,b] x J, |f(z,t)] < @as(t) (hypothése de domination locale).

Alors, la fonction :

T —> L f(z, t)dt

est bien définie et continue sur I.
- y,

Remarque. La seule différence dans ’énoncé réside dans ’hypothése de domination qui est encadrée.

Démonstration. D’aprés le théoréme de continuité sous le symbole S, la fonction est bien définie et continue sur tout segment
inclus dans I, et donc sur tout I. |

2.4. Théoréme de dérivation €' sous le symbole §.

r 2
THEOREME 6. (Théoréme de dérivation ¢! sous le symbole {)

Soient I et J deux intervalles de R non vides et non réduits a un point, et soit f une fonction
définie sur I x J. On suppose que :

— Pour tout x € I fixé, t —> f(x,t) est intégrable sur J (pour pouvoir intégrer).

— Pour tout t € J firé, x —> f(x,t) est de classe €1 sur I (hypothése naturelle).
(La dérivée en x de cette fonction est la premiére dérivée partielle de f en (z,t), notée g—i(w, t). On définit ainst

une fonction a deux variables (x,t) —> %(m,t))

— Pour tout x € I fizé, t —> a—f(ac, t) est continue par morceauz sur J (pour pouvoir intégrer).

ox
— Il existe une fonction ¢ : J —> R intégrable sur J telle que :
0
V(z,t) el x J, a—f(:zc,t) < p(t) (hypothése de domination)
e

Alors, la fonction g : x — J f(x,t)dt est bien définie et de classe €' sur I et pour tout x € I
J

d@ = [ L na

J@.’L‘
\_ J
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Démonstration. (Non exigible.) La premiére hypothése nous assure que la fonction g est bien définie sur I. Montrons d’abord
qu’elle est dérivable.

Fixons zg € I et considérons 'application :
fi: IxJ — K
f(z,t) — flzo, 1)
T — o
(z,t) +— of
0

_\—x(aro,t) siz = o

siz £ xo

Appliquons-lui le théoréme de continuité des intégrales & paramétres :
— Pour tout z € I la fonction ¢t —> f1(x,t) est continue par morceaux : lorsque z % zo car t —> f(z,t) € €pm (J,K) (d’apres la
premiére hypothése), et lorsque = zg car ¢t —> %(wo,t) € Cpm (J,K) d’aprés la troisiéme hypothése.

— Pour tout ¢t € J, la fonction z —— f1(z,t) est continue en tout x € I, d’aprés la deuxiéme hypothése lorsque = + xo, et par
définition de la dérivation lorsque x = zq.

— Hypothése de domination. Soit ¢ € L'(J,R) telle que V(z,
En particulier pour tout t € J, |fi(zo,t)| < @(t).

(av t)‘ (t) donnée par la quatriéme hypothése.

Pour étendre la domination sur I X J, pour tout z € I \ {zo} appliquons I'inégalité des accroissements finis sur le segment [z¢, x]
(lorsque = > o) ou [z, z¢] (sinon). On obtient :

f(=,t) = f(=zo, 1)

X — T

Ve € I ~{zo}, Vte J, |f1(z, t)] = ‘sﬂt)

Ainsi on obtient I’hypothése de domination pour fq :
V(z,t) €I x J, |f1(z,t)] < @(t)
1
Le théoréme de continuité sous le symbole {, nous permet donc de conclure que z —> f f1(z, t)dt est bien définie et continue
0

sur I. En particulier sa continuité ainsi que la continuité de z — f1(z,t) donnent :

lim fl (z, t)dt = J' Hlirpo fi(z, t)dt = f f1(zo, t)dt
Jr=e J

T—xQ

et donc par linéarité de 'intégrale :

lim 98 —9(@o) _ J@) =10 t) gy i RAC =f fl(zo,t)dt=f Y (2o, t)dt
J J 0T

z—x( xr — xo razo x — xo z—x(

Ainsi g est dérivable en z¢ ; puisque z¢ a été choisi quelconque dans I, la fonction g est dérivable sur I et pour tout z € I :
0
/@ = L na
J ox
Pour terminer il reste & prouver que g’ : I —> K est continue. Pour cela on applique encore le théoréme de continuité sous le
symbole §, mais a la fonction (z,t) —> %(z, t) :

— Pour tout x € I fixé, t —> ::ﬁ

z,t) est continue par morceaux sur J (d’aprés ’hypothése 3).
Y
— Pour tout ¢ € J fixé, la fonction  — ‘;—f(z, t) et continue sur I (d’aprés ’hypotheése 2).
— L’hypothése de domination est donnée par ’hypothése 4.
s of .
Ainsi g’ 1z —> a—(w, t)dt est continue. ]
J ox

1t

Exemple. Montrons que g : x — f mdt définit une fonction de classe €' sur R.
0

Appliquons le théoréme de dérivation sous le symbole  :

— Pour tout = € R, f(z,t) = t3 est continue par morceaux et intégrable sur RY puisque |f(z,t)| =

I
1 1
1+t 4o ¢3°
— Pour tout t € Ry, z — f(x,t) est de classe €' sur I en tant que composée et :
of itet®t
V(z,t) e R xRy, =—(z,t) = ——.
(@) * 63:( ) 1+

of itei?t
EEWJ)_1+ﬁ

— Pour tout = € R, la fonction t — est continue par morceaux sur R, .

— Hypothése de domination :
t
1+

of

V(z,t) e R x Ry, (9:c($ t)'

(Intégrale de Riemann).

i ost intégrable sur R finue ot —- !
ul est 1mtegraple sur car contimue et —m ~ —
d & * 1+ 65 40 22

Ainsi g est de classe ¢! sur R.

Remarque. Puisque dérivabilité et continuité sont des notions locales, encore une fois I’hypothése de
domination (globale) peut étre affaiblie en une hypothése de domination locale :
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-
— Pour tout segment [a,b] < I, il existe une fonction @qp : J —> R intégrable sur J telle que :
0
V(z,t) € [a,b] x J, ‘af(x,t)' < @ap(t)  (hypothése de domination locale)
e
\ J
p
Exercice 8. Soit f: R, — R une fonction continue par morceaux et bornée sur R, . Montrer
que sa transformée de Laplace :
+00
Z(f) :z— f(t)e *dt
0
est de classe €' sur R% et exprimer sa dérivée a l'aide d’une intégrale.
\ J
Résolution.

Insistons sur 'importance de ’hypothése de domination, qui consiste & majorer en valeur absolue
Pintégrande indépendamment du paramétre  (au moins localement) par une fonction intégrable en ¢.

2.5. Extension a la régularité €.
Le théoréme de dérivation € sous le symbole { se généralise aux classes €.

4 )
THEOREME 7. (de dérivation ¢ sous le symbole {)
Soit n = 1; sotent I et J deuz intervalles de R non vides et non réduits a un point et f une
fonction définie sur I x J. On suppose que :

— Pour tout t € J fizé, x — f(x,t) est de classe €™ sur I (hypothése naturelle).

ak
— Pour tout x € I et tout k € [0,n — 1] fizés, t — a—{(w, t) est intégrable sur J (pour pouvoir
7

intégrer).
n
— Pour tout x € I fixé, la fonction t —> —=(x,t) est continue par morceaux sur J (pour

ox™

pouvoir intégrer).
. J
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— 11 existe une fonction ¢ : J — R intégrable sur J telles que : h
an
V(xz,t) el x J, o ij(m t)| < @(t) (hypothése de domination)
Alors la fonction g : x — J f(z,t)dt est de classe €™ sur I et pour tout k € [[1,n] :
J
ok f
k
Veel, g (z) = Jﬁ(x,t)dt.

\ J

Démonstration. (Non exigible.) Démonstration par récurrence sur n.
e Pour n = 1 c’est le théoréme de dérivation €' sous le symbole {.

e Soit n = 2; supposons le résultat vrai au rang n — 1 et prouvons le au rang n.
Considérons la fonction ¢ € Ll(J7 R) donnée par I’hypothése de domination :

V(z,t) eI x J, ‘—(z 1) < ¢(t)
An—1
Par ’hypothése 1, pour tout t € J fixé, x —> ﬁ(x, t) est de classe %'. Appliquons Iinégalité des accroissements finis sur
Z—
un segment [a,b] < I quelconque :
on— lf nflf
Va € [a,b], Ve € J, L () - (a,8)] < (@ — a)p(t) < (b— a)p(t)
oz oxn—1

et d’aprés I'inégalité triangulaire (partie minoration) :

n—l nfl

Vz € [a,b],Vt € J, (ar t)| < (a )+ (b—a)p(t) = P(t)

Or d’aprés les hypothéses 2 et 4, ¢ est intégrable sur J. Par hypothése de récurrence g est donc de classe €™ 1

[a,b] = I et donc sur I, et de plus :

sur tout segment

k

Vke[l,n—1], Vz eI, g(k)=J f(x t)dt
J
En particulier :
n—1
-1 _ [ @
Veel, g = [1 Py (z, t)dt

Appliquons maintenant le théoréme de dérivation a cette intégrale :

n—1

— Pour tout z € I, la fonction ¢t ——

——— (z,t) est intégrable sur J (hypotheése 2).

Gy

Pour tout ¢ € J, la fonction @ —> ﬁ(z, t) est de classe € sur I (hypothése 1).
e

n

— Pour tout z € I, la fonction ¢t — — 7{(:1/‘7 t) est continue par morceaux J (hypothése 3).
ox

— On a ’hypothése de domination : il existe ¢ € L*(J,R), tel que :

o omf

Ox oxzm—1

' f

ox™

V(z,t) eI x J, (z,t)

(z,t)‘ < p(t

(hypothese 4)
’Vl
f
oz

g® (z J o (D)t

On en déduit que g(* =) est de classe €' sur I et g 52 () = j —(x,t)dt. Ainsi g et de classe €™ sur I et pour tout k € [1,n] :

]
Remarque. Encore une fois ’hypothése de domination (globale) peut étre affaiblie en une hypothése
de domination locale :

— Pour tout segment [a,b] < I, il existe une fonction pqp : J —> R intégrable sur J telle que :

o f

V(z,t) € [a,b] x J, a—n(x,t) < wab(t)  (hypothése de domination locale)
x

Remarque. L’hypothése importante est I’hypothése de domination, au moins localement indépendante
de z, (les autres hypothéses ne servent qu’a définir les intégrales).

(}k
Remarque. Souvent 'hypothése d’intégrabilité pour tout = € I et tout k € [0,n—1] de t — a—k(x t)
s’obtient elle-méme par une hypothése de domination. Les hypothéses & vérifier sont alors :
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N
— Pour tout t € J fixé, x — f(x,t) est de classe €™ sur I (hypothése naturelle).
k
— Pour tout k € [[0,n] et pour tout = € I fixés, la fonction ¢ — a—k(sc,t) est continue par
x
morceaux sur J (pour pouvoir intégrer).
— Pour tout k € [[0,n]], il existe une fonction ¢y, : J —> R intégrable sur J telles que :
ak
V(z,t)el x J, gf(x,t) < ¢p(t) (hypothéses de domination)
\ y,
et bien stir les hypotéses de domination peuvent aussi étre locales :
-
— Pour tout k € [[0,n]], et tout [a,b] < I, il existe une fonction pqp k : J —> R intégrable sur J
telles que :
ok f R o
Y (x,t) € [a,b] x J, %(x, t)| < pabk(t) (hypothéses de domination locales)
\ J

Exemple. La fonction Gamma.
On rappelle (cf. Chapitre : intégrales généralisées) que pour tout x > 0 on définit
+00
I(z) = J t* et dt
0
qui « étend » factorielle de N a R; plus correctement :

Ve>0,T(z+1)=al(z) et YneN,T'(n+1)=nl
Montrons que I" est de classe €% sur ]0, +00[ de dérivées successives pour tout = €]0, 00|,

+00
) (z) = f In® (t)t* e~ dt.
0

Puis donnons 'allure de la courbe de la fonction I'.

On définit :
f: RExRY — R
(x,t) > t*7le7t
— Pour tout t € R¥, x —— f(x,t) est de classe €* sur R¥ et pour tout k€ N :
ok f
@(xat) = lnk(t)f(:c,t)
(en effet, (a®)" = In(a)a®).

k
oz
Pour tout ¢ € R, la fonction  — t*~1 est monotone : croissante lorsque t > 1 et décroissante lorsque
t< 1
Pour tout segment [a,b] < R¥ :

V(z,t) € [a,b] x RY, |f(z, )| < (t*7F + ") et
ok f
W(L t)

Montrons que pour tout k € N, ¢ (t) = (£ +t*~1) | In*(t)]e~* est intégrable sur R* (hypothéses de
domination) :

— Pour tout z > 0, t — (x,t) est continue par morceaux (pour pouvoir intégrer).

Vk €N, Y(z,t) € [a,b] x R¥, < (7Y F )l !

— Intégrabilité en 0 : puisque 0 < a < b il existe ¢ tel que 0 < ¢ < a < b. Ainsi :
A | In"(t)]et = (toc +07°) |In"(t)]e”t — 0
t—

o+

par croissance comparée, puisque ¢ —c¢ > 0 et b — ¢ > 0. Ainsi :

a— h— - 1
(t Lyt 1) |lnk(t)\e b= op(t) = 0 (tlc)

et donc pour tout k € N, @), est intégrable sur [0, 1] par comparaison avec une intégrale de Riemann,
puisque 1 — ¢ < 1.
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— Intégrabilité en +o00; pour t > 1 :
2 a—1  4b—1 k —t _ (pa+l | gb+l k —t < (patk+1 | pbtk+1Y —t
2 x (¢ + 1) [In®(t)]e () I (t))e " < (¢ +t )e o0
par croissance comparée, puisque t > 1 = 0<In(t) <t = \lnk ()] < t*. Ainsi :
1
o1 2fbfl 1 k et = — —
(15t + ) [t @) = prlt) = o[+
et donc pour tout k € N, ¢y, est intégrable sur [1, +o0[ par comparaison avec une intégrale de Riemann.
Ainsi pour tout k€ N, on a :
ok f
ﬁ(xat)
Les hypothéses de domination sont satisfaites a tout ordre (localement). Par une application répétée

du théoréme de dérivation €™ sous le symbole { (version locale), la fonction I' est donc de classe €
sur R% et pour tout ke N :

V(z,t) € [a,b] x R, < gi(t) € L'(RY)

k Teorf Tk 1t
T*(z) = (2, t)dt = Inf (£)t7Letdt
@= | Sana= | whoete
e Etude et tracé de la fonction Gamma.
+00
Remarquons d’abord que I'(x) = J In?(t)t* te~t > 0 puisque t — In®(t)t* e~ est continue,
0

positive et non nulle; donc I est strictement croissante.
Deplus: T'(1) =0 =1 =11 =T'(2).

D’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢ €]1,2[ tel que I'(¢) = 0. 19
La fonction I' est donc strictement décroissante, puis strictement 5
croissante et admet un minimum en c €]1, 2[. 16

D’aprés le théoréme de la limite monotone, lim T'(z) existe et 11

r—+00 10
isque T(n+ 1) =n! —> lim T'(z) = +o. ’
puisque '(n+ 1) =n o, toos lim (x) = +o0 ;
6
De I'(z + 1) = 2I'(x) on déduit par continuité de I" que : i
I ra 1 !
O L B L B s) ,
T 0 T z—0+t 1 1 2 3 T
s - - a
Exercice 9. (D’aprés Mines-Ponts).
2 ~ +0a0 Q
Soit f : t —> e~ T ; montrer que sa transformée de Fourier f : z — f(t)e tdt est de
—Q0
classe €* sur R.
A laide d’une intégration par partie, calculer sa dérivée f’. En déduire la valeur de f.
\ J
Résolution.
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