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0. PRELIMINAIRE : FAMILLES SOMMABLES

Tenter de sommer une famille dénombrables de nombres (réels ou complexes) n’est pas sans soulever
certaines difficultés. Par exemple pour la famille ((—1)")ez :

N
. n _ . _1\N .
]\[1_1}2OO Z (=" = Nl_l}iloo( DY diverge
n=—N
N+1
Nl_lfiloo n;N(—l)" = Nl_i)rEOCO converge

+0o0
Pour une famille (a,)nen indicée par N, la sommation sous forme d’une série numérique, 2 an impose

n=0
l'ordre de sommation par 'ordre sur les entiers naturels. Mais pour une famille dénombrable, quelle
est I'influence de 'ordre de sommation sur la convergence de la somme ?

D’ailleurs, c’est un résultat remarquable de Riemann, que pour toute série semi-convergente, sans ordre
de sommation pré-établi tout peut survenir :

THEOREME de réarrangement de Riemann
Soit Z an, une série réelle semi-convergente (i.e. convergente et non absolument convergente),
neN

et soit £ € R. Il existe une bijection o : N — N telle que la série Z g (n) it pour limite £.
neN

Par contre il s’avére pour une série absolument convergente Z an, quelque soit la bijection o : N — N,
neN
toutes les séries Z dg(n) ONt Mméme nature et méme limite : 'ordre de sommation n’a aucune influence.
neN

Pour les variables aléatoires nous aurons besoin de disposer d’un minimum de connaissances pour pou-
voir sommer des familles dénombrables de réels, ou calculer des séries de séries numériques. Nous les
fournissons ici, sans preuve (elles ne présentent pas de difficulté particuliére). Toute cette partie est a
avoir a l'esprit mais "ne saurait faire ’'objet d’une question d’un sujet de concours" selon le programme
officiel.



PC VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ENCPB

e 2
DEFINITION 1. (Sommabilité d’une famille dénombrable de réels positifs)

Soit (a;)ier une famille dénombrable de réels positifs. On appelle somme de cette famille :
Zai:sup{Zai | Fc I etF estﬁni}eR+u{+oo}
el iEF

La famille (a;);er est dite sommable si cette somme est fini.

\ J

Lorsque I = N la sommabilité d’une famille de réels positifs équivaut a la convergence de sa série.

e 2
PROPRIETE 1. (Sommabilité d’une série de réels positifs)

Soit (a;)ien une suite de réels positifs. La famille est sommable si et seulement si la série ZieN a;

converge, et dans ce cas :
+00
I
i=0

ieN
\_ J

Sans surprise le résultat sur la comparaison des séries a termes positifs demeure vrai :

PROPRIETE 2. (Croissance)
Pour deuzx familles (a;)ier et (b;)ier de réels positifs, si pour tout i € I, a; < b; alors si (b;)ier
est sommable, (a;)ier Uest aussi et :

Z a; < Z b;

el el

Pour une famille dénombrable de réels quelconques, ou plus généralement de complexe, la sommabilité
est définie comme étant celle de ses modules.

Notation. Pour tout réel x, on note :

2" = max(z,0) ; x~ = max(0, —x)

on a alors :
r=x" —z” ; |z =2 + 2~

PROPOSITION-DEFINITION 2. (Sommabilité d’une famille de complexes)
Soit (a;)ier une famille dénombrable de réels, ou complexes. La famille est dite sommable si la
famille (|a;|)icr est sommable. Sa somme est alors définie ainsi :
o Si(a;)ier est une famille dénombrable de réels, la sommabilité de (a;)ier équivaut o celle des
familles (a] )ier et (a; )ier de réels positifs, et la somme est définie comme :
So- et - Xor
el el el
o Si(a;)icr est une famille dénombrable de complexes, la sommabilité de (a;)icr €quivaut
celle des familles (Re(a;))ier et (Im(a;))ier de réels, et la somme est définie comme :

Zai = ZRe(ai) + iEIm(ai)

i€l iel el
\_ J

Exemple. ((—1)"),ez n’est pas sommable.

Lorsque I = N, la sommabilité équivaut a la convergence absolue de la série.

( - - 35 P P . \
PROPRIETE 3. (Sommabilité d’une série de complexes)

Soit (a;)ien une suite de complexes. La famille est sommable si et seulement si la série Y, \ a;
converge absolument, et dans ce cas :

+00
D
i=0

ieN

Jean-Philippe Préaux 2
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Pour une famille sommable, I'ordre de sommation n’a aucune influence sur sa sommabilité et sa somme.
Remarquons que la preuve découle immédiatement des définitions (puisque les parties finies de I ne
dépendent pas d’un ordre sur I).

PROPOSITION 4. (Réarrangement)
Pour une famille sommable (a;)icr, pour tout bijection o : I — I, la famille (aq(;))icr est
sommable et toutes leur sommes sont égales.

La linéarité s’obtient facilement par linéarité finie puis passage & la borne supérieure.

PROPRIETE 5. (Linéarité)
Pour toutes familles (a;)ier et (b;)ier sommables de complexes, et pour tout tout (\, u) € C?, la
famille (X - a; + p - b;)ier est sommable et :

Zx\-ai+u-bi:/\2ai+u2bi

el el el

Remarque. L’ensemble des familles sommables (a;);cr & valeurs réelles ou complexes est noté ¢! (I,R)
ou 1(I,C); c’est un espace vectoriel.

Pour le calcul, le théoréme suivant, dit de sommation par paquet, est essentiel :

THEOREME 6. (de sommation par paquet)
Si (ai)ier est une famille sommable, et si (I});ec; est une partition de I, alors :

Sa=Y Y

i€l JjeJ i€l

En particulier son application aux sommes doublement indicées donne les théorémes importants :

THEOREME 7. (De Fubini)
Pour toute famille sommable (u; ;) jyerxs *

IR 3 WD AT

(i,7)eIxJ i€l jeJ jeJ iel

qui généralise la décomposition d’une somme double finie par ligne/colonne connue depuis la sup ; ainsi
que :

[ TuEOREME 8. (Produit de sommes) )
Si les deux familles (a;)icr et (bj)jes sont sommables, alors la famille (a;b;)q jyerxs est som-
mable et :

Z aibj = (Z ai) X (Z bj>
(i,§)elx J il jeJ
\ J

qui généralise le produit de Cauchy de séries absolument convergentes.

Exemple. Soit ¢ € C avec |g| < 1; la famille (¢*7)
(¢7) jen le sont et :

(i.j)eN2 est sommable puisque les familles (q")ien et

1+ i« A

On a pour les séries doubles :

Jean-Philippe Préaux 3
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THEOREME 9. (De convergence des séries doubles)
S0it (an,m)n,myenz une famille de complexes doublement indicée. Si :

— Pour tout n € N, la série Z Qn,m est absolument convergente, et
meN

+00
— la série Z Z |@n,m| converge,

neN m=0
alors la famille (an,m)(n,m)en> st sommable et :

+00 +00 +00 +©

IR DIDIL LD IPILE

(n,m)eN? n=0m=0 m=0n=0

1. VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

1.1. Loi d’une variable aléatoire discréte.

- a
DEFINITION 3. (Variable aléatoire discréte)

Soit (Q,9/) un espace probabilisable et E un ensemble quelconque. Une wvariable aléatoire
discrete sur (Q, o) et a valeur dans E est une application :

X:Q—F

vérifiant :
e L’mage de X, noté X(2) ou ImQ est une partie au plus dénombrable de E.
e Pourtout v e X(), X 1({z}) e &.

Lorsque E = R on parle de variable aléatoire réelle discréte.
\ J

Remarques.
e Souvent £ = RP.

e Dans un univers probabilisable une variable aléatoire discréte est une application (et non une variable)
qui associe & chaque issue de I’expérience aléatoire un élément de E telle que :

- X(9Q) est au plus dénombrable : c’est que ce que veut dire que la variable aléatoire est discréte.
— Tout élément x € X (Q) définit un événement X~ ({z}) € o, noté aussi (X = z).
Informellement elle sert & décrire des événements mesurés dans E lors d’une expérience aléatoire.

Exemple. d’'une variable aléatoire discréte réelle : On lance deux dés 6; on prend comme univers
Q = [[1,6])? et comme tribu £(). Soit par exemple X : 2 — R qui & w € § associe la somme des 2
dés :

X((1,2) = 35 X((3,4)) = 7 sete. s X((a,h) = a + X(Q) = [2,12].

= b
(X = 5) = Xﬁl({5}) = {(174)7 (2a3)7 (372)a (47 1)}

PROPOSITION 10.

Soit X une variable aléatoire discréte sur (Q,.27) a valeur dans E. Pour toute partie A c E,
X71(A) est un événement, i.e. X 1(A) € o.

Démonstration. Puisque X (Q2) est dénombrable, A n X (Q2) est au plus dénombrable. Ainsi :

XAy =xAanx@) = |J X'}
TEANX(Q)

est une réunion dénombrable d’événements ; c’est donc un événement. |

Notation. — Pour tout = € E, 'événement X ~1({z}) est noté (X = z).

— Pour toute partie A < E, 'événement X ~1(A) est noté (X € A).

— Pour une variable aléatoire discréte réelle, et pour tout (a,b) € R? I'événement (X < a) désigne
X7Y(] = w,a)]), (a < X < b) désigne X 1([a,b]), etc.

Remarque. Puisque X (2) est au plus dénombrable, tout événement (X € A) est réunion au plus
dénombrable d’événements de la forme X ~!({x}).
Jean-Philippe Préaux 4
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DEFINITION 4. (Loi d’une variable aléatoire discréte)

Soit (Q, o/ ,P) un espace probabilisé et X wune variable aléatoire discréte a valeurs dans E.
L’application :
Py 2(X(Q) — [0,1]
AcX(Q) — PXeA
qui & toute partie A de l’image de X associe la probabilité de I’événement (X € A), est appelé
la loi de X.

ProposITION 11.
Sous les mémes hypothéses, la loi de X est une probabilité sur [’espace probabilisable

(X (), 2(X(Q)).

\. J

Démonstration. Puisque pour tout A ¢ X(Q2), (X € A) est un événement de &7, ’application Px est bien définie et a valeur
dans [0, 1]. Il y a deux conditions & vérifier :

Px(X(Q)) = P(X € X(2)) = P(X 1 (X(Q)) = P(Q) = 1.

Pour toute suite dénombrable (A, )nen de parties de X (2) deux & deux incompatibles,

Px <U An> =P (X’l( U An)> = P(U X’l(An)> = P<U (x eAn)) = Y P(X€A,) =) Px(An)

neN neN neN neN neN neN

par o-additivité de P puisque les (A, ), étant deux & deux incompatibles, il en est de méme de (X_l(An))n. | |

Remarques.

o Il est parfois délicat de déterminer X (£2); mais on peut aussi considérer la loi de X comme une
probabilité sur (E, Z(FE)) pour un ensemble F > X () au plus dénombrable ; on aura alors :

Vee EX X(Q), Px({z}) =0
e L’espace probabilisable (X (), Z(X(2)), Px) a un univers X () au plus dénombrable. Ainsi ses
événements sont réunions au plus dénombrable d’événements de la forme X ~*({x}). Par o-additiviteé,
la loi de X est uniquement déterminée par la donnée de P(X = z) pour tout = € X ().

e “
PROPOSITION 12.
Sous les mémes hypotheéses, la loi de X est uniquement déterminée par la famille des P(X = x)
pour tout x € X () ; on a alors :

P(Xed)=) P(X=x).
zeA
\. J

La famille des événements (X = x),ex () joue ainsi un role crucial pour la V.A.D. X ; notamment :

PROPOSITION-DEFINITION 5. (Systéme complet d’événements associé a X)

Sous les mémes hypotheéses, la famille d’événements (X = x) pour x décrivant limage X () de
X, est un systéeme complet d’événements de < .

On Uappelle le systeme complet d’événements associé a X .

Démonstration. Clairement UIGX(Q)(X = z) © Q; pour l’inclusion inverse, en notant pour w € Q quelconque, z, = X (w),
alors w € X7 ({z}) = (X = 2)  Uexny (X = 2), ainsi © € Uycx o) (X = ).

D’autre part ces événements sont deux a deux incompatibles, puisque si @ + ', alors (X = z) n (X = 2') = X '({z}) n
X~1({2'}) = @ par définition d’une application. ]

Notation. Soit X une variable aléatoire discréte sur (£2, &7, P) et £ une probabilité sur (X (), Z(X(Q)));
on dit que X suit la loi £, que 'on note X — L ou X ~ L pour signifier que £ est la loi de X.

Une variable aléatoire peut étre obtenue par composition de X par une application f définie sur Im X ;
sa loi se déduit alors de celle de X :

Jean-Philippe Préaux 5
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PRoOPOSITION 13. (Image d’une VAD par une application)

Soit X une variable aléatoire discrete sur (Q, o/, P), et soit f une application définie sur Im X .
Alors foX est une variable aléatoire discréte notée f(X), sur (2, 7 ,P) a valeurs dans f(Im X),
et sa loi est donnée par :

Vye f(ImX), P(f(X)=y)= > PX=u2)

zef~1({y})
\. J

Démonstration. Clairement f o X est une VAD puisque I'image par une application d’un ensemble au plus dénombrable est
au plus dénombrable. Son image est f(Im X); quant a sa loi : soit y € f(Im X) quelconque,

foX=9)=oX) ' Wwh=x"(r"dw)= U x'teh= U =2
zef~1({y}) zef—1({y})

Les événements (X = x) pour z € f~!({y}) étant deux a deux incompatibles, et f~!({y}) étant au plus dénombrable en tant
que partie de I’ensemble au plus dénombrable X (€2), on a par o-additivité de P :

P(foX =y) = >, P(X =2

zef~1({y})
|
e A
DEFINITION 6. (Loi conditionnelle)
Soit X une variable aléatoire discréte sur (2, 97, P) et B un événement de probabilité non nulle.
On appelle loi conditionnelle de X sachant B, la loi de X sur ’espace probabilisé (Q, </ ,Pg) ;
pour tout Ae Im X, on a :
P((X € A) n B)
P(XeA|B)=Pp(XelAd)=——"—"""=
S J
1.2. Couple de variables aléatoires.
( - . . \
PROPOSITION-DEFINITION 7. (Couple de variables aléatoires)
FEtant donnés un espace probabilisé (Q, o/ ,P) et deuz applications X : Q — Ey etY : Q —> E,
Uapplication :
Z:Q — E1 X E2
w — (X(w),Y(w))
est une variable aléatoire discréte si et seulement si X et'Y le sont aussi.
On parle alors du couple de variables aléatoires discrétes (X,Y).
\ J

Démonstration. Soit w1 : By X E2 —> Ej et w2 : E1 X Eo —> FE3 les deux projections : w1 (x,y) = = et m2(z,y) = y. D’aprés
la proposition 13, si Z est une V.A.D. il en est de méme de 71 0 Z = X et mg0Z =Y.

Réciproquement : supposons que X et Y soient des VAD et vérifions que Z aussi. Il y a deux points a vérifier.

— Le produit cartésien Im X X ImY est au plus dénombrable et puisque ImZ < Im X X ImY, Im Z est au plus dénombrable.

— Soit z = (x,y) € Im Z; montrons que Z ' ({z}) € «.
weZ '({z}) = Z(w) =(z,y) = weX '({z}) nY ({y})

et donc Z71({z}) = X *({=}) n Y ({y}) € o puisque c’est 'intersection de deux éléments de 7.
Ceci montre que Z est un V.A.D. |

Remarque. On a toujours Im (X,Y) c Im X x ImY’, mais en général I'inégalité est stricte. Comme
on le voit par exemple en considérant le couple (X, X) pour X ne suivant pas la loi certaine.

PROPOSITION 14.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes. La famille d’événements :
(X=2)n(Y = y))(z,y)eImXXImY

est un systéme complet d’événements.

Démonstration. La famille est obtenue en complétant le systéme complet d’événements associé a la variable Z = (X,Y") (cf.
proposition-définition 5) :

(X=z)n (Y = Z/))(z,y)dm (X,Y)
en ajoutant tous les événements impossibles (X = z) n (Y =y)) pour (z,y) € ImX X ImY \ Im (X,Y). La famille est donc
encore un S.C.E. |

La loi conjointe de X et Y est la loi du couple (X,Y) :
Jean-Philippe Préaux 6
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DEFINITION 8. (Loi conjointe)

Etant données deux variables aléatoires X et Y sur l’espace probabilisé (9,27, P), on appelle
loi conjointe des variables X etY, la loi du couple (X,Y) :

Pxy): Z(Im(X,Y)) — [0,1]
A — P((X,Y)e A
Elle est uniquement déterminée par la famille des :
P((X=2)n(Y = y)))(z,y)eImXxImY
Pour tout (z,y) e Im X x ImY, on note :

P(X =2,V =y) =P(X =2)n (Y =y))
\ J

Les lois marginales du couple (X,Y") sont les lois de X et de Y :

DEFINITION 9. (Lois marginales)

Etant données deux variables aléatoires X et Y sur Uespace probabilisé (Q,o,P), on appelle
lois marginales du couple (X,Y) :

— La premiére loi marginale est la loi de X,

— La seconde loi marginale est la loi de Y .

Le point essentiel est que les lois marginales se déduisent de la loi conjointe. La réciproque est en
général fausse.

e ™
PROPOSITION 15.
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoire discretes.
e Pour tout x € Im X :
PX=2)= > PX=2Y=y)
yelmY
e Pour tout ye ImY :
PY=y)= > PX=zY=y)

zelm X
\_ J

Démonstration. Puisque (Y = y)yerm y est un systéme complet d’événements, pour tout € Im X :
PX=2)= ) P(X=2)n(Y=y)= ) PX=zY=y
yelmY yelm Y

L’argument pour la seconde loi marginale est identique avec le SCE (X = Z)zeim x - | ]
Remarque. En notant pour tout (x,,ym) € InX x ImY, p,,, = P(X = z,,Y = y,,), et en les

représentant au sein d’un tableau, les lois marginales sont obtenues dans les marges en sommant les
(Pn.m) par ligne ou par colonne.

P Y=y1) Y=y2) -+ Y =y;) - |loideX
(X =z1) P11 P1,2 P,y D;..
(X =x2) D21 D22 e D2, e Ps..
(X = Iz) Din Di2 Di,j D;
loideY p.,1 p.,2 Py J 1

On note parfois pour tout (n,m), p,. = P(X = x,) et p., = P(Y = ym).

Exemple. Les lois marginales ne déterminent pas la loi conjointe. En voici un contre-exemple : deux
lois conjointes distinctes ayant mémes loi marginales. Soit 0 < p < ¢ < 1,

Jean-Philippe Préaux 7
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Y=0|Y=1]|Px Y=0|Y=1 Px
X=0|p a—p |l ¢ ot X =0|pq q—pq q
X=1]0 1—q |[1—¢q X=1|p—pg|l—p—q+pg|l—gq
RN E Py [p [1-p (v

Les variables aléatoires sont bien définies puisque la somme des probabilités fait 1; elles ont mémes
lois marginales mais des lois conjointes différentes.

-
Exercice 1. Soit n € N*. On choisit au hasard un nombre X dans [1,n]. On choisit ensuite

un nombre Y au hasard dans [1, X].

1. Déterminer la loi conjointe de X et Y.

2. En déduire la loi (marginale) de Y.
\ J

Résolution.

On peut généraliser facilement au cas de n-uplets, ou vecteurs, de variables aléatoires :

4 )
PROPOSITION-DEFINITION 10. (Vecteur de VAD)

Soient X1, Xo, ..., X, n variables aléatoires sur un méme espace probabilisé, (Q, o/ ,P), X; :
QO — E;. Alors l’application :
(Xl,...,Xn)IQ — E1><"'><En
w — (X1(w),..., Xn(w))

est une variable aléatoire discréte.

— La loi conjointe est la loi de la variable (X1, ..., X,).

— Les lois marginales sont les lois des variables X1, ..., X,.
\_ J
Démonstration. L’argument est semblable au cas des couples de VAD. ]

1.3. Indépendance de variables aléatoires.

- a
DEFINITION 11. (Variables aléatoires indépendantes)

Deux variables aléatoires discrétes X et Y définies sur un méme espace probabilisé (2, <7, P)
sont dites indépendantes lorsque pour tout (z,y) € X () x Y ()

P(X=2z,Y =y)=P(X =2) xP(Y =y).
On note dans ce cas X 1L Y.

. J

Autrement dit, pour des variables aléatoires indépendantes, la loi conjointe s’obtient par produit a
Paide des lois marginales. Par exemple pour (X,Y) donné par le tableau :

Y=0|Y=1]|Px
X=0]p qa-p || q
X=1]0 l1—q ||[1—¢q
Py o [rep 1]

X et Y sont indépendantes si et seulement si p = 0 ou ¢ = 1.
Jean-Philippe Préaux 8
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Remarque. Un cas fréquent de variables aléatoires indépendantes survient lorsque X et Y décrivent
les résultats de deux épreuves menées de maniéres indépendantes; par exemple : on lance deux fois
un dé, soit X le premier chiffre obtenu, soit Y le second. On tire une boule dans une urne, soit X son
numéro, on la remet, et on en retire une pour obtenir le numéro Y.

PROPOSITION 16. (Caractérisation de I’indépendance)

Soient X etY deuz variables aléatoires sur (2, <7 ,P) ; X etY sont indépendantes si et seulement
si pour tout A < X () et tout B < Y (Q),

P(XeAYeB)=P(XeA) xP(YeB).

Démonstration. On montre deux implications; la premiére est évidente : si pour tout Ac ImX et BcImY,P(X € A, Y €
B) = P(X € A) x P(Y € B), alors en particulier pour A et B des singletons quelconques A = {z} et B = {y} avec z € Im X et
ye€ImY;ainsi V(z,y) e ImX x ImY, P(X =2)n (Y =y)) =P(X =2) xP(Y =y);donc X 1L Y.

Réciproquement ; la famille ((X = z) n (Y € B))zeim x €tant une famille au plus dénombrable d’événements deux a deux
incompatibles, on a par o-additivité :

P(XeA)n(YeB)= > P(X=2)n(Y €B))
TEA

P(XeA)n(YeB) =Y Y P(X=a)n(Y=y)
z€A yeB

par indépendance de X et Y :

P(XeA)n(YeB)= > Y P(X=z)xPY =y)
reA yeB

=) (P(Xx)x ZP(Y’!!))

T€EA yeB
= Y (P(X =) x P(Y € B))
reA

=(Z P(X=x)>xP(YeB):P(XeA)XP(YeB)

TEA
|

PROPOSITION 17. (Lemme des coalitions)

Soient X : Q@ — E et Y : Q — F deux variables aléatoires indépendantes. Pour toutes

fonctions f et g définies respectivement sur Im X et ImY', les variables aléatoires f(X) et g(Y)

sont indépendantes.
Démonstration. Soient a € f(Im X) et b € g(ImY') quelconques :

P((f(X) =a)n (g(Y) =b)) =P((X € f ' ({a})) n (Y € g *({B})))
=P(X e fﬁl({a}) x P(Y € g7 ({b})) par indépendance (prop. 16)
=P(f(X) € {a}) x P(g(Y) € {b})

d’ou I'indépendance de f(X) et g(Y). ]

On peut caractériser I'indépendance de deux variables aléatoires & 'aide des lois conditionnelles.

PROPOSITION 18. (Caractérisation de ’indépendance)

Deuz variables X et Y sur (Q, o/, P) sont indépendantes si et seulement pour tout y € ImY tel

que P(Y = y) £ 0 la loi de X sachant (Y = y) est la méme que la loi de X. Autrement dit si

et seulement si :

VyeImY,P(Y =y)+0 = VeelmX,P((X =z) | (Y =y)) = P(X =2z).
Démonstration. Si X et Y sont indépendantes : soit y € ImY avec P(Y = y) £ 0, alors :
VrelmX, P(X =) | (Y = y)) = 2 :)(“;3 a (;)’ =y) _ P(X =P3(”2/X:P;)Y =Y _px =)
Réciproquement soient y € ImY et x € Im X. Si P(Y = y) 0 alors :
P(X=2)n (Y =y9))=P(X =2)| (Y =y)) xP(Y =y) =P(X =z) xP(Y =y)

tandis que si P(Y = y) = 0, alors pour tout z e ImX, (X =z)n (Y =y) c (Y =y) et donc P((X =2)n (Y =y)) < P =
y) = 0; ainsi P((X = 2) n (Y =y)) =0 =P(X =) x P(Y = y). Dans tous les cas on a bien P((X =z) n (Y =y)) = P(X =
z) X P(Y = y) : les variables X et Y sont donc indépendantes. ]

On étend la notion de couples de variables aléatoires indépendantes & une suite finie ou dénombrable
de variables aléatoires (on parle de variables mutuellement indépendantes).
Jean-Philippe Préaux 9
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r N
DEFINITION 12. (Indépendance mutuelle de variables aléatoires)

o Soit (Xk)ke[[l,n]] une famille finie de variables aléatoires sur un méme espace probabilisé. Les
variables aléatoires X1, --- , X, sont dites (mutuellement) indépendantes lorsque : pour tout
(1, ,xn) € X1(Q) x -+ x X,,(Q) :

P(Xi=z1, , Xn=z,)=P(Xg=21) x -+ xP (X, =x,).

o Soit (X,),en une famille dénombrable de variables aléatoires sur un méme espace probabi-
lisé. Les variables aléatoires (X )nen sont dites (mutuellement) indépendantes lorsque pour
tout sous-ensemble fini I < N, les variables aléatoires de la sous-famille finie (X;)ier sont
mutuellement indépendantes.

\ J

Remarques.
e On dit souvent indépendantes, plutét que mutuellement indépendantes.

e Bien siir, par commutativité de 'intersection et de la multiplication I'indépendance ne dépend pas
de l'ordre des variables.

e I’indépendance mutuelle peut étre supposée dés que les (X,,),, décrivent des épreuves indépendantes :
les résultats de plusieurs lancers de dés, de plusieurs tirages avec remise dans une urne, etc.

e Un cas typique apparait lorsqu’on répéte de maniére indépendante une méme épreuve, et que chaque
X, décrit le résultat de la n-iéme épreuve. Les (X,,) sont alors indépendantes et toutes de méme loi.
On parle d’une suite de variables indépendantes identiquement distribuées, que I’on note en abrégé des
variables i.i.d..

Exemple. Jeu de pile ou face infini.

On lance indéfiniment une piéce donnant pile avec probabilité p €]0,1[; on note X,, la variable de
Bernoulli (voir §2.1.2) qui donne 1 lorsque le n-éme lancer donne Pile, et 0 lorsqu’il donne Face.
La suite (X,,),en# est une suite de variables indépendantes toutes de méme loi, (i.i.d.) sur Pespace

probabilisé ({0, 1}N*, &7, P) ot la tribu .« est la plus petite tribu contenant tous les événements P, /F), :
"le n-iéme lancer donne Pile/Face", pour n € N.

PROPRIETE 19. (L’indépendance se transmet a toute sous-famille)
Toute sous-famille d’une famille de variables indépendantes, est aussi indépendante.

Démonstration. C’est évident par définition pour une famille dénombrable. Il suffit de montrer que si X1, X2,..., X, est
une famille de variables indépendantes, Xs,..., X, est aussi indépendante. Soient (z2,...,z,) € ImXs X --+ X Im X,, fixés.
Alors (X1 =a)n (Xe =z2)n - n (X, = gr?n))mEIle est une famille dénombrable d’événements deux & deux incompatibles
puisque les événements (X1 = Z)zeim x, sont deux a deux incompatibles. Alors :
P(Xo=z2,...,Xp =2,) =P(X1€ImX, Xo =x2,..., X, =xy,) car (X1 eImX) =Q
—P( U Xi=o,Xz=w.., Xn = 20))
zelm X
= Z P(X1 =2,Xo=22,..., X, =2p) par o-additivité
xzelm X7
= Z P(X1 =2) x P(X2 =22) X -+ X P(X,, = zp) par indépendance
zelm X1
= D1 P(X1=2) | xP(Xa =22) x -+ x P(Xp = @) par linéarité de )’
z€lm X1
=1
=P(Xy =x22) X -+ x P(X,, = xp)
Les variables X, ..., X, sont donc indépendantes. |

En appliquant le résultat aux sous-familles de deux variables :

COROLLAIRE 20. (Mutuellement indépendants — 2 4 2 indépendants)

Soit I < N; si (Xp)ner est une famille de variables mutuellement indépendantes, alors les
variables sont deur o deux indépendantes, i.e. :

Vi,j)el*i+j = X; 1L X,.

L’indépendance de variables aléatoires assure bien siir de I'indépendance des événements décrits par
ces variables aléatoires.

Jean-Philippe Préaux 10
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PROPOSITION 21.

Si les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes, alors pour tout A; < Im Xq,..., A, c
Im X, :

P((Xl € Al) RN (Xn € An)) = ﬁP<Xz € Az)

autrement dit, les événements (X1 € Ay),..., (X, € A,) sont mutuellement indépendants.
\ J

Démonstration. Sous ces hypothéses :

n
[ (Xie A = U (X1 =z1)n-n (Xn = z0))
i=1 (1,0 xTp)EA] XX Ap
Puisque les ensembles Aq, ..., A, sont dénombrables, leur produit cartésien est aussi dénombrables. Ainsi ((X1 = z1) -+ N
(Xn = I"L))(I1-,»-»-,zn)€A1 x--x A, €st une famille dénombrable d’événements; qui plus est deux a deux incompatibles, puisque

z, # 2, = (X; =z;) n(X; =a}) = @. Donc par o-additivité :

P(X1=z1)n n(Xn =z4))
(x1,...,xn)EA] XX Ap

_ Z P(X1=21) X - - x P(Xp, = zp) par ind. de X1,..., X,
(1, xn)EA] XX Ap
= Z Z P(X1 =21) x P(X2 = 22) -+ X P(X, = zp) sommation par paquet
xr1€A] (zg,...,xn)EAgX - X Ap
=| X P(Xi=a)|x )y P(X2 =2) X P(Xn = )
x1€A] (zo,..., Tp)EAg XX Ap

=P(X1 € A1) x D P(X2 = x2) - x P(Xp, = @n)
(2, Tp)EAgX X Ap

= . de méme ...
= P(X; € A1) x P(X3€ Ag) x - X P(X,, € Ay,)
|
Un résultat important pour établir I'indépendance est le lemme des coalitions.
([ ProposiTION 22. (Lemme des coalitions) )
Soit Xq,...,X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes.
o Si pour tout i € [1,n]], f; est une fonction définie sur Im X; alors les variables aléatoires
f1(X1), ..., fu(X,) sont mutuellement indépendantes.
o Si f et g sont définies respectivement sur Im X; x --- xIm X, et Im X}, 11 x--- xIm X,, alors
les variables f(X1,...,Xp) et g(Xpt1,...,Xy) sont indépendantes.
On peut aussi regrouper par paquets :
o Soit7:[[1,p+1]] — [[1,n]] une application strictement croissante, et f1,..., f, des applica-
tions ot pour tout i € [1,p]], fi et définie sur Im X ¢y x --- x Im Xr(iy—1, alors les variables
de la famille (fZ (Xriys -« ’XT(i)*l))ie[Lp]] sont mutuellement indépendantes.
- y,

Démonstration. (Esquisse) En guise d’exemple on démontre le premier point; les suivants ne présentent pas de difficulté
supplémentaire en dehors du formalisme.
Soit pour tout i € [1,n]], a; € fi(Im X;).

o (51060 = ) =p( ) %02 7 0)

i=1

I
1=

P (X,i € ffl{aqv}) par indépendance avec la proposition 21

i=1

3

[TP(fi(X0) = a)

=1

d’ou I'indépendance des f; (X;). ]

Exemple. Soient Soit (X)), une famille de variables aléatoires réelles mutuellement indépen-
dantes, avec n = 5. Alors Y1 = X1 + X0, Yo = X3+ -+ X,,_5 et Y3 = X,,_1X,, sont mutuellement
indépendantes.

Jean-Philippe Préaux 11
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1.4. Variables aléatoires réelles discrétes usuelles.
Rappelons qu’une variable aléatoire réelle discréte est dite réelle lorsqu’elle est & valeur dans R.

Pour une variable aléatoire réelle discréte (en abrégé V.A.R.D ou plus simplement V.A.R.), on peut
définir sa fonction de répartition :

DEFINITION 13. (Fonction de répartition d’une V.A.R.D.)
Soit X : Q@ — R une variable aléatoire réelle discrete. Sa fonction de répartition est l’applica-
tion :

inR - [0,1]
r — PX<a)

Rappelons qu’elle a comme propriétés (triviales) :
— F'x est croissante,
— lim Fx(z) =0, lim Fx(z)=1,

r——00

xT—+00

~V(a,b) e R?, avec a < b, P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a).

P(X < z)
1 —
|
P(X = zn) ;
|
—
|
— [
P(X & z3) ] }
-—_— | |
| | |
]P’(X = xg) ] | |
| | |
— | |
o]l | |
: : : : : : : :
€ X9 xs In

Somme et produit de variables aléatoires discrétes réelles sur un méme espace probabilisé sont des
variables discrétes réelles sur ce méme espace probabilisé.

PROPOSITION 23. (Somme et produit de variables aléatoires discrétes réelles)

Soient X etY deux variables aléatoires réelles sur un méme espace probabilisé (U, o7 ,P). Alors
X +Y est X xY sont aussi des variables aléatoires discrétes réelles sur (2, o7, P).

Démonstration. Notons :
S:R> — R P:R> — R
et
(xy) — x4y (xy) — Xy
Alors X +Y =So(X,Y) et X XY = Po (X,Y) sont des variables aléatoires discrétes (réelles) d’aprés la proposition 13. W

Commengons par rappeler les lois usuelles vues en premiére année ; elles sont toutes a valeurs finies.

1.4.1. Loi certaine.

Loi certaine.
Une V.A.R. certaine est une V.A.R. dont l'univers image est un singleton : X (Q) = {c}.
On dit que X swit une loi certaine. L’événement (X = c¢) est l’événement certain.

Remarque. Réciproquement toute application constante X définie sur €2 est clairement une variable
aléatoire, et elle suit une loi certaine.

e Situation type : Lorsque l'issue est certaine : une seule issue.

e Histogramme et fonction de répartition.
Jean-Philippe Préaux 12
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1.4.2. Loi uniforme.

s : : ™
Loi uniforme.

Soit E = {xl, T2y xn} une partie finie de R de cardinal n. Une V.A.R. X suit la loi uniforme
sur E si :

e X() =E,

e Vk e [1,n], P(X =zx) = 1/n.

Dans ce cas on écrit : X — % (E). Lorsque E = [[1,n]] on note plus simplement X — % (n).

\ J

e Situation type

On choisit au hasard (de maniére équiprobable) un objet parmi n. Par exemple : on lance une piéce
équilibré ; on lance un dé 6 non pipé; on tire au hasard une boule dans une urne...

e Histogramme et fonction de répartition

1 1
E n

[7 —
Z1

I

|

|
e
I

I
-
I

I

I

|

I
—
3=

1.4.3. Loi de Bernoulli.

r N
Loi de Bernoulli.

Une V.A.R. X est dite de Bernoulli lorsqu’elle ne prend que deux valeurs 0 et 1, et avec des
probabilités non nulles. Ainsi X suit une loi de Bernoulli si :

o X(Q) = {0,1},

e P(X =1) :pE]O,l[

eP(X=0)=1-0p.

On note alors X — AB(p) ; p€]0,1[ est la paramétre de la loi de Bernoulli.

\ J

e Situation type : un choix binaire, vrai/faux, codifié par 1/0.

e Histogramme et fonction de répartition

1 I
pr-- p
q S

q
0 1 0 1

e Soit A un événement d’un espace probabilisé avec p = P(A) €]0, 1[. L’indicatrice 14 de A dans Q :
14:Q0 — R
{1 siwe A
w — .
0 sinon

Jean-Philippe Préaux 13
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suit une loi de Bernoulli de paramétre p.

Réciproquement, si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p, en posant A = (X = 1), X est
I'indicatrice 14 de A dans €.

[ Une variable de Bernoulli X, est Uindicatrice 14 de l’événement A = (X = 1). J

1.4.4. Loi binomiale.
e N

Loi binomiale.
On dit qu’une V.A.R. suit la loi binomiale de paramétres n et p si :
e X(Q) = [[0,n],
o Vk e [[0,n], P(X = k) = <Z>p’“q”’“
en notant ¢ = 1 — p. On note alors X — B(n,p).
\ J

Remarque. Avec la formule du binéme, on retrouve bien que :
n n
DIP(X =k) =), <n>p’“q"’“ =+ =1"=1
k
k=0 k=0
e Histogramme et fonction de répartition

L’histogramme d’une loi binomiale s’appuie sur une courbe en cloche, centrée lorsque p = %7 et décalé
vers la gauche (respectivement vers la droite) lorsque p < % (respectivement p > 1).

Par exemple, pour n = 30 et p = % :

Histogramme de %(30,0.3) Fonction de répartition de %(30,0.3)

0.16 1.2

0.14
1.0p

0.12 -
0.8}
0.10
0.08 0.6} —
0.06
0.4}
0.04
0.2

0.02 ‘ I —
0.00L—=1 I l. . . 0.0 —
0 15

5 10 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

e Situation type : schéma de Bernoulli; nombre de succés.

On considére une expérience qui conduit & deux issues possibles : le suceés S avec probabilité p €10, 1],
et léchec E avec probabilité ¢ = 1 — p €]0,1[. On répéte cette expérience n fois (ou n € N*), de
maniére indépendante ; soit X le nombre de succés obtenus.

Un tel contexte s’appelle un schéma de Bernoulli : répéter de maniére indépendante une expérience
menant & deux issues possibles succés/échec; ici on répéte 'expérience n fois et X compte le nombre
de succes.

— Espace probabilisé : On prend comme univers 2 = {57 E }n, I’ensemble des n-listes de {S, E } Chaque
issue est un élément du produit cartésien de {S, E}n; si elle comporte exactement k € [[0,n]] succes,
par indépendance des épreuves, sa probabilité est pFgm k.

— Loi de X : X peut prendre toute valeur entiére entre 0 (aucun succés) et n (que des succés). Son
image est donc X (Q2) = [0, n].

Soit k € [[0,n] ; calculons P(X = k) :

Jean-Philippe Préaux 14
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L’événement (X = k) se partitionne en tous les événement élémentaires ayant exactement k succes;
chacun de ces événements élémentaires a pour probabilité p*¢” . Or il y en a exactement (2) ; en effet
une issue comportant exactement k succés est déterminée par les rangs d’apparition des succés (aux
lére, 2éme, ..., ou n-iéme épreuves). Il y en a donc autant que de k-combinaisons dans [[1,n]. Ainsi :

vhe [o.nl, POC =) = () )okart
Cela détermine la loi de X.

Un résultat important est que toute loi binomiale est somme de variables de bernoulli i.i.d.

PROPOSITION 24. Loi de la somme de V.A.R. de Bernoulli indépendantes et de
méme paramétre.

Soit X1, Xo,..., X, des V.A.R. mutuellement indépendantes et suivant toutes une méme loi de
Bernoulli #(p). Alors leur somme X1 + Xo + -+ - + X, suit la loi binomiale B(n,p).

Démonstration. Considérons X1, Xo,..., X, des V.A.R. sur 2 mutuellement indépendantes et suivant toutes une méme loi
de Bernoulli %(p). Déterminons la loi de leur somme Y = X1 + Xo + -+ + X,
Puisque Vk € [1,n]], Xx(22) = {0,1}, Y/(€) < [0, n]. Soit k € [0,n] :

(Y = k) = "exactement k des X; valent 1, n — k valent 0"

I
D)
e
I
>

N xi=0

Isii<ip<r<ips<n \ieliy,...,ip} ig{in,..ip}

C’est une réunion d’événements 2 & 2 incompatibles, donc :

> P N &i=1n N

1<ig <ig<-<ip<n 15{71%} 7${717k}

P(Y =k) 0)

par indépendance mutuelle

3 I1 P(X; =1) x I P(X; = 0)
ISip<ipg<e<ip<niely i} ig{in.,..ig}
_ k n—k
= > Pq
I<ip<ig<-—<ip<n

k

puisqu’il y a exactement () k-combinaisons {i1,42,...,ix} dans [1,n]. Ainsi Y suit la loi binomiale %(n,p). |

Il faut savoir reconnaitre les lois usuelles.

(" o e 8 N .. )
Exercice 2. Dans chacune des expériences suivantes, reconnaitre la loi suivie par la V.A.R. X

et préciser ses parameétres ainsi que son image X (€2).

1. On range au hasard 20 objets dans 3 tiroirs. Soit X le nombre d’objets dans le premier
tiroirs.

2. Un enclos contient 15 lamas, 15 dromadaires et 15 chameaux. On sort un animal au hasard
de cet enclos. Soit X le nombre de bosses de cet animal.

3. On choisit au hasard un nombre n entre 0 et 100; soit X le reste de n dans la division
euclidienne par 2.

4. On prend un jeu de 32 cartes mélangées. On retourne une par une les cartes jusqu’a I’appa-
rition de I’as de coeur. Soit X le nombre de cartes que l'on a retournées.

5. On suppose que la probabilité de naissance d’une fille et d’un garcon sont identiques. Soit X
le nombre de gargons dans une famille de 3 enfants.
- J

Résolution.
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1.4.5. Loi géométrique.

N
Loi géométrique.
On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de géométrique de parameétre p €]0,1[ et on note
X — Y(p) lorsque X () = N* et
VkeN*, P(X =k)=(1—p)*'p.
_ J

Remarques.
e On vérifie que :

+o0 +00 +0 » »
P(XeN*) = Y P(X=k)=> " p=p) d"=x""="=1
k=1 k=1 k=0 a P

par convergence de la série géométrique > ¢ ; d’oi le nom.
e On parlera aussi de loi géométrique lorsque N* < X (£2). Dans ce cas P(X ¢ N*) = 1-P(X € N*) = 0;
lévénement X € X () ~ N* est négligeable.

e Situation type : Schéma de Bernoulli; rang d’apparition du premier succes.

On répéte une méme expérience conduisant & deux issues possibles : le succés S avec probabilité
p €]0,1[ et 'échec E avec probabilité ¢ = 1 — p. On répéte cette expérience de maniére indépendante
jusqu’a l'apparition du premier succés; soit X son rang d’apparition ; s’il n’apparait jamais, X prend
la valeur +oo. Alors Im X = N* u {+0}.

On prend comme univers 2 = {S, E }N* Pensemble des suites a valeur dans {S, E'}, et comme tribu &7,
la plus petite (au sens de U'inclusion) contenant pour tout ¢ € N*, les événements :

S; (respectivement F;) : "La i-éme expérience a conduit & un succés (respectivement un échec)"

Si = {(u1, . un,...) €{S, BN | u; = S}
E; = {(u1,... up,...) € {S,EN* | u; = B}
Alors pour tout k € N* :
k—1
(X =k) = (ﬂ E) A S

i=1
et par indépendance :

k—1
P(X =k) = (ﬂ P(Ei)> x P(Sk) = ¢" 'p

et donc X — ¥(p).
Remarquons, s’il était besoin, que par continuité décroissante :

40
— — *®) . — 3 . — 1 no_
P(X =o0)=P(X ¢ N*) =P (QE) im P (QE) Jlim g" =0
Jean-Philippe Préaux 16
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e Histogramme et fonction de répartition

2
Par exemple, pour p = 0 :

Histogramme de ©(0.2) Fonction de répartition de £(0.2)

0.20 1.2
1.0t R
0.15 __—‘__‘_
0.8} f_
0.10 0.6 __
0.05
‘ | 17
0.00 |IIIIII|II-- 0_0:
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
s - "
Exercice 3.
On lance une piéce équilibrée jusqu’a 'obtention du premier pile au rang N ; on choisit alors
aléatoirement une entier entre 1 et N. Quelle est la probabilité qu’on choisisse le 17
¢ y,
Résolution.
e N
PROPRIETE 25.
Soit X — ¥(p) ; alors pour tout k € N,
P(X >k)=(1-p*
- y,

Démonstration. On a :

i=k+1

C’est une réunion dénombrable d’événements deux a deux incompatibles (et le dernier est négligeable), et donc par o-additivité :

(X>k:)=(UO (X=i))u(X>an¢N*)

+o© +o© .
PX=k)= 3 P(X=i)= % (1-p)' 'p=pl-p)" x ;—z—— = (1-p)"
i=k41 i=k41 1-(1-p)

comme somme d’une série géométrique. ]
Remarque. Cette propriété est méme caractéristique d’une loi géométrique puisque pour tout k € N* :
PX = k) = P(X > k= 1) =P(X > k) = (1 =)' = (1= p) = (1= p)* Ty

Exercice 4. Soient X; et X5 deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi
géométrique de parameétre respectif p1, pe. Déterminer la loi de la variable min(X;, X5).
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Résolution.

Une propriété importante (bien que hors-programme) qu’il est bon de connaitre, est que la loi géomé-
trique est "sans mémoire" :

PROPOSITION 26. (Loi sans mémoire)
Si X suit une loi géométrique, alors pour tout k =0 et n =0,

PX>n+k|X>k)=PX—-k>n|X>k)=PX >n)

Informellement, sachant que X > k, X — k suit la méme loi que X : on peut oublier les résultats des
k premiéres expériences et recommencer a zéro. (D’ou 'expression de loi sans mémoire).

Démonstration. D’aprés la propriété précédente, pour tout n = 0, P(X > n) = ¢" avec ¢ =1 — p. Pour tout k > 0et n >0

P((X k X >k P(X k ntk
P(X >n+k|X>k) = U >Z+ )nX>k) PX>nt ):qk —¢" =P(X > n).
(X > k) P(X > k) q

De plus cette propriété est caractéristique de la loi géométrique :

Remarque. Réciproquement, si X : Q — N* vérifie pour tout k£ > 0 et n > 0,

PX>k)+0 e PX>n+k|X>k)=PX>n)
alors X suit une loi géométrique de paramétre p = P(X = 1). En effet :
Notons ¢ =1 —p =P(X > 1) £ 0 et soit n > 0. Puisque (X > (n + 1)) implique (X > 1) :
PX>n+1)=P(X>n+1)n(X>1))
=PX>n+1|X>1)xPX>1)=P(X>n)xP(X >1)=¢xP(X >n).

On a donc immeédiatement par récurrence P(X > n) = ¢" pour n > 1, valable également pour n = 0.
Il vient pour tout n > 1,

PX=n)=P(X>n—-1)-P(X>n)=¢"""'—¢"=¢""(1-¢)=(1-p)" 'p.
Donc X — ¥ (p).

1.4.6. Loi de Poisson.

Elle décrit le nombre d’événements se produisant dans un intervalle de temps fixé, avec une fréquence
A connue, et indépendamment du temps écoulé depuis I’événement précédent. On 1'utilise notamment
pour prédire le nombre de clients se présentant chaque jour & un guichet, la fréquentation moyenne
étant connue, ou le nombre de vols, ou d’accidents, etc. survenant chaque jour.

Loi de Poisson.

On dit qu’un variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre X > 0 que l’on note
X — P(A) lorsque ImX = N et

)\Ic
VEeN, P(X = k) = e x I
Remarque. On a bien :
400 )\k +00 )\k
P(XeN):Ze’)‘x—ze”\x —erxer=1
k! !
k=0 k=0

par convergence de la série exponentielle.

Afin de bien comprendre la situation type d’application, montrons le résultat suivant qui établit qu’une
loi de Poisson est limite de lois binomiales :
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THEOREME 27. (Approximation de la loi binomiale par une loi de Poisson)

Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires telles que VYn € N, X, suit la loi binomiale
PB(n,pr). On suppose qu’il existe X > 0 tel que :

Pn ~

[e¢]

+

alors pour tout k € N :

. n n—=k — )\k
lim <k)pfl (1—pn) =e )\H
- Y,

Remarque. Ainsi, la suite des lois & (n, 7’\1) tend lorsque n — 400 vers la loi de Poisson Z2(\).

Démonstration. En effet, soit k € N, pour n > k :

n\ g n—k 1 n! k n—k
P(X = k) = ()ph (1= pa = pF(1-pn
( )= (,)Pn (L= Pn) ol (nfk)!pn( Pn)
On va montrer que :
n—k Y n! k k
(1 =pn) njoo € (n —k)! Pn njoo A

on aura alors la limite souhaitée.
D’une part :

A
—k)In(l—pn) ~ —(n—k) = ~ =X
(n=k)In(1—pn) ~ —(n—k) = ~

donc (1 —pn)" " * = exp((n—k)In (1 —p,)) W re e™> par composition des limites.

D’autre part par produit et puissance d’équivalents :

. AF nl k-1 .
~ et ——— = n—j ~
Po Sk Y o ﬂo(n i,

n! k k
o — A" |
(n — k)! L

donc
La loi de Poisson &()\) est une "bonne approximation" d’une loi binomiale %(n, p,) associée :
— a un grand nombre de tentatives (n est grand),

— de probabilité de succeés tres faible (p,, est petit),

— de sorte que np,, soit proche de .

Elle permet donc de comptabiliser la survenue d’événements rares. On dit que c’est la "loi des événe-
ments rares".

Exemple. Une entreprise fabrique une grand nombre de piéces identiques, par exemple 10000, avec
2% de piéces défectueuses.
On choisit 100 piéces au hasard. Quelle est la probabilité P d’en avoir exactement 4 défectueuses?
( 200 ) < 9800 >
P 4 96
En théorie. P = 10000
( 100 )
nombre de piéces choisies étant faible, la probabilité de choisir plusieurs fois la méme est trés petite) et

donc par une loi binomiale %(100;0,02); P = ( 1910 > p*(1 —p) ~ 0,09021 avec p = 0,02, n = 100.

~ 0,09018 mais on peut approcher par un tirage avec remise (le

Comme p est faible, que n est assez grand et que A = np = 100 x 0,02 = 2, on peut approximer par

une loi de Poisson, beaucoup plus simple a calculer : P = 6_/\% = 6_2% ~ 0,09022.

e Situation type.

Supposons que 'on souhaite modéliser le nombre de personnes se présentant & un guichet dans une
période d’'une heure. On sait que la fréquentation moyenne est de 30 personnes/heure.

— On peut aborder le probléme en décomposant minute par minute et en supposant qu’a chaque minute,
avec probabilité 1/2 une personne se présente, avec probabilité 1/2 aucune ne se présente. Le nombre
de personnes se présentant par heure pour ce modéle suit alors la loi binomiale %(60,1/2) qui donne
bien une fréquentation moyenne de 30 personnes/heure. Mais ce modeéle est trés simpliste puisqu’il
impose :

— qu’au plus une personne se présente chaque minute,

— au plus 60 personnes se présentent chaque heure.
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— Pour rendre le modéle plus réaliste on peut songer a faire un découpage seconde par seconde,
une personne se présentant chaque seconde avec probabilité ﬁ. On aboutirait & une loi binomiale
2(3600, 1/120), avec encore une fréquentation moyenne de 30 personnes/heure, et les mémes limita-
tions, bien que beaucoup moins restrictives.

— Afin de rendre le modéle plus réaliste, il suffit d’affiner encore le découpage. Avec le théoréme pré-
cédent on se rapproche alors de la loi de Poisson £2(30), qui s’avére donc le choix le plus pertinent,
puisqu’il ne présente plus les limitations précédentes.

Plus généralement, la loi de Poisson Z2(\) s’utilise pour modéliser un flux d’arrivée durant une période
T donnée, homogene dans le temps (une arrivée ne dépendant pas du délai depuis la derniére arrivée),
et dont le flux moyen A sur la période T est connu, comme par exemple :

— Nombre d’appels quotidien & un standard téléphonique,
— Fréquentation quotidienne d’un magasin,

— Nombre mensuel de naissances,

— Nombre mensuel d’accidents routiers, etc.

e Histogramme et fonction de répartition
Par exemple, pour A =6 :

Histogramme de 2(6) Fonction de répartition de 2(6)

1.2

0.18

0.16
1.0
0.14 _

0.12 0.8

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02 ‘
0,000 I

0.4

‘ ‘ 0.2+ :
I | P . . o= . . . .
10 15 20

25 30 0 5 10 15 20 25 30

~
Exercice 5.
Montrer que si X; et X5 sont des variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson
de paramétre respectif A, i, alors X; + X5 suit la loi de Poisson de paramétre A + p.

\ J

Résolution.
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2. ESPERANCE ET VARIANCE

Dans toute cette partie, les variables sont & valeurs réelles ou complexes, voire & valeurs uniquement
réelles dans la seconde partie. Afin de ne pas restreindre le champ d’application, les variables a valeurs

réelles positives pourront prendre leur valeur dans Ry = Ry u {+0} (penser par exemple au rang
d’apparition du premier pile de la loi géométrique).

2.1. Espérance (VAD réelle ou complexe).

- 2
DEFINITION 14. (Espérance d’une VAD a valeur dans R ou C)

e Une variable aléatoire discréte X a valeurs dans R ou C est dite d’espérance finie lorsque la
famille (x x P(X = &))zemm x est sommable.

e En se donnant Im X sous la forme Im X = {z,, € C | n e N}, X est d’espérance finie lorsque
la série 3}~ tnP (X = x,,) est absolument convergente.

o Si tel est le cas, on appelle espérance de X, noté E(X), le réel ou compleze :

E(X) = zn P (X = 'Tn) = PnTn.
n=0 — n=0

Pn
. J

Remarques.

e [’espérance de la variable aléatoire X est donc la moyenne des valeurs prises par X pondérée par
leur probabilité d’apparition.

e Lorsque E(X) = 0, on parle de variable aléatoire centrée.

e Lorsque X est a valeurs dans R, il arrive que I'on note E(X) = 400 lorsque la variable aléatoire
n’admet pas d’espérance (et que, donc, la série diverge vers +o0). Plus précisément :

e — A
DEFINITION 15. (Espérance d’une VAD a valeurs dans R )

Soit X une VAD a valeur dans Ry = Ry U {+w}. On appelle espérance de X, notée E(X) :
E(X)= ) zxP(X =nz)

z€lm X

avec les conventions :

e si P(X = +400) =0, alors x x P(X = 4+00) =0,

e E(X) = 400 lorsque la famille (x x P(X = &))zemm x nest pas sommable.
\ J

Pour les variables & valeurs dans N, et seulement pour celles 14, I’espérance admet I’écriture suivante.

r — 2
PROPRIETE 28. (Espérance d’une variable a valeurs dans N)

Soit X une VAD a valeurs dans N =N U {+00}, i.e. Im X < N U {+00}. Alors :

E(X) = ), P(X >n)

neN
\. J

Remarque. La famille peut ne pas étre sommable, dans quel cas E(X) = +o0.

Démonstration. Montrons d’abord que lorsque X n’est pas d’espérance finie, alors >, P(X > n) diverge (vers +0). Pour tout
N e N*, par o-additivité :

vn e [1,N], P(X > n) = ( Jrf P(X =k)) +P(X = +0) > JZV] P(X = k)
k=n k=n

d’out :
N N N N ok N
MPX=n)= > Y PX=k=D) Y PX=k =) kP(X=k)
n=1 n=1k=n k=1n=1 k=1
Ainsi, si X n’est pas d’espérance finie, alors Zszl kP(X = k) N‘J: 400 et donc par comparaison de séries a termes positifs,
—+o0
N

=1 P(X =n) N—>—+)m +00.

Supposons désormais que X est d’espérance finie; en particulier P(X = +00) = 0. Pour N € N* on a :

N N
ZnP(X:n):Zn(P(X>7L)—P(X2n+1))
n=0 n=0
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N N
=Y nP(X=n)— > nP(X=n+1)
n=0 n=0
N N+1
= M nP(X=n)— Y (n—1)P(X >n)
n=0 n=1
N N+1 N+1
=Y nP(X=n)— ) nP(X=n)+ ) P(X=n)
n=0 n=1 n=1
N+1
=-(N+1D)P(X>N+1)+ Y P(X >n)
n=1
N+1 N
= Y P(X=n)= )Y nP(X=n)+ (N+1)PX>N+1)
n=1 n=0 o
o3 E(X) < nP(X =n) —
N—+o n=;+l ( )N~>+OC

puisque la série Z nP(X = n) converge, et que le second terme ci-dessus est majoré par son reste d’ordre N. Ainsi :
n=0

+ o0

+0

DI P(X =n)= ) nP(X =n)=E(X).
n=1 n=0

Exemples. A connaitre.

Bien siir toute VADR a valeurs finies admet une espérance finie.

e Si X suit une loi certaine alors son espérance est E(X) = ¢ ou Im X = {c}.

e Si X > 7 (F) suit une loi uniforme alors son espérance est la moyenne de ses valeurs prises :

notant E = {x1,...,2,} :
1 n
E(X) = —
(X) = kz:llxk
e Si X — %(p) suit la loi de Bernoulli de paramétre p alors E(X) =1xp+0x (1 —p) =p.

e Si X < %(n,p) suit la loi binomiale de paramétres n,p alors E(X) = np; en effet :

n

E(X)= ) kxP(X =k)
k=0
= Iiok(;l)pk(l —-p)"*
- élk@)pk(l —p)" "
:én(;ﬁ_;)pmpw (Z)‘Z(Z_D sil<k<n

=npx (p+(1—p)"" formule du binéme
e Si X — ¥(p) suit la loi géométrique de paramétre p, alors X admet une espérance finie et E(X)
en effet (sous réserve de convergence) :

+00

E(X) = Z P(X >n) Proposition 28
n=0
+o0

= Z (1—p)" Proposition 25
n=0
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1
= — série géométrique convergente
1-(1-p)
1
p

Espérance d’une loi géométrique :

1
X — 9(p) admet une espérance finie : E(X) = —.
p

e Si X — Z(A) suit la loi de Poisson de parameétre A, alors X admet une espérance fini et E(X) = A;
en effet (sous réserve de convergence) :

+
ane_)\)\
:Z n—l

+% A+l
= e_A 1
= nl
N
= /\e_>‘e)‘ série exponentielle

=A

Espérance d’une loi de Poisson :
X — P(N\) admet une espérance finie : E(X) = .

On rappelle que si X est une variable aléatoire discréte, alors pour toute fonction f définie sur Im X,
f(X) est aussi une variable aléatoire discréte. On dispose dans ce cas de la formule de transfert qui

permet de donner (lorsqu’elle a un sens) son espérance sans connaitre la loi de f(X), mais juste celle
de X :

e N
THEOREME 29. (Formule de transfert)

Soit X une V.A.D. a valeurs réelles, et soit f une fonction définie sur Im X et a valeurs réelles
ou complexes. Alors :

e la variable f(X) est d’espérance finie si et seulement si la famille (f(x) X P(X = @))zeim x

est sommable et dans ce cas :
Z f(z) x P(X = 1)
xelm X

e En particulier st Imn X = {z, | n € N}, f(X) est d’espérance finie si et seulement si la série
> f(xn) x P(X = a,) est absolument convergente, et dans ce cas :

= Z flz,) x P(X = z,)
n=0

|\ J

Démonstration. Par définition f(X) admet une espérance finie si et seulement si la famille (y x P(f(X) = ¥)) jerm r(x) ©st
sommable, et dans ce cas E(f(X)) = ZyEImf(X) y x P(f(X) =v).
Pour tout y € f(Im X),

tx=w= U x=0

zef~1({y})
c’est une réunion dénombrable, puisque X est discréte, d’événements deux & deux incompatibles, et donc par o-additivité :
(@) PUH(X)=y) = > PX=u2

wef~1({y})
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on partitionne Im X en la famille f~*({y}) lorsque y décrit Im f(X). Lorsque la famille (f(z) x P(X = ))ze1m x est sommable,
d’apres le théoréme de sommation par paquets :

Y f@) xP(X =) > Y, f@xP(X=u)

zelm X yelm f(X) zef—1({y})

v 2, P&X=2)
velm f(X)  zef—1({y})
Y yxPUX) =)
yelm f(X)

= E(f(X))

et dans ce cas f(X) admet une espérance finie.

Réciproquement supposons que la famille (f(z) X P(X = @))zerm x n’est pas sommable, et montrons que la famille (y x P(f(X) =
Y))yelm f(x) ne l’est pas non plus (et donc que f(Y') n’a pas une espérance finie).

Par définition :

sup{ Z |f(z)] x P(X =z) | Ac ImX fini } = +o0.
€A

Or d’aprés (%), pour tout A < Im X (fini) :

D @I xP(X=2)< Y |yl xP(f(X)=y)

z€A yef(A)

et bien sur lorsque A € Im X est fini, f(A) < Im f(X) est aussi fini. Ainsi :

sup{ Y |yl x P(f(X) =) | B < Im f(X) fini § = +o0.
yeB
et donc par définition la famille (y x P(f(X) = ¥))yeim f(x) n’est pas sommable. ]

Remarque. La formule s’applique aussi aux couples ou vecteurs de variables aléatoires. Si (X,Y) est
un couple de VAD et f : Im (X,Y) — C alors si f(X,Y) admet une espérance, on a la formule de

transfert :
EfX.Y) = D) flayxPX =zY=y)
(z,y)elm (X,Y)
p
Exercice 6. Soit X — ¥(p); montrer que la VAD % est d’espérance finie et calculer son
espérance.
\ J
Résolution.
r a
PRropPosITION 30.
Soient X et'Y deux VAD définies sur un méme espace probabilisé et a valeurs complezxes. Si
|X| <Y et siY est d’espérance finie, alors X est aussi d’espérance finie.
\ J

Démonstration. On peut supposer que Im X est infini (dénombrable) sinon la conclusion est claire. Considérons le couple
Z = (X,Y); c’est une VAD. Notons Im Z = {(z,,y») | » € N} o les (z,,,yn) sont deux & deux distincts.

Notons f : (z,y) —> z et g: (z,y) —> y. Alors Y = g(Z) et X = f(Z). Comme Y est d’espérance finie, d’aprés le formule de
transfert :
E(Y) = Z 9(@n,Yn) X P(Z = (2n,yn)) = Z Yn X P(Z = (Tn,Yn))

neN neN
Puisque par hypothése, pour tout n € N, |z,,| < y», par comparaison, la série ),
et d’aprés le théoréme de transfert :

Z Tn X P(Z = (wnvyn)) = Z f(J;THyTL) X P(Z = (wnvyn)) = E(X)

neN neN

neN Tn X P(Z = (2, yn)) converge absolument,

et donc X est d’espérance finie. |

Etablissons les propriétés de ’espérance.
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PROPRIETE 31. (Positivité de ’espérance)
Si X est une VAD réelle a valeurs dans Ry et d’espérance finie, alors E(X) = 0.

De plus E(X) = 0 si et seulement si X est nulle presque surement, c’est a dire si (X = 0) est
presque sur.

Démonstration. On a E(X) = ),
de convergence, E(X) > 0.

zelm X zP(X = z); puisque Im X < Ry, c’est une somme de termes positifs, et donc, en cas

Si E(X) = 0 alors pour tout z € Im X, zP(X =z) =0, et doncz £ 0 = P(X =z) =0. Or

1= Y PX=2)=PX=0+ Y PX=2) = P(X=0)=1
@€lm (X) welm (X)*
[ S —
=0
|
( - - . P . P 2 \
PROPRIETE 32. (Linéarité de ’espérance)
Soient X et Y deux V.A.D. sur un méme espace probabilisé et & valeurs dans C; si X etY
sont d’espérance finie, alors pour tout (a,b) € C2, aX + bY est d’espérance finie et :
E(aX +bY) = aE(X) + bE(Y)
\. J
Démonstration. On utilise le lemme suivant qui donne une expression de l’espérance qui n’utilise pas la loi de la VAD.
4 )
Lemme 33.
X une VAD a valeurs complezes définie sur une espace probabilisé (2, 22(Q2),P) avec Q au plus dénombrable. Alors
X admet une espérance finie si et seulement si la famille (X (w) x P({w})wen est sommable et dans ce cas :
E(X)= ), X(w)P({w})
weN
. J

Démonstration. (Du Lemme). Sous ces hypothéses, 'application Idg : w — w est une VAD puisque Ido(2) = Q est
dénombrable et que pour tout x € €, Ida1 {z}) = {z} appartient & la tribu Z(2). Appliquons la formule de transfert a la VAD
Xoldg =X :

X oIdgo = X admet un espérance finie si et seulement si la famille (X (w) X P(Ido = w))welm 1dg, est sommable, c’est & dire si
et seulement si la famille (X (w) x P({w}))wen est sommable, et dans ce cas :

E(Xoldo)= Y, X(w)xP(ldg =w)
weldg ()
c’est a dire E(X) = Z X (w) x P({w})
we

Revenons a la preuve de la propriété. On considére d’abord le cas ot I'univers  est au plus dénombrable ; notons Q = {w,, | n € I}
ou I < N est une partie finie de N ou tout N. D’aprés le lemme, puisque X et Y admettent un espérance finie, les familles
(X (wn) X P({wn}))ner et (Y(wn) X P{wn}))ner sont sommables, c’est & dire que lorsque I = N, les séries :

3 X(wn) x P({wn}) et Y (wn) x P({wn})
nel nel
sont absolument convergentes. La famille ((aX (wy) + bY (wy)) X P({wn}))ner est donc sommable, c’est & dire que la somme :
D (@X (wn) + bY (wn)) x P({wn})
nel
est bien définie et a valeur dans C (c’est clair quand I est fini, et lorsque I = N la série converge absolument, comme combinaison
linéaire de séries absolument convergentes). Or en appliquant le lemme (3 fois) et par linéarité de la somme, on obtient :
E(aX +bY) = 3 (aX (wn) + bY (wn)) x P({wn}) = a x 3 X(wn) x P({wn}) +bx 3 ¥(wn) x P({wn}) = a x E(X) + b x E(Y)
nel nel nel
Ce qui conclut la cas au plus dénombrable.
Il reste a prouver le cas ou 2 est infini indénombrable. Nous allons voir qu’il se raméne au cas dénombrable en construisant des
VAD X et Y sur un univers au plus dénombrable, de mémes lois que X et Y. Supposons que X et Y sont d’espérance finie et
considérons le couple de VAD (X,Y); c’est une VAD et donc son image
(X, Y)(Q) = {(X(w),Y(w)) | we Q} = C?
est au plus dénombrable. Posons @ = (X,Y)(Q2) son image et munissons le de la tribu 2(Q); on définit une probabilité sur
(Q, 2(Q)) en posant pour tout (z,y) € Q :
P{(z,9)}) =P(X ==z,Y =y)
et P est o-additive, puisque Z(:L',y)E(X.Y)(Q) P(X =z,Y = y) = 1. C’est un fait déja remarqué (Chapitre "Espaces probabilisés"),
résumé dans le lemme suivant.

Lemme 34.
Soit Q = {wn | n € I} (avec I = N) un ensemble au plus dénombrable et (pn)ner une famille de réels positifs
vérifiant 3, ; pi = 1. Alors il existe une unique probabilité sur (Q, (Q)) vérifiant :

Viel, P({wb}) = pi-
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On a alors pour tout A C Q

P(A) = Y P(wi) = Y pi

w;EA w;EA

Démonstration. (Du lemme).

Par analyse et synthése. Soit A € 22(Q2); alors A est au plus dénombrable et par c-additivité si P s’étend sur 22(€2) en une
probabilité on a nécessairement P(A) = >}._ 4 p; € [0, 1]. Cela définit une application P : &22(Q) — [0, 1] qui est o-additive. De

plus :
P = ) Pwi) =Y pi=1
w;eQ iel
Donc P ainsi définie est bien une probabilité, et c’est la seule vérifiant Vi € I, P({w;}) = p;. |

Revenons a la preuve. On a défini un espace probabilisé (fl, 9(@), P) d’univers Q au plus dénombrable. En notant :

X:Q0 — C Y:Q — C

et

(z,y) — =z (,y) — y

X et Y sont des VAD, puisque :
X(Q)=X(Q) Y(Q) =Y()
sont au plus dénombrables et Vo € X (Q), X "1 ({z}) € 22(Q) et Yy € Y(Q), Y ({y}) € 2(Q) sont bien des événements.
Le couple de VAD (X,Y) suit la méme loi conjointe que le couple (X, Y), puisque (X, Y)(2') = Q' = (X,Y)(Q) et
V(,y) e, P(X =2,¥ =y) =P{(z,9)})) =P(X =2,Y =y)

et donc X et X suivent la méme premiére loi marginale, Y et Y suivent la méme seconde loi marginale, et aX + bY suit la
méme loi que aX + bY (la loi de la somme étant uniquement déterminée par la loi conjointe).

Les VAD X et Y étant définie sur un univers au plus dénombrable, la premiére partie de la preuve s’applique pour montrer que
aX + bY est d’espérance finie et :
E(aX + bY) = aE(X) + bE(7)
Donc aX + bY est aussi d’espérance finie et
E(aX +bY) = E(aX 4 bY) = aE(X) + bE(§) = aE(X) + E(Y)

ce qui conclut la preuve. [ ]

PROPRIETE 35. (Croissance de l’espérance)

Soient X et Y deuxr VAD sur un méme espace probabilisé et a valeurs réelles. Si X et Y sont
d’espérance finie, et si X <Y alors :

E(X) <E(Y)

avec €galité si et seulement si X =Y presque surement.

Démonstration. On applique la positivité de I’espérance & Y — X pour obtenir E(Y — X) > 0 avec égalité si et seulement si
Y = X presque surement, puis la linéarité de I’espérance pour en déduire E(Y) = E(X) avec égalité si et seulement si Y = X
presque surement. ]

PROPRIETE 36. (Espérance du produit de VAD indépendantes)

Soient X et Y deux VAD d’espérance finie sur un méme espace probabilisé. Si X etY sont
indépendantes, alors la VAD XY est d’espérance finie et :

E(XY) = E(X)E(Y)

Démonstration. Les deux familles (z x P(X = z))zetm x et (y X P(Y = y))yemm vy étant sommable, la famille (zy x P(X =
Z)P(Y = y))(e,y)elm X xIm v €st sommable (Théoréme 8) et :

(1) > zyxP(X =z)P(Y =y)= ) zxPX==z)x Y yxPY =y)
(z,y)elm X XIm Y xelm X yelmY
Or X et Y étant indépendantes :
(2) Z zy X P(X =z2)P(Y =y) = Z zy x P(X =z,Y =y)
(z,y)elm X XIm Y (z,y)elm (X,Y)

On considére f : (z,y) — x X y et on applique le théoréme de transfert & fo (X,Y) = XY ; on obtient que XY est d’espérance
finie et :

E(XY) = > zy x P(X =2,Y =)

(z,y)elm (X,Y)
(T) Z zy x P(X = 2)P(Y =y)

(z,y)eIm X xIm Y
= Z zx P(X =1z) % Z yx P(Y =y)
& zelm X yelm Y
= E(X)E(Y)

]

Remarque. Attention I'indépendance est nécessaire pour que XY admette une espérance finie. Il est
facile de construire un exemple ot X et Y sont d’espérance finie sans que XY ne le soit :

Jean-Philippe Préaux 26



PC VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ENCPB

Soit X =Y : Q — N* de loi :
—1
¥neN* P(X =n) = — = Zi
n ) =n)= 3 avec a = 3
keN*
Alors X et Y sont d’espérance finie puisque E(X) = E(Y) = > %3 = > % converge, tandis que

XY = X2 ne l'est pas puisque E(XY) = E(X?) = an—”j = > 2 diverge.

Ce résultat se généralise aux vecteurs de variables aléatoires indépendantes :

PROPRIETE 37. (Espérance du produit de VAD indépendantes)

Soient X1,..., X, des VAD d’espérance finie sur un méme espace probabilisé. Si Xy,..., X,
sont indépendantes, alors la VAD Xq x --- x X, est d’espérance finie et :

E(X; x---x X,) =E(Xy) x - x E(X,,)

Démonstration. Par récurrence sur n > 2.
(I) Pour n = 2 c’est le résultat précédent.

(H) Supposons l'assertion vraie au rang m et soient Xi,...,X,,Xn4+1 (n + 1) variables indépendantes. Par hypothése de
récurrence X1 X -+ X X, est d’espérance finie et :
E(X1 X+ x Xp) =E(X1) X+ X E(Xp)

D’apreés le lemme de coalition X; X -+ x X,, et X,,41 sont indépendantes. Alors d’aprés la propriété précédente on a que
X1 x -+ x X, x Xy,41 est d’espérance finie et :

E(X1 X+ X Xp X Xpy1) =E(X1 X xXp) XxE(Xp41) =E(X1) x -+ Xx E(Xy) X E(Xp41)

]

2.2. Variance et covariance (VAD réelle).

Dans cette partie toutes les VAD sont a valeurs réelles.

[ DfFINITION 16. (Moments d’'une VARD) )
Soit X une variable aléatoire réelle et soit p € N* ; on dit que X admet un moment d’ordre p si
XP est d’espérance finie. Le moment d’ordre p de X est alors E(XP) ; c’est un réel.

\ J

N
PRoOPOSITION 38.
St X admet un moment d’ordre p, alors X admet un moment d’ordre q pour tout q < p.
\ J

Démonstration. Soit p,q € N* avec ¢ < p; alors |[X9] < 1 + |XP|. Puisque X admet un moment d’ordre p, d’aprés le
théoréme de transfert, la famille (Jz|? x P(X = z))zerm x est sommable. La famille (P(X = ))zerm x est aussi sommable,
puisque >, ;. P(X = z) = 1. Ainsi par linéarité de la sommation et par comparaison, la famille (|z|? x P(X = x))zemm x est
sommable ; d’aprés le théoréme de transfert, X7 est d’espérance finie.

- 2
PROPOSITION-DEFINITION 17. (Variance d’'une VADR)

Soit X une variable aléatoire réelle discréte.
St X admet un moment d’ordre 2, alors X est d’espérance finie et on définit la variance de X
par :
V(X) = E((X - E(X))?)
qui peut aussi s’écrire (formule de Koenig-Hugens) :
V(X) =E(X?) - (E(X))?

La variance de X est un réel positif, et on appelle écart-type le réel o(X) = /V(X).
_ y,

Démonstration. Puisque X admet un moment d’ordre 2, d’aprés la proposition précédente, X2 et X sont d’espérance finie,
et par linéarité de espérance (X —E(X))? = X? — 2E(X)X + E(X)? est aussi d’espérance finie. Ainsi V(X) est bien définie, et
par positivité de I’espérance est a valeurs dans R;. De plus par linéarité de ’espérance :

E((X — E(X))?) = E(X? — 2E(X)X + E(X)?) = E(X?) — 2E(X)? + E(X)? = E(X?) — E(X)?
ce qui prouve la formule de Koenig-Huygens. ]
Remarques.
e Par positivité de I’espérance :
V(X) =0 sietseulement si X = E(X) presque surement
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Ainsi une VARD X est de variance nulle si et seulement si elle suit une loi quasi-certaine, c’est a dire
Jece R, P(X = ¢) = 1. (Mais pour autant on n’a pas nécessairement Im X = {c}.)

e Si X admet un moment d’ordre 2 alors X admet une variance finie. Réciproquement, si X admet
une variance finie, alors par définition X admet une espérance finie, et par linéarité de I’espérance X2
admet une espérance finie, c’est a dire X admet un moment d’ordre 2. Ainsi une VARD admet un
moment d’ordre 2 si et seulement si elle admet (une espérance et) une variance finie(s).

Exemples. Variance de lois usuelles.

e La variance d’une loi quasi-certaine est nulle :
V(X) =E(X —E(X))? = (E(X)-E(X))?x1+ > (z—E(X))*x0=0.
2+E(X)
e Variance d’une loi de Bernoulli.

Soit X «— #(p) alors V(X) = p(1 —p). En effet : In X = {0,1} et E(X) = p, donc d’apreés la formule
de transfert :

V(X) =E((X —p)*) = (0-p)*P(X = 0) + (1 - p)’P(X = 1)
=p?x(1=p)+(1-p)*xp=pl-p)(p+1-p)
=p(1—-p)

e Variance d’une loi géométrique.

Soit X — ¥(p) avec p €]0, 1[; alors avec la formule de transfert, X admet un moment d’ordre 2 puisque

la série
E(X?) = ), n*(1—p)"'p
neN*
converge (par exemple en appliquant d’Alembert). Calculons sa variance : par linéarité de espérance,
X (X — 1) admet une espérance finie, et avec la formule de transfert :

E(X(X—1))= ) nn=1)(1—-p)"'p

neN*

= p(1—p) Y n(n— (1 p)"*

n=2

on reconnait la série géométrique dérivée seconde :

=p(l—p) x (ij <1(1p)>

2
=p(1l—p) x =
(1-p)x
_20-p)
==
Donc par linéarité de 1’espérance :
2(1 — 1 92—
E(X2) — E(X(X — 1)+ E(x) = 20-P) L 2-p

Et d’aprés Koenig-Huygens :

( Exercice 7. Montrer que la variance d’une loi de Poisson de paramétre A > 0 est égale a . )

Résolution.
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PROPRIETE 39.
Soit (a,b) € R? et X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2; alors
V(aX +b) = a*V(X)
- Y,

Démonstration. Par linéarité de ’espérance :
aX +b—E(aX 4+ b) = a(X — E(X))
et X et X2 admettant une espérance finie, il en va de méme de (a(X — E(X)))?; on a alors :
V(aX +b) = E((a(X — E(X)))?) = a’E((X — E(X))?) = a*V(X)
|

Remarque. Une VADR est dite centrée lorsque son espérance est nulle; elle est dite réduite lorsque
sa variance vaut 1. Pour toute variable X admettant un moment d’ordre 2, la variable aléatoire
X—-m
Y=—— avecm=E(X)eto=+V(X)
o
vérifie : E(Y) =0 et V(Y) = 1, c’est une variable aléatoire centrée réduite.

PROPOSITION 40. (Condition suffisante d’espérance finie du produit)

Soient X etY deux VADR sur un méme espace probabilisé et admettant un moment d’ordre 2;
alors XY est d’espérance finie.

Démonstration. Puisque X2 +Y? — 2|XY| = (|X| — |Y])? = 0, on a alors |[XY| < 3 (X2 4+ Y?). Par linéarité de l'espérance
% (X2 + Y2) admet un espérance finie, et avec la proposition 30, XY aussi. | |

Cette propriété nous assure en corollaire qu'une combinaison linéaire de VARD admettant un moment
d’ordre 2, admet aussi un moment d’ordre 2. Autrement dit :

COROLLAIRE 41. (Structure de R-espace vectoriel)
L’ensemble des variables aléatoires sur un méme espace probabilisé (Q, o/ ,P) et admettant un
moment d’ordre 2 est un R-espace vectoriel noté L2(S2, o/, P).

Démonstration. Soient X et Y deux VADR sur (Q, o7, P) admettant un moment d’ordre 2. Alors pour tout A€ R, A+ X +Y
est une VADR sur (2, &7, P) et puisque :

A-X+Y) =X X" +Y?+20- XY
X?,Y? et XY admettant une espérance finie, il en va de méme, par linéarité de I’espérance, de A X +Y)2 ;la VADR (A- X +Y)
]

admet donc un moment d’ordre 2.

L’espérance finie du produit XY de deux VARD X et Y admettant un moment d’ordre 2 permet
surtout de définir la notion de covariance de X et Y.

( )
PROPOSITION-DEFINITION 18. (Covariance de X et Y)

Soient X et Y deux variables aléatoires sur un méme espace probabilisé (2, o/ ,P) et admettant
un moment d’ordre 2. On définit la covariance de X et Y comme le réel :

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y — E(Y))).

En particulier, V(X) = Cov(X, X).
La covariance peut aussi s’écrire (Formule de Koenig-Huygens) :
Cov(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y)
\ J

Démonstration. Puisque X et Y admettent un moment d’ordre 2, alors X et Y admettent une espérance finie, ainsi que XY
(proposition 40). Par linéarité de l'espérance, (X — E(X))(Y —E(Y)) = XY — E(Y)X — E(X)Y + E(X)E(Y) admet donc aussi
une espérance finie. La covariance de X, Y est donc bien définie. De plus :

Cov(X,Y) = E[XY —E(Y)X —E(X)Y + E(X)E(Y)]
=E(XY) - E(Y)E(X) - E(X)E(Y) + E(X)E(Y) = E(XY) — E(X)E(Y)
ce qui établit la formule de Koenig-Huygens. |
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PROPRIETE 42. (Forme bilinéaire symétrique positive)

Sur L2(2,47,P) la covariance est une forme bilinéaire, symétrique et positive. Autrement dit

pour tout X,Y, 7 € L*(, o/,P), et pour tout (a,b) € R? :

o Cov(aX +bY,Z) =aCov(X,Z)+bCov(Y, Z),

o Cov(X,aY +bZ) =aCov(X,Y)+bCov(X,2),

e Cov(X,Y) = Cov(Y,X),
(X,

o Cov(X,X)=V(X)=0.
\ J

Démonstration. Elle est triviale; la bilinéarité découle de la linéarité de l’espérance, la symétrie de la commutativité de la
multiplication, et la positivité découle de la définition.

Remarque. La covariance n’est pas un produit scalaire, par absence de définie positivité; en effet
Cov(X, X) = 0 implique que X suit une loi quasi-certaine.

Une propriété tres utile de la covariance est la suivante :

PROPRIETE 43. Deux variables indépendantes ont une covariance nulle
Soient X et Y dans L2(Q),.o/,P) ; si X etY sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0.

Démonstration. Pour deux variables indépendantes E(XY) = E(X)E(Y) (propriété 36), d’ou la nullité de leur covariance,
avec Koenig-Huygens. |
Remarque. Ainsi la covariance peut étre utile pour montrer que deux variables ne sont pas indépen-
dantes. (Car la réciproque est fausse : Cov(X,Y') peut étre nulle sans X et Y ne soient indépendants.).

La covariance n’est pas trés loin d’étre un produit scalaire, de "norme associée" 1’écart-type. L’indé-
pendance implique alors 'l'orthogonalité" pour cette analogie. Et on dispose encore d’une inégalité de
Cauchy-Schwarz :

r 2
THEOREME 44. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soient X et Y deuz variables aléatoires dans L?(Q, </, P), alors :
E(XY)? <E(X?) xE(Y?).
avec €galité si et seulement si X et Y sont proportionnels presque surement.
Et :
|Cov(X,Y)| < o(X) x a(Y)
avec égalité si et seulement si il existe (a,b) € R? tel que Y = aX +b p.s. ou X =aY +b p.s..
- Y,

Démonstration. On reprend la preuve de l'inégalité de Cauchy-Schwarz avec le pseudo-produit scalaire (X,Y) — E(XY)
(on n’a pas le caractére défini, car E (Xz) =0 = X = 0 p.s. (et pas partout) mais la preuve est la méme). Supposons que
E(XQ) + 0; soit A € R; par positivité de ’espérance :
0<E((M X +Y)?) = A’E(X?) + 20 - E(XY) + E(Y?)

C’est un trinéme en A, dont le discriminant est négatif ou nul :

A = 4E(XY)? —4E(XHE(Y?) €0 — E(XY)? < E(X?)E(Y?)
De plus en cas d’égalité, A = 0, et donc il existe X € R, tel que E((A- X + Y)?) = 0, c’est a dire A - X + Y = 0 presque surement
(par positivité, propriété 31).

Si E(X ) = 0 alors, touJouls d’aprés la propriété 31, X = 0 presque surement et 1la encore X = 0-Y presque surement et

= E(XY)? = E(X?) x E(Y?). Réciproquement si X = aY (ou Y = aX) presque surement, il est immédiat de vérifier que
l’inégalité est une égalité.
En particulier, en appliquant le résultat a (X — E(X)) et (Y —E(Y) :

Cov(X,Y)? = E[(X — E(X))(Y —E(Y)]* < E((X — E(X))*) x E((Y — E(Y))?)
< |Cov(X,Y)| < o(X) x o(Y)
avec égalité si et seulement si il existe a € R tel que presque surement X — E(X) = aY —aE(Y) (ou Y — E(Y) = aX — aE(X)),
et en particulier il existe (a, b) € R? tels que presque surement X = aY + b (ouY = aX +b). Réciproquement, si (par exemple)
X = aY + b presque surement, alors E(X) = aE(Y') + b et donc X —E(X) =aY +b—aE(Y) —b=aY —aE(Y) et il y a donc
égaliteé. |
Remarque. Soient X,Y € L2(Q,.o7,P) avec V(X) # 0 et V(Y) # 0; on définit leur coefficient de
corrélation par la formule :
(X, V) Cov(X,Y)
p = — ' 7
7 o(X)a(Y)
30
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c’est un réel dans [—1, 1] qui vérifie :

(X,V) 0 lorsque X et Y sont indépendantes
P = 4 — Y =aX+0bps.ou X =aY +bps.

Il est utilisé notamment en statistique pour la régression linéaire. Lorsqu’il est proche de +1, les séries
statistiques, que ’on peut voir comme des VADR, sont proches de suivre une relation affine.

s — - N
PROPRIETE 45. (Variance d’une somme)

Pour des VARD dans L?(Q, o/ ,P) :
V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)
et plus généralement :
v( 3 Xk> = SV + 3 Cov(Xi, X;) = 3] V(X) +2 Y Cov(Xi, X;)
k=1

k=1 g k=1 i<j
\ J

Démonstration. On démontre la deuxiéme formule, plus générale; pour cela on rappelle que :

n 2 n
(Z mi> = Z w? +2x Z ;T ()
i=1

i=1 1<i<js<n

d’aprés le formule de Koenig-Huygens :

n n 2 n 2
i=1 i=1 i=1
n n 2
=E Z Xf + 2 x Z Xi X5 | = (Z E(Xi)> avec (*) et par linéarité de E
i=1 1<i<js<n i=1

EXD)+2x Y E(Xin)fiE(Xifo > E(X)E(X;) idem
i=1

1<i<j<n 1<i<j<n

2
i=1

= D (B —E(X)?) +2x Y (E(XGX) - E(X)E(X;)
i=1

= Zl

1<i<j<n
7 V(X;)+2x Z Cov (X, X;) d’aprés Koenig-Huygens
1<i<j<n
]
COROLLAIRE 46. (Variance d’une somme de variables indépendantes) )
Pour des VARD dans £L?(Q, o/, P) deuz a deux indépendantes :
VIX+Y)=V(X)+ V()
et plus généralement :
v( 3 Xk) = V(X
k=1 k=1

\_ J

Remarque. Noter que 'indépendance mutuelle n’est pas nécessaire, I'indépendance 2 a 2 suffit.
Exemple. Variance d’une loi binomiale.

Soit X «— Z(n,p); alors X = X; +--- 4+ X,, avec X1,...,X,, des variables i.i.d. suivant la méme loi
de Bernoulli #(p). Alors :

VX) = 3 V(X =nxpx (1 p)

k=1
e “
Exercice 8. Navale 2015. On distribue, aléatoirement, uniformément et indépendamment r
boules dans n boites By, - - -, B,. On note Y; la variable aléatoire prenant la valeur 1 si B; est

vide et 0 sinon.
1. Déterminer la loi de Y;.
2. Calculer Cov (Y;,Y;) pour i # j.

3. Calculer I’espérance et la variance de la variable aléatoire donnant le nombre de boites vides.
\ J
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Résolution.

2.3. Fonction génératrice d’une VAD i valeurs dans N.

Dans cette partie toutes les VAD sont & valeurs dans N.

N
PROPOSITION 47. (Série entiére de T.G. la loi de X : 2 — N)
Soit X une VAD a valeurs dans N. Alors la série entiére :
Z P(X =n)z"
e a un rayon de convergence R > 1,
e converge normalement sur le disque fermé D(0,1).
\ J
Démonstration. Puisque Y, P(X = n) = 1, la série converge pour z = 1, donc R > 1. De plus pour tout z € D(0,1) :
2] <1 = |P(X =n)2"| < P(X =n)
et la série ), P(X = n) = 1 converge; il y a donc convergence normale sur D(0, 1). ]
e " - . - a
DEFINITION 19. (Fonction génératrice)
Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans N. On pose en tout t € R o c’est possible,
+00
Gx(t) =E(t¥) = Y P(X =n)-t"
n=0
Cette fonction est appelée fonction génératrice de la variable aléatoire X .
\ J

Jean-Philippe Préaux 32




PC VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES ENCPB

Remarques.

e L’6galité entre E(tY) et la somme découle de la formule de transfert.

e On a toujours Gx (1) =1 puisque Gx (1) = >P(X =n) = 1.

e Si X est a valeurs finies, Gx est une fonction polynomiale.

Exemples. Il faut connaitre et savoir retrouver la fonction génératrice des lois usuelles.
e Fonction génératrice d’une loi de Bernoulli.

Soit X — A(p). Alors :
Gxt)=P(X=0)-t"+P(X=1)-t'=1-p)+tp=q+tp
la fonction génératrice est affine. Réciproquement si une fonction génératrice Gx est affine, Gx (t) =

q + pt, alors X suit presque surement une loi de Bernoulli, i.e. InX > {0,1} et P(X = 1) = p,
P(X =0) =q.
e Fonction génératrice d’une loi binomiale.
Soit X < A(n,p). Alors :
- n n— n n
Gx(t) =), <k>p’“(1 —p)" M = (L—p+1tp)" = (q+tp)
k=0
e Fonction génératrice de % ([[1,n]]).
Soit X — % ([1,n]), alors :
51 t 11—t
Gx(t) =) = xth = —x sit+1et Gx(1) =1
—an n 1-—
L . )
PROPRIETE 48. (Analytique)
Sous les mémes hypothéses :
e Le domaine de définition de Gx contient [—1,1],
e La fonction Gx est continue sur le segment [—1,1],
e La fonction Gx est de classe €% sur Uintervalle ouvert | — 1,1].
\ J

Démonstration. Elle découle de faits élémentaires sur les séries entiéres. Comme vu plus haut il y a convergence normale sur
le segment [—1, 1], et donc existence et continuité sur tout le segment. Le rayon de convergence est R > 1, la somme d’une série
entiére étant de classe ¥“ sur Iintervalle ouvert de convergence, elle l’est au moins sur l'ouvert | — 1, 1[. ]

L’intérét de la fonction génératrice G x réside notamment dans le fait qu’elle caractérise la loi de X :

PROPOSITION 49. (La fonction génératrice caractérise la loi)

Soit X une variable aléatoire o valeurs dans N. La loi de X est entierement déterminée par sa
fonction génératrice G x . Plus précisément :

Ge0)

VneN, P(X =n) = '
n!

Remarque. En particulier deux variables aléatoires a valeurs dans N ont méme loi si et seulement si
elles ont méme fonction génératrice.

Démonstration. La fonction Gx est infiniment dérivable sur | — 1,1[. D’aprés le théoréme de dérivation terme a terme,
Vte] —1,1[, Vne N :
(n) +o k! N
Gy (t) = ——P(X =kt "
x (@) k;n(k—”)! ( )
en particulier Vn € N :
el
G (0) =n! xP(X =n) = P(X =n) = % ©

n!

Espérance et variance d’une variable aléatoire & valeurs entiéres sont aussi facilement déterminés a
I’aide de la fonction génératrice.
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THEOREME 50. (Calcul d’espérance et de variance)
La fonction t € [—1,1] — Gx(t) est :
— dérivable en 1 ssi X est d’espérance finie, on a alors :
G (1) = E(X)
— deuz fois dérivable en 1 ssi X admet une variance et :
G (1) = E(X(X - 1))
_ J

Remarques.
e Pour retrouver la formule, on retiendra

Gx(t) =E(Xt*™') donc Gx(1) =E(X).
G%(t) =E(X(X —1)t*?) donc G%(1) = E(X(X —1)).
e Lorsque Gx est deux fois dérivable en 1, la variance s’obtient alors par :
V(X) = G%(1) + G (1) - GR(1)
puisque : G% (1) = E (X?) — E(X) = V(X) + (E(X))? —E(X) = V(X) + (G'X(l))2 -G (1).
Démonstration. (La démonstration du sens réciproque est non exigible.)
On note p,, = P(X = n).

1

Pour I'espérance : Supposons que X est d’espérance finie, E(X) = ::Z“On X pn. Alors la série Y, _; nt" ™' X p, converge

n=

normalement sur [0, 1]. Puisque la série 3 1™ X p, converge simplement sur [0, 1], d’aprés le théoréme de dérivation €*,

G’y (1) existe et vaut G’y (1) = Y12 n x p, = E(X).

Gx(1)=Gx(t)
T—t

Réciproquement, supposons que G x est dérivable en 1 : on a limy_,1 = ¢ € R. Remarquons que pour t < 1 :

+ o
Z pn(l— t")
n=0

Gx(1) — Gx(t) w n—1
— = - *ngopn(l"rt"r"'-’rt )

Puisque t — (1 +t+ -+ t”fl) est croissante, on a pour tout t € [0, 1[2

+oo
3 pn(1+t+~~-+t"’1) <

n=0

Donc, pour tout N € N, en faisant tendre ¢ vers 1 :
N
> mpn <4
n=0
La série étant a terme positifs, d’aprés le théoréme de la limite monotone, ano npy, converge, ainsi X admet une espérance.

Pour la variance : En utilisant ’argument précédent mais sur la série dérivée, on établit que la fonction G’ (t) = Zifl nppt™ !

est dérivable en 1 ssi Y7 n(n — 1)p, < +00, et qu’en cas de convergence, lim;—1 G% (t) = G% (1) = 27, n(n — 1)p,.

En particulier E(X (X — 1)) < +00. De plus, puisque Gx est dérivable en 1,E(X) < +00, donc E (X?) < +00 et X admet une
variance. ™

THEOREME 51. (Fonction génératrice de la somme de variables indépendantes)
Soient X etY deuz variables aléatoires a valeurs dans N indépendantes.
Alors pour tout t € [—1,1]

Gx+y(t) = Gx(t) X Gy(t).

Exemple. Une loi binomiale %(n,p) étant somme de lois de Bernoulli #(p) i.i.d. on retrouve que
puisque la fonction génératrice de Z(p) est pt + g, celle de HB(n,p) est (pt + ¢)™.

Démonstration. Les variables X et Y étant indépendantes, d’aprés le lemme de coalition t* et t¥ sont indépendantes donc
pour |t| < 1, avec la propriété 36 :

Gxivy(t)=E <tX+Y) =E (tXty) =E (tX> E (ty) = Gx(t) x Gy (b).

Exercice 9. Calculer les fonctions génératrices :
— d’une loi géométrique ¥ (p)
— d’une loi de Poisson Z2(\).
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Résolution.

e Formulaire & connaitre

Loide X | InX | P(X=k) | E(X) | V(X) Gx(t)
p sik=1
#(p) || {0,1} {q kol P pq pt+q
n _
%(n,p) || [0,7] ( k>p’“q" Flonp npq (pt+q)"
1 n+l|n?—=1|¢t1—¢"
1 1 - - 1
7 ([L,n]) || [1,n] - 5 TE (t+1)
_ 1 q pt
N* k—1 - 2
9(p) "~ 'p 5 3 =
A A(t—1)
P(N) N e A A e

en notant ¢ = 1 — p. Il faut savoir retrouver rapidement les fonctions génératrices des lois usuelles.

2.4. Résultats asymptotiques.

Dans cette partie toutes les variables aléatoires sont a valeurs réelles.

THEOREME 52. (Inégalité de Markov)
Soit X une VADR positive d’espérance finie ; alors pour tout € > 0,

M | =

Remarque. Si on ne suppose pas X positive, on peut écrire P(|X| > ¢) < ~E(|X|).

Démonstration. On écrit :
X =XX1xse+X X1x<c

>ex1lxse car X =0
donc par croissance de ’espérance :
E(X)>E(e x1xz.) = X P(X = ¢).
|
Exemple. Les salaires étant positifs, la proportion de la population recevant plus de 3 fois le salaire
moyen est au plus d’un tiers. (Poser X qui & un salarié associe le rapport entre son salaire et le salaire
moyen ; alors E(X) = 1).
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L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev se déduit de I'inégalité de Markov ; elle est plus fine, faisant
intervenir aussi la variance. Elle donne notamment un sens a la variance, comme mesure de la dispersion
autour de la valeur moyenne (= espérance).

THEOREME 53. (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)
Soit X une VADR admettant un moment d’ordre 2; alors pour tout € > 0 :

P(X — E(X)| > ) < Eig V(X).

Démonstration. On applique I'inégalité de Markov a la VADR positive | X — E(X)|? :
PIX —E(X)| = ¢) = P (IX —E(X))* = ¢*)

1 1
< SE (|X - E(x)\‘”’) = 5 V(X).
|
Exemple. Soit X est une VADR vérifiant E(X) = 0 et V(X) = 2; déterminons o > 0 tel que
P(IX|=a)<?2.

P(X|>a) <> < P(X—-E(X)[>a)<

=~ w
e~ w

216
3

D’aprés Bienaymé-Tchebychev, il suffit de prendre a tel que % < % soit o =
Remarques.
e La condition |X — E(X)| > ¢ s’interpréte :

"X s’éloigne de E(X) d’au moins &"

e>0 e>0

= 4 ® € >
E(X)—¢  EX) E(X)+e R

e L’écart-type (ainsi que la variance) mesurent la dispersion des valeurs prises par X autour de E(X).
11 peu probable que X s’écarte de E(X) d’un écart bien supérieur a son écart-type. Un faible écart-type
signifie donc une V.A.R. dont les valeurs sont concentrées autour de son espérance.

Avec £ = 2 x 0(X), la probabilité que X s'écarte de E(X) d’au moins 2 x o(X) est < 1.

Avec & = 5 x 0(X), la probabilité que X s'écarte de E(X) d’au moins 5 x o(X) est < 5.

Avec € = 10 x o(X), la probabilité que X s’écarte de E(X) d’au moins 10 x o(X) est < 155-

e La formule de Bienaymé-Tchebychev est trés générale : elle s’applique a toute V.A.R.; en contre-
partie la majoration obtenue est relativement faible. Par exemple pour ¢ < o(X) cette formule ne
a(x))’
1>

donne aucune information, puisque dans ce cas le majorant ( est supérieur a 1 tandis qu'une

probabilité est toujours inférieure a 1. Lorsqu’on connait la loi de X (et pas seulement E(X) et o(X))
on peut souvent obtenir une majoration plus fine de P(|X — E(X)| > ¢).

f a
THEOREME 54. (Loi faible des grands nombres)

Soit (Xn),>, une suite de variables aléatoires réelles deur a deuxr indépendantes et de méme
loi, admettant un moment d’ordre 2. On pose S, = >;_, Xj et m = E (X1). Alors :
S,
Ve > 0, P<‘"m’>s> — 0.
n

n—+0o0

. J

Remarque. Ce résultat exprime que la moyenne empirique des résultats d’une expérience aléatoire
tend "en probabilité" vers son espérance mathématique.

Démonstration. Par linéarité de I'espérance : E (S,) = nE (X1) = nm et par indépendance : V (S,,) = n V (X1), toutes les

variables étant de méme loi. Ainsi : s s V(X
(B2 mm wv(S) YO
n n n
En appliquant ’inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

P (|5 |5 e) < & v () - YO

— —m .
n ne2 n—o+w
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