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0. Préliminaire : Familles sommables

Tenter de sommer une famille dénombrables de nombres (réels ou complexes) n’est pas sans soulever
certaines difficultés. Par exemple pour la famille pp´1qnqnPZ :

lim
NÑ`8

N
ÿ

n“´N

p´1qn “ lim
NÑ`8

p´1qN diverge

lim
NÑ`8

N`1
ÿ

n“´N

p´1qn “ lim
NÑ`8

0 converge

Pour une famille panqnPN indicée par N, la sommation sous forme d’une série numérique,
`8
ÿ

n“0

an impose

l’ordre de sommation par l’ordre sur les entiers naturels. Mais pour une famille dénombrable, quelle
est l’influence de l’ordre de sommation sur la convergence de la somme ?
D’ailleurs, c’est un résultat remarquable de Riemann, que pour toute série semi-convergente, sans ordre
de sommation pré-établi tout peut survenir :

Théorème de réarrangement de Riemann
Soit

ÿ

nPN

an une série réelle semi-convergente (i.e. convergente et non absolument convergente),

et soit ` P R. Il existe une bijection σ : N ÝÑ N telle que la série
ÿ

nPN

aσpnq ait pour limite `.

Par contre il s’avère pour une série absolument convergente
ÿ

nPN

an, quelque soit la bijection σ : N ÝÑ N,

toutes les séries
ÿ

nPN

aσpnq ont même nature et même limite : l’ordre de sommation n’a aucune influence.

Pour les variables aléatoires nous aurons besoin de disposer d’un minimum de connaissances pour pou-
voir sommer des familles dénombrables de réels, ou calculer des séries de séries numériques. Nous les
fournissons ici, sans preuve (elles ne présentent pas de difficulté particulière). Toute cette partie est à
avoir à l’esprit mais "ne saurait faire l’objet d’une question d’un sujet de concours" selon le programme
officiel.
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Définition 1. (Sommabilité d’une famille dénombrable de réels positifs)
Soit paiqiPI une famille dénombrable de réels positifs. On appelle somme de cette famille :

ÿ

iPI

ai “ sup
!

ÿ

iPF

ai | F Ă I et F est fini
)

P R` Y t`8u

La famille paiqiPI est dite sommable si cette somme est fini.

Lorsque I “ N la sommabilité d’une famille de réels positifs équivaut à la convergence de sa série.

Propriété 1. (Sommabilité d’une série de réels positifs)
Soit paiqiPN une suite de réels positifs. La famille est sommable si et seulement si la série

ř

iPN ai
converge, et dans ce cas :

ÿ

iPN

ai “
`8
ÿ

i“0

ai

Sans surprise le résultat sur la comparaison des séries à termes positifs demeure vrai :

Propriété 2. (Croissance)
Pour deux familles paiqiPI et pbiqiPI de réels positifs, si pour tout i P I, ai ď bi alors si pbiqiPI
est sommable, paiqiPI l’est aussi et :

ÿ

iPI

ai ď
ÿ

iPI

bi

Pour une famille dénombrable de réels quelconques, ou plus généralement de complexe, la sommabilité
est définie comme étant celle de ses modules.

Notation. Pour tout réel x, on note :
x` “ maxpx, 0q ; x´ “ maxp0,´xq

on a alors :
x “ x` ´ x´ ; |x| “ x` ` x´

Proposition-Définition 2. (Sommabilité d’une famille de complexes)
Soit paiqiPI une famille dénombrable de réels, ou complexes. La famille est dite sommable si la
famille p|ai|qiPI est sommable. Sa somme est alors définie ainsi :
‚ Si paiqiPI est une famille dénombrable de réels, la sommabilité de paiqiPI équivaut à celle des

familles pa`i qiPI et pa´i qiPI de réels positifs, et la somme est définie comme :
ÿ

iPI

ai “
ÿ

iPI

a`i ´
ÿ

iPI

a´i

‚ Si paiqiPI est une famille dénombrable de complexes, la sommabilité de paiqiPI équivaut à
celle des familles pRepaiqqiPI et pImpaiqqiPI de réels, et la somme est définie comme :

ÿ

iPI

ai “
ÿ

iPI

Repaiq ` i
ÿ

iPI

Impaiq

Exemple. pp´1qnqnPZ n’est pas sommable.

Lorsque I “ N, la sommabilité équivaut à la convergence absolue de la série.

Propriété 3. (Sommabilité d’une série de complexes)
Soit paiqiPN une suite de complexes. La famille est sommable si et seulement si la série

ř

iPN ai
converge absolument, et dans ce cas :

ÿ

iPN

ai “
`8
ÿ

i“0

ai
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Pour une famille sommable, l’ordre de sommation n’a aucune influence sur sa sommabilité et sa somme.
Remarquons que la preuve découle immédiatement des définitions (puisque les parties finies de I ne
dépendent pas d’un ordre sur I).

Proposition 4. (Réarrangement)
Pour une famille sommable paiqiPI , pour tout bijection σ : I ÝÑ I, la famille paσpiqqiPI est
sommable et toutes leur sommes sont égales.

La linéarité s’obtient facilement par linéarité finie puis passage à la borne supérieure.

Propriété 5. (Linéarité)
Pour toutes familles paiqiPI et pbiqiPI sommables de complexes, et pour tout tout pλ, µq P C2, la
famille pλ ¨ ai ` µ ¨ biqiPI est sommable et :

ÿ

iPI

λ ¨ ai ` µ ¨ bi “ λ
ÿ

iPI

ai ` µ
ÿ

iPI

bi

Remarque. L’ensemble des familles sommables paiqiPI à valeurs réelles ou complexes est noté `1pI,Rq
ou `1pI,Cq ; c’est un espace vectoriel.

Pour le calcul, le théorème suivant, dit de sommation par paquet, est essentiel :

Théorème 6. (de sommation par paquet)
Si paiqiPI est une famille sommable, et si pIjqjPJ est une partition de I, alors :

ÿ

iPI

ai “
ÿ

jPJ

ÿ

iPIj

ai

En particulier son application aux sommes doublement indicées donne les théorèmes importants :

Théorème 7. (De Fubini)
Pour toute famille sommable pui,jqpi,jqPIˆJ :

ÿ

pi,jqPIˆJ

ui,j “
ÿ

iPI

ÿ

jPJ

ui,j “
ÿ

jPJ

ÿ

iPI

ui,j

qui généralise la décomposition d’une somme double finie par ligne/colonne connue depuis la sup ; ainsi
que :

Théorème 8. (Produit de sommes)
Si les deux familles paiqiPI et pbjqjPJ sont sommables, alors la famille paibjqpi,jqPIˆJ est som-
mable et :

ÿ

pi,jqPIˆJ

aibj “

˜

ÿ

iPI

ai

¸

ˆ

˜

ÿ

jPJ

bj

¸

qui généralise le produit de Cauchy de séries absolument convergentes.

Exemple. Soit q P C avec |q| ă 1 ; la famille pqi`jqpi,jqPN2 est sommable puisque les familles pqiqiPN et
pqjqjPN le sont et :

ÿ

pi,jqPN2

qi`j “

˜

ÿ

iPN

qi

¸

ˆ

˜

ÿ

jPN

qj

¸

“
1

p1´ qq2

On a pour les séries doubles :

Jean-Philippe Préaux 3
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Théorème 9. (De convergence des séries doubles)
Soit pan,mqpn,mqPN2 une famille de complexes doublement indicée. Si :

– Pour tout n P N, la série
ÿ

mPN

an,m est absolument convergente, et

– la série
ÿ

nPN

`8
ÿ

m“0

|an,m| converge,

alors la famille pan,mqpn,mqPN2 est sommable et :

ÿ

pn,mqPN2

an,m “
`8
ÿ

n“0

`8
ÿ

m“0

an,m “
`8
ÿ

m“0

`8
ÿ

n“0

an,m

1. Variables aléatoires discrètes

1.1. Loi d’une variable aléatoire discrète.

Définition 3. (Variable aléatoire discrète)
Soit pΩ,A q un espace probabilisable et E un ensemble quelconque. Une variable aléatoire
discrète sur pΩ,A q et à valeur dans E est une application :

X : Ω ÝÑ E

vérifiant :
‚ L’image de X, noté XpΩq ou Im Ω est une partie au plus dénombrable de E.
‚ Pour tout x P XpΩq, X´1ptxuq P A .
Lorsque E “ R on parle de variable aléatoire réelle discrète.

Remarques.
‚ Souvent E “ Rp.
‚ Dans un univers probabilisable une variable aléatoire discrète est une application (et non une variable)
qui associe à chaque issue de l’expérience aléatoire un élément de E telle que :
– XpΩq est au plus dénombrable : c’est que ce que veut dire que la variable aléatoire est discrète.
– Tout élément x P XpΩq définit un événement X´1ptxuq P A , noté aussi pX “ xq.
Informellement elle sert à décrire des événements mesurés dans E lors d’une expérience aléatoire.
Exemple. d’une variable aléatoire discrète réelle : On lance deux dés 6 ; on prend comme univers
Ω “ rr1, 6ss2 et comme tribu PpΩq. Soit par exemple X : Ω ÝÑ R qui à ω P Ω associe la somme des 2
dés :

Xpp1, 2qq “ 3 ;Xpp3, 4qq “ 7 ; etc. ;Xppa, bqq “ a` b XpΩq “ rr2, 12ss.

pX “ 5q “ X´1pt5uq “
 

p1, 4q, p2, 3q, p3, 2q, p4, 1q
(

Proposition 10.
Soit X une variable aléatoire discrète sur pΩ,A q à valeur dans E. Pour toute partie A Ă E,
X´1pAq est un événement, i.e. X´1pAq P A .

Démonstration. Puisque XpΩq est dénombrable, AXXpΩq est au plus dénombrable. Ainsi :

X
´1
pAq “ X

´1
pAXXpΩqq “

ď

xPAXXpΩq

X
´1
ptxuq

est une réunion dénombrable d’événements ; c’est donc un événement. �

Notation. – Pour tout x P E, l’événement X´1ptxuq est noté pX “ xq.
– Pour toute partie A Ă E, l’événement X´1pAq est noté pX P Aq.
– Pour une variable aléatoire discrète réelle, et pour tout pa, bq P R2 l’événement pX ď aq désigne
X´1ps ´ 8, asq, pa ď X ă bq désigne X´1pra, brq, etc.

Remarque. Puisque XpΩq est au plus dénombrable, tout événement pX P Aq est réunion au plus
dénombrable d’événements de la forme X´1ptxuq.
Jean-Philippe Préaux 4
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Définition 4. (Loi d’une variable aléatoire discrète)
Soit pΩ,A ,Pq un espace probabilisé et X une variable aléatoire discrète à valeurs dans E.
L’application :

PX : PpXpΩqq ÝÑ r0, 1s
A Ă XpΩq ÞÝÑ PpX P Aq

qui à toute partie A de l’image de X associe la probabilité de l’événement pX P Aq, est appelé
la loi de X.

Proposition 11.
Sous les mêmes hypothèses, la loi de X est une probabilité sur l’espace probabilisable
pXpΩq,PpXpΩqq.

Démonstration. Puisque pour tout A Ă XpΩq, pX P Aq est un événement de A , l’application PX est bien définie et à valeur
dans r0, 1s. Il y a deux conditions à vérifier :

PXpXpΩqq “ PpX P XpΩqq “ PpX´1
pXpΩqq “ PpΩq “ 1.

Pour toute suite dénombrable pAnqnPN de parties de XpΩq deux à deux incompatibles,

PX

˜

ď

nPN

An

¸

“ P

˜

X
´1
p
ď

nPN

Anq

¸

“ P

˜

ď

nPN

X
´1
pAnq

¸

“ P

˜

ď

nPN

pX P Anq

¸

“
ÿ

nPN

PpX P Anq “
ÿ

nPN

PXpAnq

par σ-additivité de P puisque les pAnqn étant deux à deux incompatibles, il en est de même de
`

X´1
pAnq

˘

n
. �

Remarques.

‚ Il est parfois délicat de déterminer XpΩq ; mais on peut aussi considérer la loi de X comme une
probabilité sur pE,PpEqq pour un ensemble E Ą XpΩq au plus dénombrable ; on aura alors :

@x P E rXpΩq, PXptxuq “ 0

‚ L’espace probabilisable pXpΩq,PpXpΩqq, PXq a un univers XpΩq au plus dénombrable. Ainsi ses
événements sont réunions au plus dénombrable d’événements de la forme X´1ptxuq. Par σ-additivité,
la loi de X est uniquement déterminée par la donnée de PpX “ xq pour tout x P XpΩq.

Proposition 12.
Sous les mêmes hypothèses, la loi de X est uniquement déterminée par la famille des PpX “ xq
pour tout x P XpΩq ; on a alors :

PpX P Aq “
ÿ

xPA

PpX “ xq.

La famille des événements pX “ xqxPXpΩq joue ainsi un rôle crucial pour la V.A.D. X ; notamment :

Proposition-Définition 5. (Système complet d’événements associé à X)
Sous les mêmes hypothèses, la famille d’événements pX “ xq pour x décrivant l’image XpΩq de
X, est un système complet d’événements de A .
On l’appelle le système complet d’événements associé à X.

Démonstration. Clairement
Ť

xPXpΩqpX “ xq Ă Ω ; pour l’inclusion inverse, en notant pour ω P Ω quelconque, xω “ Xpωq,
alors ω P X´1

ptxωuq “ pX “ xωq Ă
Ť

xPXpΩqpX “ xq, ainsi Ω Ă
Ť

xPXpΩqpX “ xq.

D’autre part ces événements sont deux à deux incompatibles, puisque si x “ x1, alors pX “ xq X pX “ x1q “ X´1
ptxuq X

X´1
ptx1uq “ ∅ par définition d’une application. �

Notation. SoitX une variable aléatoire discrète sur pΩ,A ,Pq et L une probabilité sur pXpΩq,PpXpΩqqq ;
on dit que X suit la loi L, que l’on note X ãÑ L ou X „ L pour signifier que L est la loi de X.

Une variable aléatoire peut être obtenue par composition de X par une application f définie sur ImX ;
sa loi se déduit alors de celle de X :
Jean-Philippe Préaux 5
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Proposition 13. (Image d’une VAD par une application)
Soit X une variable aléatoire discrète sur pΩ,A ,Pq, et soit f une application définie sur ImX.
Alors f ˝X est une variable aléatoire discrète notée fpXq, sur pΩ,A ,Pq à valeurs dans fpImXq,
et sa loi est donnée par :

@y P fpImXq, PpfpXq “ yq “
ÿ

xPf´1ptyuq

PpX “ xq

Démonstration. Clairement f ˝X est une VAD puisque l’image par une application d’un ensemble au plus dénombrable est
au plus dénombrable. Son image est fpImXq ; quant à sa loi : soit y P fpImXq quelconque,

pf ˝X “ yq “ pf ˝Xq
´1
ptyuq “ X

´1
´

f
´1
ptyu

¯

“
ď

xPf´1ptyuq

X
´1
ptxuq “

ď

xPf´1ptyuq

pX “ xq

Les événements pX “ xq pour x P f´1
ptyuq étant deux à deux incompatibles, et f´1

ptyuq étant au plus dénombrable en tant
que partie de l’ensemble au plus dénombrable XpΩq, on a par σ-additivité de P :

Ppf ˝X “ yq “
ÿ

xPf´1ptyuq

PpX “ xq

�

Définition 6. (Loi conditionnelle)
Soit X une variable aléatoire discrète sur pΩ,A ,Pq et B un événement de probabilité non nulle.
On appelle loi conditionnelle de X sachant B, la loi de X sur l’espace probabilisé pΩ,A ,PBq ;
pour tout A P ImX, on a :

PpX P A | Bq “ PBpX P Aq “
PppX P Aq XBq

PpBq

1.2. Couple de variables aléatoires.

Proposition-Définition 7. (Couple de variables aléatoires)
Étant donnés un espace probabilisé pΩ,A ,Pq et deux applications X : Ω ÝÑ E1 et Y : Ω ÝÑ E2,
l’application :

Z : Ω ÝÑ E1 ˆ E2

ω ÞÝÑ pXpωq, Y pωqq

est une variable aléatoire discrète si et seulement si X et Y le sont aussi.
On parle alors du couple de variables aléatoires discrètes pX,Y q.

Démonstration. Soit π1 : E1 ˆE2 ÝÑ E1 et π2 : E1 ˆE2 ÝÑ E2 les deux projections : π1px, yq “ x et π2px, yq “ y. D’après
la proposition 13, si Z est une V.A.D. il en est de même de π1 ˝ Z “ X et π2 ˝ Z “ Y .
Réciproquement : supposons que X et Y soient des VAD et vérifions que Z aussi. Il y a deux points à vérifier.
– Le produit cartésien ImX ˆ ImY est au plus dénombrable et puisque ImZ Ă ImX ˆ ImY , ImZ est au plus dénombrable.
– Soit z “ px, yq P ImZ ; montrons que Z´1

ptzuq P A .

ω P Z
´1
ptzuq ðñ Zpωq “ px, yq ðñ ω P X

´1
ptxuq X Y

´1
ptyuq

et donc Z´1
ptzuq “ X´1

ptxuq X Y ´1
ptyuq P A puisque c’est l’intersection de deux éléments de A .

Ceci montre que Z est un V.A.D. �

Remarque. On a toujours Im pX,Y q Ă ImX ˆ ImY , mais en général l’inégalité est stricte. Comme
on le voit par exemple en considérant le couple pX,Xq pour X ne suivant pas la loi certaine.

Proposition 14.
Soit pX,Y q un couple de variables aléatoires discrètes. La famille d’événements :

ppX “ xq X pY “ yqqpx,yqPImXˆImY

est un système complet d’événements.

Démonstration. La famille est obtenue en complétant le système complet d’événements associé à la variable Z “ pX,Y q (cf.
proposition-définition 5) :

ppX “ xq X pY “ yqqpx,yqPIm pX,Y q

en ajoutant tous les événements impossibles ppX “ xq X pY “ yqq pour px, yq P ImX ˆ ImY r Im pX,Y q. La famille est donc
encore un S.C.E. �

La loi conjointe de X et Y est la loi du couple pX,Y q :
Jean-Philippe Préaux 6
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Définition 8. (Loi conjointe)
Étant données deux variables aléatoires X et Y sur l’espace probabilisé pΩ,A ,Pq, on appelle
loi conjointe des variables X et Y , la loi du couple pX,Y q :

PpX,Y q : PpIm pX,Y qq ÝÑ r0, 1s
A ÞÝÑ PppX,Y q P Aq

Elle est uniquement déterminée par la famille des :
pPppX “ xq X pY “ yqqqpx,yqPImXˆImY

Pour tout px, yq P ImX ˆ ImY , on note :
PpX “ x, Y “ yq “ PppX “ xq X pY “ yqq

Les lois marginales du couple pX,Y q sont les lois de X et de Y :

Définition 9. (Lois marginales)
Étant données deux variables aléatoires X et Y sur l’espace probabilisé pΩ,A ,Pq, on appelle
lois marginales du couple pX,Y q :
– La première loi marginale est la loi de X,
– La seconde loi marginale est la loi de Y .

Le point essentiel est que les lois marginales se déduisent de la loi conjointe. La réciproque est en
général fausse.

Proposition 15.
Soit pX,Y q un couple de variables aléatoire discrètes.
‚ Pour tout x P ImX :

PpX “ xq “
ÿ

yPImY

PpX “ x, Y “ yq

‚ Pour tout y P ImY :
PpY “ yq “

ÿ

xPImX

PpX “ x, Y “ yq

Démonstration. Puisque pY “ yqyPImY est un système complet d’événements, pour tout x P ImX :

PpX “ xq “
ÿ

yPImY

PppX “ xq X pY “ yqq “
ÿ

yPImY

PpX “ x, Y “ yq

L’argument pour la seconde loi marginale est identique avec le SCE pX “ xqxPImX . �

Remarque. En notant pour tout pxn, ymq P ImX ˆ ImY , pn,m “ PpX “ xn, Y “ ymq, et en les
représentant au sein d’un tableau, les lois marginales sont obtenues dans les marges en sommant les
ppn,mq par ligne ou par colonne.

P pY “ y1q pY “ y2q ¨ ¨ ¨ pY “ yjq ¨ ¨ ¨ loi de X

pX “ x1q p1,1 p1,2 ¨ ¨ ¨ p1,j ¨ ¨ ¨ p1,¨

pX “ x2q p2,1 p2,2 ¨ ¨ ¨ p2,j ¨ ¨ ¨ p2,¨

...
...

...
...

...

pX “ xiq pi,1 pi,2 ¨ ¨ ¨ pi,j ¨ ¨ ¨ pi,¨

...
...

...
...

...

loi de Y p., 1 p., 2 ¨ ¨ ¨ p., j ¨ ¨ ¨ 1

On note parfois pour tout pn,mq, pn,¨ “ PpX “ xnq et p¨,m “ PpY “ ymq.

Exemple. Les lois marginales ne déterminent pas la loi conjointe. En voici un contre-exemple : deux
lois conjointes distinctes ayant mêmes loi marginales. Soit 0 ď p ď q ď 1,

Jean-Philippe Préaux 7
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Y “ 0 Y “ 1 PX

X “ 0 p q ´ p q

X “ 1 0 1´ q 1´ q

PY p 1´ p 1

et

Y “ 0 Y “ 1 PX

X “ 0 pq q ´ pq q

X “ 1 p´ pq 1´ p´ q ` pq 1´ q

PY p 1´ p 1

Les variables aléatoires sont bien définies puisque la somme des probabilités fait 1 ; elles ont mêmes
lois marginales mais des lois conjointes différentes.

Exercice 1. Soit n P N˚. On choisit au hasard un nombre X dans J1, nK. On choisit ensuite
un nombre Y au hasard dans J1, XK.

1. Déterminer la loi conjointe de X et Y .
2. En déduire la loi (marginale) de Y .

Résolution.
1. Soit pi, jq P rr1, nss ˆ rr1, nss.

PpX “ i, Y “ jq “

$

&

%

0 si i ă j

PpX “ iq ˆ PppY “ jq | pX “ iqq “
1

nˆ i
sinon

2. Soit j P rr1, nss,

PpY “ jq “
n
ÿ

i“1

PpX “ i, Y “ jq “
n
ÿ

i“j

PpX “ i, Y “ jq “
n
ÿ

i“j

1

nˆ i
“

1

n

ˆ

1

j
`

1

j ` 1
` ¨ ¨ ¨ `

1

n

˙

On peut généraliser facilement au cas de n-uplets, ou vecteurs, de variables aléatoires :

Proposition-Définition 10. (Vecteur de VAD)
Soient X1, X2, . . . , Xn n variables aléatoires sur un même espace probabilisé, pΩ,A ,Pq, Xi :
Ω ÝÑ Ei. Alors l’application :

pX1, . . . , Xnq : Ω ÝÑ E1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ En
ω ÞÝÑ pX1pωq, . . . , Xnpωqq

est une variable aléatoire discrète.
– La loi conjointe est la loi de la variable pX1, . . . , Xnq.
– Les lois marginales sont les lois des variables X1, . . . , Xn.

Démonstration. L’argument est semblable au cas des couples de VAD. �

1.3. Indépendance de variables aléatoires.

Définition 11. (Variables aléatoires indépendantes)
Deux variables aléatoires discrètes X et Y définies sur un même espace probabilisé pΩ,A ,Pq
sont dites indépendantes lorsque pour tout px, yq P XpΩq ˆ Y pΩq

PpX “ x, Y “ yq “ PpX “ xq ˆ PpY “ yq.

On note dans ce cas X KK Y .

Autrement dit, pour des variables aléatoires indépendantes, la loi conjointe s’obtient par produit à
l’aide des lois marginales. Par exemple pour pX,Y q donné par le tableau :

Y “ 0 Y “ 1 PX

X “ 0 p q ´ p q

X “ 1 0 1´ q 1´ q

PY p 1´ p 1

X et Y sont indépendantes si et seulement si p “ 0 ou q “ 1.
Jean-Philippe Préaux 8
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Remarque. Un cas fréquent de variables aléatoires indépendantes survient lorsque X et Y décrivent
les résultats de deux épreuves menées de manières indépendantes ; par exemple : on lance deux fois
un dé, soit X le premier chiffre obtenu, soit Y le second. On tire une boule dans une urne, soit X son
numéro, on la remet, et on en retire une pour obtenir le numéro Y .

Proposition 16. (Caractérisation de l’indépendance)
Soient X et Y deux variables aléatoires sur pΩ,A ,Pq ; X et Y sont indépendantes si et seulement
si pour tout A Ă XpΩq et tout B Ă Y pΩq,

PpX P A, Y P Bq “ PpX P Aq ˆ PpY P Bq.

Démonstration. On montre deux implications ; la première est évidente : si pour tout A Ă ImX et B Ă ImY , PpX P A, Y P
Bq “ PpX P Aq ˆ PpY P Bq, alors en particulier pour A et B des singletons quelconques A “ txu et B “ tyu avec x P ImX et
y P ImY ; ainsi @px, yq P ImX ˆ ImY, PppX “ xq X pY “ yqq “ PpX “ xq ˆ PpY “ yq ; donc X KK Y .

Réciproquement ; la famille ppX “ xq X pY P BqqxPImX étant une famille au plus dénombrable d’événements deux à deux
incompatibles, on a par σ-additivité :

PppX P Aq X pY P Bqq “
ÿ

xPA

PppX “ xq X pY P Bqq

et en appliquant encore la σ-additivité à toutes les familles ppX “ xq X pY “ yqqyPImY pour tout x P ImX :

PppX P Aq X pY P Bqq “
ÿ

xPA

ÿ

yPB

PppX “ xq X pY “ yqq

par indépendance de X et Y :

PppX P Aq X pY P Bqq “
ÿ

xPA

ÿ

yPB

PpX “ xq ˆ PpY “ yq

“
ÿ

xPA

¨

˝PpX “ xq ˆ
ÿ

yPB

PpY “ yq

˛

‚

“
ÿ

xPA

pPpX “ xq ˆ PpY P Bqq

“

˜

ÿ

xPA

PpX “ xq

¸

ˆ PpY P Bq “ PpX P Aq ˆ PpY P Bq

�

Proposition 17. (Lemme des coalitions)
Soient X : Ω ÝÑ E et Y : Ω ÝÑ F deux variables aléatoires indépendantes. Pour toutes
fonctions f et g définies respectivement sur ImX et ImY , les variables aléatoires fpXq et gpY q
sont indépendantes.

Démonstration. Soient a P fpImXq et b P gpImY q quelconques :

PppfpXq “ aq X pgpY q “ bqq “ PppX P f
´1
ptauqq X pY P g

´1
ptbuqqq

“ PpX P f
´1
ptauq ˆ PpY P g´1

ptbuqq par indépendance (prop. 16)

“ PpfpXq P tauq ˆ PpgpY q P tbuq

d’où l’indépendance de fpXq et gpY q. �

On peut caractériser l’indépendance de deux variables aléatoires à l’aide des lois conditionnelles.

Proposition 18. (Caractérisation de l’indépendance)
Deux variables X et Y sur pΩ,A ,Pq sont indépendantes si et seulement pour tout y P ImY tel
que PpY “ yq “ 0 la loi de X sachant pY “ yq est la même que la loi de X. Autrement dit si
et seulement si :

@y P ImY, PpY “ yq “ 0 ùñ @x P ImX, PppX “ xq | pY “ yqq “ PpX “ xq.

Démonstration. Si X et Y sont indépendantes : soit y P ImY avec PpY “ yq “ 0, alors :

@x P ImX, PppX “ xq | pY “ yqq “
PppX “ xq X pY “ yqq

PpY “ yq
“

PpX “ xq ˆ PpY “ yq

PpY “ yq
“ PpX “ xq

Réciproquement soient y P ImY et x P ImX. Si PpY “ yq “ 0 alors :

PppX “ xq X pY “ yqq “ PppX “ xq | pY “ yqq ˆ PpY “ yq “ PpX “ xq ˆ PpY “ yq

tandis que si PpY “ yq “ 0, alors pour tout x P ImX, pX “ xq X pY “ yq Ă pY “ yq et donc PppX “ xq X pY “ yqq ď PpY “
yq “ 0 ; ainsi PppX “ xq X pY “ yqq “ 0 “ PpX “ xq ˆ PpY “ yq. Dans tous les cas on a bien PppX “ xq X pY “ yqq “ PpX “

xq ˆ PpY “ yq : les variables X et Y sont donc indépendantes. �

On étend la notion de couples de variables aléatoires indépendantes à une suite finie ou dénombrable
de variables aléatoires (on parle de variables mutuellement indépendantes).
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Définition 12. (Indépendance mutuelle de variables aléatoires)
‚ Soit pXkqkPJ1,nK une famille finie de variables aléatoires sur un même espace probabilisé. Les

variables aléatoires X1, ¨ ¨ ¨ , Xn sont dites (mutuellement) indépendantes lorsque : pour tout
px1, ¨ ¨ ¨ , xnq P X1pΩq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXnpΩq :

P pX1 “ x1, ¨ ¨ ¨ , Xn “ xnq “ P pX1 “ x1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ P pXn “ xnq .

‚ Soit pXnqnPN une famille dénombrable de variables aléatoires sur un même espace probabi-
lisé. Les variables aléatoires pXnqnPN sont dites (mutuellement) indépendantes lorsque pour
tout sous-ensemble fini I Ă N, les variables aléatoires de la sous-famille finie pXiqiPI sont
mutuellement indépendantes.

Remarques.

‚ On dit souvent indépendantes, plutôt que mutuellement indépendantes.

‚ Bien sûr, par commutativité de l’intersection et de la multiplication l’indépendance ne dépend pas
de l’ordre des variables.

‚ L’indépendance mutuelle peut être supposée dès que les pXnqn décrivent des épreuves indépendantes :
les résultats de plusieurs lancers de dés, de plusieurs tirages avec remise dans une urne, etc.

‚ Un cas typique apparaît lorsqu’on répète de manière indépendante une même épreuve, et que chaque
Xn décrit le résultat de la n-ième épreuve. Les pXnq sont alors indépendantes et toutes de même loi.
On parle d’une suite de variables indépendantes identiquement distribuées, que l’on note en abrégé des
variables i.i.d..

Exemple. Jeu de pile ou face infini.

On lance indéfiniment une pièce donnant pile avec probabilité p Ps0, 1r ; on note Xn la variable de
Bernoulli (voir §2.1.2) qui donne 1 lorsque le n-ème lancer donne Pile, et 0 lorsqu’il donne Face.
La suite pXnqnPN˚ est une suite de variables indépendantes toutes de même loi, (i.i.d.) sur l’espace
probabilisé pt0, 1uN˚ ,A ,Pq où la tribu A est la plus petite tribu contenant tous les événements Pn{Fn :
"le n-ième lancer donne Pile/Face", pour n P N.

Propriété 19. (L’indépendance se transmet à toute sous-famille)
Toute sous-famille d’une famille de variables indépendantes, est aussi indépendante.

Démonstration. C’est évident par définition pour une famille dénombrable. Il suffit de montrer que si X1, X2, . . . , Xn est
une famille de variables indépendantes, X2, . . . , Xn est aussi indépendante. Soient px2, . . . , xnq P ImX2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ImXn fixés.
Alors ppX1 “ xq X pX2 “ x2q X ¨ ¨ ¨ X pXn “ xnqqxPImX1

est une famille dénombrable d’événements deux à deux incompatibles
puisque les événements pX1 “ xqxPImX1

sont deux à deux incompatibles. Alors :

PpX2 “ x2, . . . , Xn “ xnq “ PpX1 P ImX,X2 “ x2, . . . , Xn “ xnq car pX1 P ImXq “ Ω

“ P
´

ď

xPImX1

pX1 “ x,X2 “ x2, . . . , Xn “ xnq
¯

“
ÿ

xPImX1

PpX1 “ x,X2 “ x2, . . . , Xn “ xnq par σ-additivité

“
ÿ

xPImX1

PpX1 “ xq ˆ PpX2 “ x2q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ PpXn “ xnq par indépendance

“

¨

˝

ÿ

xPImX1

PpX1 “ xq

˛

‚

looooooooooooooomooooooooooooooon

“1

ˆPpX2 “ x2q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ PpXn “ xnq par linéarité de
ÿ

“ PpX2 “ x2q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ PpXn “ xnq

Les variables X2, . . . , Xn sont donc indépendantes. �

En appliquant le résultat aux sous-familles de deux variables :

Corollaire 20. (Mutuellement indépendants ùñ 2 à 2 indépendants)
Soit I Ă N ; si pXnqnPI est une famille de variables mutuellement indépendantes, alors les
variables sont deux à deux indépendantes, i.e. :

@pi, jq P I2, i “ j ùñ Xi KK Xj .

L’indépendance de variables aléatoires assure bien sûr de l’indépendance des événements décrits par
ces variables aléatoires.
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Proposition 21.
Si les variables aléatoires X1, . . . , Xn sont indépendantes, alors pour tout A1 Ă ImX1, . . . , An Ă
ImXn :

PppX1 P A1q X ¨ ¨ ¨ X pXn P Anqq “
n
ź

i“1

PpXi P Aiq

autrement dit, les événements pX1 P A1q, . . . , pXn P Anq sont mutuellement indépendants.

Démonstration. Sous ces hypothèses :
n
č

i“1

pXi P Aiq “
ď

px1,...,xnqPA1ˆ¨¨¨ˆAn

ppX1 “ x1q X ¨ ¨ ¨ X pXn “ xnqq

Puisque les ensembles A1, . . . , An sont dénombrables, leur produit cartésien est aussi dénombrables. Ainsi ppX1 “ x1q X ¨ ¨ ¨ X

pXn “ xnqqpx1,...,xnqPA1ˆ¨¨¨ˆAn
est une famille dénombrable d’événements ; qui plus est deux à deux incompatibles, puisque

xi “ x1i ùñ pXi “ xiq X pXi “ x1iq “ ∅. Donc par σ-additivité :

P
´

n
č

i“1

pXi P Aiq
¯

“
ÿ

px1,...,xnqPA1ˆ¨¨¨ˆAn

PppX1 “ x1q X ¨ ¨ ¨ X pXn “ xnqq

“
ÿ

px1,...,xnqPA1ˆ¨¨¨ˆAn

PpX1 “ x1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ PpXn “ xnq par ind. de X1, . . . , Xn

“
ÿ

x1PA1

ÿ

px2,...,xnqPA2ˆ¨¨¨ˆAn

PpX1 “ x1q ˆ PpX2 “ x2q ¨ ¨ ¨ ˆ PpXn “ xnq sommation par paquet

“

¨

˝

ÿ

x1PA1

PpX1 “ x1q

˛

‚ˆ
ÿ

px2,...,xnqPA2ˆ¨¨¨ˆAn

PpX2 “ x2q ¨ ¨ ¨ ˆ PpXn “ xnq

“ PpX1 P A1q ˆ
ÿ

px2,...,xnqPA2ˆ¨¨¨ˆAn

PpX2 “ x2q ¨ ¨ ¨ ˆ PpXn “ xnq

“

... de même . . .

“ PpX1 P A1q ˆ PpX2 P A2q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ PpXn P Anq

�

Un résultat important pour établir l’indépendance est le lemme des coalitions.

Proposition 22. (Lemme des coalitions)
Soit X1, . . . , Xn des variables aléatoires mutuellement indépendantes.
‚ Si pour tout i P rr1, nss, fi est une fonction définie sur ImXi alors les variables aléatoires

f1pX1q, . . . , fnpXnq sont mutuellement indépendantes.
‚ Si f et g sont définies respectivement sur ImX1ˆ¨ ¨ ¨ˆ ImXp et ImXp`1ˆ¨ ¨ ¨ˆ ImXn alors

les variables fpX1, . . . , Xpq et gpXp`1, . . . , Xnq sont indépendantes.
On peut aussi regrouper par paquets :
‚ Soit τ : rr1, p`1ss ÝÑ rr1, nss une application strictement croissante, et f1, . . . , fp des applica-

tions où pour tout i P rr1, pss, fi et définie sur ImXτpiq ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ ImXτpiq´1, alors les variables
de la famille

`

fipXτpiq, . . . , Xτpiq´1q
˘

iPrr1,pss
sont mutuellement indépendantes.

Démonstration. (Esquisse) En guise d’exemple on démontre le premier point ; les suivants ne présentent pas de difficulté
supplémentaire en dehors du formalisme.
Soit pour tout i P rr1, nss, ai P fipImXiq.

P
´

n
č

i“1

fipXiq “ ai

¯

“ P
´

n
č

i“1

Xi P f
´1
i taiu

¯

“

n
ź

i“1

P
´

Xi P f
´1
i taiu

¯

par indépendance avec la proposition 21

“

n
ź

i“1

PpfipXiq “ aiq

d’où l’indépendance des fipXiq. �

Exemple. Soient Soit pXkq1ďkďn une famille de variables aléatoires réelles mutuellement indépen-
dantes, avec n ě 5. Alors Y1 “ X1 `X2, Y2 “ X3 ` ¨ ¨ ¨ `Xn´2 et Y3 “ Xn´1Xn sont mutuellement
indépendantes.
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1.4. Variables aléatoires réelles discrètes usuelles.
Rappelons qu’une variable aléatoire réelle discrète est dite réelle lorsqu’elle est à valeur dans R.
Pour une variable aléatoire réelle discrète (en abrégé V.A.R.D ou plus simplement V.A.R.), on peut
définir sa fonction de répartition :

Définition 13. (Fonction de répartition d’une V.A.R.D.)
Soit X : Ω ÝÑ R une variable aléatoire réelle discrète. Sa fonction de répartition est l’applica-
tion :

FX : R ÝÑ r0, 1s
x ÞÝÑ PpX ď xq

Rappelons qu’elle a comme propriétés (triviales) :
– FX est croissante,
– lim
xÑ´8

FXpxq “ 0, lim
xÑ`8

FXpxq “ 1,

– @pa, bq P R2, avec a ď b, Ppa ă X ď bq “ FXpbq ´ FXpaq.

P(X = x2)

P(X = x1)

P(X 6 x)

1

P(X = xn)

xn

P(X = x3)

x1 x2 x3

Somme et produit de variables aléatoires discrètes réelles sur un même espace probabilisé sont des
variables discrètes réelles sur ce même espace probabilisé.

Proposition 23. (Somme et produit de variables aléatoires discrètes réelles)
Soient X et Y deux variables aléatoires réelles sur un même espace probabilisé pΩ,A ,Pq. Alors
X ` Y est X ˆ Y sont aussi des variables aléatoires discrètes réelles sur pΩ,A ,Pq.

Démonstration. Notons :
S : R2

ÝÑ R
px, yq ÞÝÑ x` y

et P : R2
ÝÑ R

px, yq ÞÝÑ xˆ y

Alors X ` Y “ S ˝ pX,Y q et X ˆ Y “ P ˝ pX,Y q sont des variables aléatoires discrètes (réelles) d’après la proposition 13. �

Commençons par rappeler les lois usuelles vues en première année ; elles sont toutes à valeurs finies.

1.4.1. Loi certaine.

Loi certaine.
Une V.A.R. certaine est une V.A.R. dont l’univers image est un singleton : XpΩq “

 

c
(

.
On dit que X suit une loi certaine. L’événement pX “ cq est l’événement certain.

Remarque. Réciproquement toute application constante X définie sur Ω est clairement une variable
aléatoire, et elle suit une loi certaine.
‚ Situation type : Lorsque l’issue est certaine : une seule issue.

‚ Histogramme et fonction de répartition.
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c

1

c

1

1.4.2. Loi uniforme.

Loi uniforme.
Soit E “

 

x1, x2, . . . , xn
(

une partie finie de R de cardinal n. Une V.A.R. X suit la loi uniforme
sur E si :
‚ XpΩq “ E,
‚ @k P rr1, nss, PpX “ xkq “ 1{n.
Dans ce cas on écrit : X ãÑ U pEq. Lorsque E “ rr1, nss on note plus simplement X ãÑ U pnq.

‚ Situation type
On choisit au hasard (de manière équiprobable) un objet parmi n. Par exemple : on lance une pièce
équilibré ; on lance un dé 6 non pipé ; on tire au hasard une boule dans une urne...

‚ Histogramme et fonction de répartition

x3

1
n

x1 · · ·x2 xn x3

1

x1

· · ·

· · ·x2 xn

1
n

1
n

1
n

1.4.3. Loi de Bernoulli.

Loi de Bernoulli.
Une V.A.R. X est dite de Bernoulli lorsqu’elle ne prend que deux valeurs 0 et 1, et avec des
probabilités non nulles. Ainsi X suit une loi de Bernoulli si :
‚ XpΩq “

 

0, 1
(

,
‚ PpX “ 1q “ p P s0, 1r

‚ PpX “ 0q “ 1´ p.
On note alors X ãÑ Bppq ; p P s0, 1r est la paramètre de la loi de Bernoulli.

‚ Situation type : un choix binaire, vrai/faux, codifié par 1/0.

‚ Histogramme et fonction de répartition

1

p

0

q

1

p

0

q

1

‚ Soit A un événement d’un espace probabilisé avec p “ PpAq P s0, 1r. L’indicatrice 1A de A dans Ω :
1A : Ω ÝÑ R

ω ÞÝÑ

"

1 si ω P A
0 sinon
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suit une loi de Bernoulli de paramètre p.

Réciproquement, si X suit une loi de Bernoulli de paramètre p, en posant A “ pX “ 1q, X est
l’indicatrice 1A de A dans Ω.

Une variable de Bernoulli X, est l’indicatrice 1A de l’évènement A “ pX “ 1q.

1.4.4. Loi binomiale.

Loi binomiale.
On dit qu’une V.A.R. suit la loi binomiale de paramètres n et p si :
‚ XpΩq “ rr0, nss,

‚ @k P rr0, nss, PpX “ kq “

ˆ

n

k

˙

pkqn´k

en notant q “ 1´ p. On note alors X ãÑ Bpn, pq.

Remarque. Avec la formule du binôme, on retrouve bien que :
n
ÿ

k“0

PpX “ kq “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

pkqn´k “ pp` qqn “ 1n “ 1.

‚ Histogramme et fonction de répartition
L’histogramme d’une loi binomiale s’appuie sur une courbe en cloche, centrée lorsque p “ 1

2 , et décalé
vers la gauche (respectivement vers la droite) lorsque p ă 1

2 (respectivement p ą 1
2 ).

Par exemple, pour n “ 30 et p “ 1
3 :

0 5 10 15 20 25 30
0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

0.16
Histogramme de (30,0.3)

0 5 10 15 20 25 30
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2
Fonction de répartition de (30,0.3)

‚ Situation type : schéma de Bernoulli ; nombre de succés.

On considère une expérience qui conduit à deux issues possibles : le succès S avec probabilité p P s0, 1r,
et l’échec E avec probabilité q “ 1 ´ p P s0, 1r. On répète cette expérience n fois (où n P N˚), de
manière indépendante ; soit X le nombre de succès obtenus.

Un tel contexte s’appelle un schéma de Bernoulli : répéter de manière indépendante une expérience
menant à deux issues possibles succès/échec ; ici on répète l’expérience n fois et X compte le nombre
de succès.

– Espace probabilisé : On prend comme univers Ω “
 

S,E
(n, l’ensemble des n-listes de

 

S,E
(

. Chaque
issue est un élément du produit cartésien de

 

S,E
(n ; si elle comporte exactement k P rr0, nss succès,

par indépendance des épreuves, sa probabilité est pkqn´k.

– Loi de X : X peut prendre toute valeur entière entre 0 (aucun succès) et n (que des succès). Son
image est donc XpΩq “ rr0, nss.

Soit k P rr0, nss ; calculons PpX “ kq :
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L’événement pX “ kq se partitionne en tous les événement élémentaires ayant exactement k succès ;
chacun de ces événements élémentaires a pour probabilité pkqn´k. Or il y en a exactement

`

n
k

˘

; en effet
une issue comportant exactement k succès est déterminée par les rangs d’apparition des succès (aux
1ère, 2ème, . . . , ou n-ième épreuves). Il y en a donc autant que de k-combinaisons dans rr1, nss. Ainsi :

@k P rr0, nss, PpX “ kq “

ˆ

n

k

˙

pkqn´k

Cela détermine la loi de X.

Un résultat important est que toute loi binomiale est somme de variables de bernoulli i.i.d.

Proposition 24. Loi de la somme de V.A.R. de Bernoulli indépendantes et de
même paramètre.
Soit X1, X2, . . . , Xn des V.A.R. mutuellement indépendantes et suivant toutes une même loi de
Bernoulli Bppq. Alors leur somme X1 `X2 ` ¨ ¨ ¨ `Xn suit la loi binomiale Bpn, pq.

Démonstration. Considérons X1, X2, . . . , Xn des V.A.R. sur Ω mutuellement indépendantes et suivant toutes une même loi
de Bernoulli Bppq. Déterminons la loi de leur somme Y “ X1 `X2 ` ¨ ¨ ¨ `Xn.
Puisque @k P rr1, nss, XkpΩq “

 

0, 1
(

, Y pΩq Ă rr0, nss. Soit k P rr0, nss :

pY “ kq “ "exactement k des Xi valent 1, n´ k valent 0"

“
ď

1ďi1ăi2ă¨¨¨ăikďn

¨

˚

˝

č

iP
 

i1,...,ik

(

pXi “ 1q X
č

iR
 

i1,...,ik

(

pXi “ 0q

˛

‹

‚

C’est une réunion d’événements 2 à 2 incompatibles, donc :

P pY “ kq “
ÿ

1ďi1ăi2ă¨¨¨ăikďn

P

¨

˚

˝

č

iP
 

i1,...,ik

(

pXi “ 1q X
č

iR
 

i1,...,ik

(

pXi “ 0q

˛

‹

‚

par indépendance mutuelle

“
ÿ

1ďi1ăi2ă¨¨¨ăikďn

ź

iP
 

i1,...,ik

(

PpXi “ 1q ˆ
ź

iR
 

i1,...,ik

(

PpXi “ 0q

“
ÿ

1ďi1ăi2ă¨¨¨ăikďn

p
k
q
n´k

“

´n

k

¯

p
k
q
n´k

puisqu’il y a exactement
`n
k

˘

k-combinaisons
 

i1, i2, . . . , ik
(

dans rr1, nss. Ainsi Y suit la loi binomiale Bpn, pq. �

Il faut savoir reconnaître les lois usuelles.

Exercice 2. Dans chacune des expériences suivantes, reconnaître la loi suivie par la V.A.R. X
et préciser ses paramètres ainsi que son image XpΩq.

1. On range au hasard 20 objets dans 3 tiroirs. Soit X le nombre d’objets dans le premier
tiroirs.

2. Un enclos contient 15 lamas, 15 dromadaires et 15 chameaux. On sort un animal au hasard
de cet enclos. Soit X le nombre de bosses de cet animal.

3. On choisit au hasard un nombre n entre 0 et 100 ; soit X le reste de n dans la division
euclidienne par 2.

4. On prend un jeu de 32 cartes mélangées. On retourne une par une les cartes jusqu’à l’appa-
rition de l’as de coeur. Soit X le nombre de cartes que l’on a retournées.

5. On suppose que la probabilité de naissance d’une fille et d’un garçon sont identiques. Soit X
le nombre de garçons dans une famille de 3 enfants.

Résolution.
1. On est en présence d’un schéma de Bernoulli, expérience répétée 20 fois et de manière indépen-
dante, et dont la réussite, placement dans le 1er tiroir, est de probabilité 1{3.

X ãÑ B

ˆ

20,
1

3

˙

XpΩq “ rr0, 20ss

2. Le nombre de bosses, 0, 1 ou 2, est équiprobable ; X suit une loi uniforme :
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X ãÑ U prr0, 2ssq XpΩq “ rr0, 2ss

3. X prend pour valeur 0 ou 1 avec probabilité non nulle ; c’est donc une variable de Bernoulli. Il
y a 101 nombres entre 0 et 100, dont 50 impairs. Donc :

XpΩq ãÑ B

ˆ

50

101

˙

XpΩq “ t0, 1u

4. L’as de coeur peut apparaître à chaque tirage avec même probabilité, puisque ça dépend de sa
position dans le paquet ; X suit une loi uniforme :

X ãÑ U p32q XpΩq “ rr1, 32ss

5. On est encore en présence d’un schéma de Bernoulli de paramètres n “ 3 et p “ 1
2 ,

X ãÑ B

ˆ

3,
1

2

˙

XpΩq “ rr0, 3ss

1.4.5. Loi géométrique.

Loi géométrique.
On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de géométrique de paramètre p Ps0, 1r et on note
X ãÑ G ppq lorsque XpΩq “ N˚ et

@k P N˚, PpX “ kq “ p1´ pqk´1p.

Remarques.
‚ On vérifie que :

PpX P N˚q “
`8
ÿ

k“1

PpX “ kq “
`8
ÿ

k“1

qk´1p “ p
`8
ÿ

k“0

qk “
p

1´ q
“
p

p
“ 1

par convergence de la série géométrique
ř

qk ; d’où le nom.
‚ On parlera aussi de loi géométrique lorsque N˚ Ĺ XpΩq. Dans ce cas PpX R N˚q “ 1´PpX P N˚q “ 0 ;
l’événement X P XpΩqr N˚ est négligeable.

‚ Situation type : Schéma de Bernoulli ; rang d’apparition du premier succès.

On répète une même expérience conduisant à deux issues possibles : le succès S avec probabilité
p P s0, 1r et l’échec E avec probabilité q “ 1´ p. On répète cette expérience de manière indépendante
jusqu’à l’apparition du premier succès ; soit X son rang d’apparition ; s’il n’apparaît jamais, X prend
la valeur `8. Alors ImX “ N˚ Y t`8u.

On prend comme univers Ω “ tS,EuN˚ l’ensemble des suites à valeur dans tS,Eu, et comme tribu A ,
la plus petite (au sens de l’inclusion) contenant pour tout i P N˚, les événements :
Si (respectivement Ei) : "La i-ème expérience a conduit à un succès (respectivement un échec)"

Si “ tpu1, . . . , un, . . .q P tS,Eu
N˚ | ui “ Su

Ei “ tpu1, . . . , un, . . .q P tS,Eu
N˚ | ui “ Eu

Alors pour tout k P N˚ :

pX “ kq “

˜

k´1
č

i“1

Ei

¸

X Sk

et par indépendance :

PpX “ kq “

˜

k´1
ź

i“1

PpEiq

¸

ˆ PpSkq “ qk´1p

et donc X ãÑ G ppq.
Remarquons, s’il était besoin, que par continuité décroissante :

PpX “ 8q “ PpX R N˚q “ P

˜

`8
č

i“1

Ei

¸

“ lim
nÑ`8

P

˜

n
č

i“1

Ei

¸

“ lim
nÑ`8

qn “ 0
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‚ Histogramme et fonction de répartition

Par exemple, pour p “
2

10
:

0 5 10 15 20 25 30
0.00

0.05

0.10

0.15

0.20
Histogramme de (0.2)

0 5 10 15 20 25 30
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2
Fonction de répartition de (0.2)

Exercice 3.
On lance une pièce équilibrée jusqu’à l’obtention du premier pile au rang N ; on choisit alors
aléatoirement une entier entre 1 et N . Quelle est la probabilité qu’on choisisse le 1 ?

Résolution.
Soit X le rang d’apparition du premier pile ; X ãÑ G

`

1
2

˘

et soit A l’événement "choisir le un".
On applique la formule des probabilités totales au calcul de PpAq avec le système quasi-complet
d’événements pX “ kq pour k P N˚.

PpAq “
`8
ÿ

k“1

PpX “ kq ˆ PpA | pX “ kqq

“

`8
ÿ

k“1

1

2k
ˆ

1

k

“ ´ ln

ˆ

1´
1

2

˙

“ lnp2q

Propriété 25.
Soit X ãÑ G ppq ; alors pour tout k P N,

PpX ą kq “ p1´ pqk

Démonstration. On a :

pX ą kq “

¨

˝

`8
ď

i“k`1

pX “ iq

˛

‚Y pX ą k XX R N˚q

C’est une réunion dénombrable d’événements deux à deux incompatibles (et le dernier est négligeable), et donc par σ-additivité :

PpX ą kq “
`8
ÿ

i“k`1

PpX “ iq “
`8
ÿ

i“k`1

p1´ pq
i´1

p “ pp1´ pq
k
ˆ

1

1´ p1´ pq
“ p1´ pq

k

comme somme d’une série géométrique. �

Remarque. Cette propriété est même caractéristique d’une loi géométrique puisque pour tout k P N˚ :
PpX “ kq “ PpX ą k ´ 1q ´ PpX ą kq “ p1´ pqk´1 ´ p1´ pqk “ p1´ pqk´1p

Exercice 4. Soient X1 et X2 deux variables aléatoires indépendantes suivant chacune une loi
géométrique de paramètre respectif p1, p2. Déterminer la loi de la variable minpX1, X2q.
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Résolution.
Soit Y “ minpX1, X2q ; c’est une variable aléatoire bien définie (image de la variable aléatoire
pX1, X2q) et à valeurs dans N˚. Soit n P N˚

PpY ą nq “ PpX1 ą n,X2 ą nq “ PpX1 ą nq ˆ PpX2 ą nq “ p1´ p1q
np1´ p2q

n

par indépendance. Donc :

PpY “ nq “ PpY ą n´ 1q ´ PpY ą nq “ pp1´ p1qp1´ p2qq
n´1

ˆ p1´ p1´ p1qp1´ p2qq

Ainsi Y suit la loi géométrique de paramètre p1 ` p2 ´ p1p2.

Une propriété importante (bien que hors-programme) qu’il est bon de connaître, est que la loi géomé-
trique est "sans mémoire" :

Proposition 26. (Loi sans mémoire)
Si X suit une loi géométrique, alors pour tout k ě 0 et n ě 0,

PpX ą n` k | X ą kq “ PpX ´ k ą n | X ą kq “ PpX ą nq

Informellement, sachant que X ą k, X ´ k suit la même loi que X : on peut oublier les résultats des
k premières expériences et recommencer à zéro. (D’où l’expression de loi sans mémoire).
Démonstration. D’après la propriété précédente, pour tout n ě 0, PpX ą nq “ qn avec q “ 1´ p. Pour tout k ě 0 et n ě 0

PpX ą n` k | X ą kq “
PppX ą n` kq X pX ą kqq

PpX ą kq
“

PpX ą n` kq

PpX ą kq
“
qn`k

qk
“ q

n
“ PpX ą nq.

�

De plus cette propriété est caractéristique de la loi géométrique :

Remarque. Réciproquement, si X : Ω Ñ N˚ vérifie pour tout k ě 0 et n ě 0,

PpX ą kq “ 0 et PpX ą n` k | X ą kq “ PpX ą nq

alors X suit une loi géométrique de paramètre p “ PpX “ 1q. En effet :
Notons q “ 1´ p “ PpX ą 1q “ 0 et soit n ě 0. Puisque pX ą pn` 1qq implique pX ą 1q :

PpX ą n` 1q “ PppX ą n` 1q X pX ą 1qq

“ PpX ą n` 1 | X ą 1q ˆ PpX ą 1q “ PpX ą nq ˆ PpX ą 1q “ q ˆ PpX ą nq.

On a donc immédiatement par récurrence PpX ą nq “ qn pour n ě 1, valable également pour n “ 0.
Il vient pour tout n ě 1,

PpX “ nq “ PpX ą n´ 1q ´ PpX ą nq “ qn´1 ´ qn “ qn´1p1´ qq “ p1´ pqn´1p.

Donc X ãÑ G ppq.

1.4.6. Loi de Poisson.
Elle décrit le nombre d’événements se produisant dans un intervalle de temps fixé, avec une fréquence
λ connue, et indépendamment du temps écoulé depuis l’événement précédent. On l’utilise notamment
pour prédire le nombre de clients se présentant chaque jour à un guichet, la fréquentation moyenne
étant connue, ou le nombre de vols, ou d’accidents, etc. survenant chaque jour.

Loi de Poisson.
On dit qu’un variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramètre λ ą 0 que l’on note
X ãÑ Ppλq lorsque ImX “ N et

@k P N, PpX “ kq “ e´λ ˆ
λk

k!

Remarque. On a bien :

PpX P Nq “
`8
ÿ

k“0

e´λ ˆ
λk

k!
“ e´λ ˆ

`8
ÿ

k“0

λk

k!
“ e´λ ˆ eλ “ 1

par convergence de la série exponentielle.

Afin de bien comprendre la situation type d’application, montrons le résultat suivant qui établit qu’une
loi de Poisson est limite de lois binomiales :
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Théorème 27. (Approximation de la loi binomiale par une loi de Poisson)
Soit pXnqnPN une suite de variables aléatoires telles que @n P N, Xn suit la loi binomiale
Bpn, pnq. On suppose qu’il existe λ ą 0 tel que :

pn „
`8

λ

n
alors pour tout k P N :

lim
nÑ`8

ˆ

n

k

˙

pkn p1´ pnq
n´k

“ e´λ
λk

k!

Remarque. Ainsi, la suite des lois B
`

n, λn
˘

tend lorsque nÑ `8 vers la loi de Poisson Ppλq.
Démonstration. En effet, soit k P N, pour n ě k :

PpX “ kq “
´n

k

¯

p
k
n p1´ pnq

n´k
“

1

k!

n!

pn´ kq!
p
k
n p1´ pnq

n´k

On va montrer que :

p1´ pnq
n´k

ÝÑ
nÑ`8

e
´λ n!

pn´ kq!
p
k
n ÝÑ
nÑ`8

λ
k

on aura alors la limite souhaitée.
D’une part :

pn´ kq ln p1´ pnq „
`8

´pn´ kq
λ

n
„
`8

´λ

donc p1´ pnqn´k “ exp ppn´ kq ln p1´ pnqq ÝÑ
nÑ`8

e´λ par composition des limites.

D’autre part par produit et puissance d’équivalents :

p
k
n „
`8

λk

nk
et

n!

pn´ kq!
“

k´1
ź

j“0

pn´ jq „
nÑ`8

n
k

donc
n!

pn´ kq!
p
k
n ÝÑ
nÑ`8

λ
k. �

La loi de Poisson Ppλq est une "bonne approximation" d’une loi binomiale Bpn, pnq associée :
– à un grand nombre de tentatives (n est grand),
– de probabilité de succès très faible (pn est petit),
– de sorte que npn soit proche de λ.
Elle permet donc de comptabiliser la survenue d’événements rares. On dit que c’est la "loi des événe-
ments rares".

Exemple. Une entreprise fabrique une grand nombre de pièces identiques, par exemple 10000, avec
2% de pièces défectueuses.
On choisit 100 pièces au hasard. Quelle est la probabilité P d’en avoir exactement 4 défectueuses ?

En théorie. P “

˜

200
4

¸˜

9800
96

¸

˜

10000
100

¸ » 0, 09018 mais on peut approcher par un tirage avec remise (le

nombre de pièces choisies étant faible, la probabilité de choisir plusieurs fois la même est très petite) et

donc par une loi binomiale Bp100; 0, 02q ; P “

ˆ

100
4

˙

p4p1´ pq96 » 0, 09021 avec p “ 0, 02, n “ 100.

Comme p est faible, que n est assez grand et que λ “ np “ 100 ˆ 0, 02 “ 2, on peut approximer par
une loi de Poisson, beaucoup plus simple à calculer : P “ e´λ λ

4

4! “ e´2 24

4! » 0, 09022.

‚ Situation type.
Supposons que l’on souhaite modéliser le nombre de personnes se présentant à un guichet dans une
période d’une heure. On sait que la fréquentation moyenne est de 30 personnes/heure.
– On peut aborder le problème en décomposant minute par minute et en supposant qu’à chaque minute,
avec probabilité 1{2 une personne se présente, avec probabilité 1{2 aucune ne se présente. Le nombre
de personnes se présentant par heure pour ce modèle suit alors la loi binomiale Bp60, 1{2q qui donne
bien une fréquentation moyenne de 30 personnes/heure. Mais ce modèle est très simpliste puisqu’il
impose :

— qu’au plus une personne se présente chaque minute,
— au plus 60 personnes se présentent chaque heure.

Jean-Philippe Préaux 19



PC Variables aléatoires discrètes ENCPB

– Pour rendre le modèle plus réaliste on peut songer à faire un découpage seconde par seconde,
une personne se présentant chaque seconde avec probabilité 1

120 . On aboutirait à une loi binomiale
Bp3600, 1{120q, avec encore une fréquentation moyenne de 30 personnes/heure, et les mêmes limita-
tions, bien que beaucoup moins restrictives.
– Afin de rendre le modèle plus réaliste, il suffit d’affiner encore le découpage. Avec le théorème pré-
cédent on se rapproche alors de la loi de Poisson Pp30q, qui s’avère donc le choix le plus pertinent,
puisqu’il ne présente plus les limitations précédentes.
Plus généralement, la loi de Poisson Ppλq s’utilise pour modéliser un flux d’arrivée durant une période
T donnée, homogène dans le temps (une arrivée ne dépendant pas du délai depuis la dernière arrivée),
et dont le flux moyen λ sur la période T est connu, comme par exemple :
– Nombre d’appels quotidien à un standard téléphonique,
– Fréquentation quotidienne d’un magasin,
– Nombre mensuel de naissances,
– Nombre mensuel d’accidents routiers, etc.

‚ Histogramme et fonction de répartition
Par exemple, pour λ “ 6 :
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Histogramme de (6)
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0.6

0.8

1.0

1.2
Fonction de répartition de (6)

Exercice 5.
Montrer que si X1 et X2 sont des variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson
de paramètre respectif λ, µ, alors X1 `X2 suit la loi de Poisson de paramètre λ` µ.

Résolution.
Notons Y “ X1 `X2 ; on a ImX1 “ ImX2 “ N et donc ImY “ N. Soit n P N :

PpY “ kq “ P
´

k
ď

i“0

pX1 “ iq X pX2 “ k ´ iq
¯

“

k
ÿ

i“0

P ppX1 “ iq X pX2 “ k ´ iqq par incompatibilité

“

k
ÿ

i“0

PpX1 “ iq ˆ PpX2 “ k ´ iq par indépendance

“

k
ÿ

i“0

e´λ
λi

i!
ˆ e´µ

µk´i

pk ´ iq!

“
e´λ`µ

k!

k
ÿ

i“0

ˆ

k

i

˙

λiµk´i

“
e´λ`µ

k!
ˆ pλ` µqk

Donc Y ãÑ Ppλ` µq.
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2. Espérance et variance

Dans toute cette partie, les variables sont à valeurs réelles ou complexes, voire à valeurs uniquement
réelles dans la seconde partie. Afin de ne pas restreindre le champ d’application, les variables à valeurs
réelles positives pourront prendre leur valeur dans R` “ R` Y t`8u (penser par exemple au rang
d’apparition du premier pile de la loi géométrique).

2.1. Espérance (VAD réelle ou complexe).

Définition 14. (Espérance d’une VAD à valeur dans R ou C)
‚ Une variable aléatoire discrète X à valeurs dans R ou C est dite d’espérance finie lorsque la
famille pxˆ PpX “ xqqxPImX est sommable.
‚ En se donnant ImX sous la forme ImX “ txn P C | n P Nu, X est d’espérance finie lorsque
la série

ř

ně0 xnP pX “ xnq est absolument convergente.
‚ Si tel est le cas, on appelle espérance de X, noté EpXq, le réel ou complexe :

EpXq “
`8
ÿ

n“0

xn P pX “ xnq
looooomooooon

pn

“

`8
ÿ

n“0

pnxn.

Remarques.
‚ L’espérance de la variable aléatoire X est donc la moyenne des valeurs prises par X pondérée par
leur probabilité d’apparition.
‚ Lorsque EpXq “ 0, on parle de variable aléatoire centrée.
‚ Lorsque X est à valeurs dans R`, il arrive que l’on note EpXq “ `8 lorsque la variable aléatoire
n’admet pas d’espérance (et que, donc, la série diverge vers `8q. Plus précisément :

Définition 15. (Espérance d’une VAD à valeurs dans R`)
Soit X une VAD à valeur dans R` “ R` Y t`8u. On appelle espérance de X, notée EpXq :

EpXq “
ÿ

xPImX

xˆ PpX “ xq

avec les conventions :
‚ si PpX “ `8q “ 0, alors xˆ PpX “ `8q “ 0,
‚ EpXq “ `8 lorsque la famille pxˆ PpX “ xqqxPImX n’est pas sommable.

Pour les variables à valeurs dans N, et seulement pour celles là, l’espérance admet l’écriture suivante.

Propriété 28. (Espérance d’une variable à valeurs dans N)
Soit X une VAD à valeurs dans N “ NY t`8u, i.e. ImX Ă NY t`8u. Alors :

EpXq “
ÿ

nPN

PpX ą nq

Remarque. La famille peut ne pas être sommable, dans quel cas EpXq “ `8.
Démonstration. Montrons d’abord que lorsque X n’est pas d’espérance finie, alors

ř

PpX ě nq diverge (vers `8). Pour tout
N P N˚, par σ-additivité :

@n P rr1, Nss, PpX ě nq “
´

`8
ÿ

k“n

PpX “ kq
¯

` PpX “ `8q ě

N
ÿ

k“n

PpX “ kq

d’où :
N
ÿ

n“1

PpX ě nq ě
N
ÿ

n“1

N
ÿ

k“n

PpX “ kq “
N
ÿ

k“1

k
ÿ

n“1

PpX “ kq “
N
ÿ

k“1

kPpX “ kq

Ainsi, si X n’est pas d’espérance finie, alors
řN
k“1 kPpX “ kq ÝÑ

NÑ`8
`8 et donc par comparaison de séries à termes positifs,

řN
n“1 PpX ě nq ÝÑ

NÑ`8
`8.

Supposons désormais que X est d’espérance finie ; en particulier PpX “ `8q “ 0. Pour N P N˚ on a :
N
ÿ

n“0

nPpX “ nq “
N
ÿ

n“0

n pPpX ě nq ´ PpX ě n` 1qq
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“

N
ÿ

n“0

nPpX ě nq ´
N
ÿ

n“0

nPpX ě n` 1q

“

N
ÿ

n“0

nPpX ě nq ´
N`1
ÿ

n“1

pn´ 1qPpX ě nq

“

N
ÿ

n“0

nPpX ě nq ´
N`1
ÿ

n“1

nPpX ě nq `
N`1
ÿ

n“1

PpX ě nq

“ ´pN ` 1qPpX ě N ` 1q `
N`1
ÿ

n“1

PpX ě nq

ùñ

N`1
ÿ

n“1

PpX ě nq “
N
ÿ

n“0

nPpX “ nq

loooooooooomoooooooooon

ÝÑ
NÑ`8

EpXq

` pN ` 1qPpX ě N ` 1q
loooooooooooooooomoooooooooooooooon

ď

`8
ÿ

n“N`1

nPpX “ nq ÝÑ
NÑ`8

0

puisque la série
ÿ

ně0

nPpX “ nq converge, et que le second terme ci-dessus est majoré par son reste d’ordre N . Ainsi :

`8
ÿ

n“1

PpX ě nq “
`8
ÿ

n“0

nPpX “ nq “ EpXq.

�

Exemples. À connaître.

Bien sûr toute VADR à valeurs finies admet une espérance finie.

‚ Si X suit une loi certaine alors son espérance est EpXq “ c où ImX “ tcu.

‚ Si X ãÑ U pEq suit une loi uniforme alors son espérance est la moyenne de ses valeurs prises : en
notant E “ tx1, . . . , xnu :

EpXq “
1

n

n
ÿ

k“1

xk

‚ Si X ãÑ Bppq suit la loi de Bernoulli de paramètre p alors EpXq “ 1ˆ p` 0ˆ p1´ pq “ p.

‚ Si X ãÑ Bpn, pq suit la loi binomiale de paramètres n, p alors EpXq “ np ; en effet :

EpXq “
n
ÿ

k“0

k ˆ PpX “ kq

“

n
ÿ

k“0

k

ˆ

n

k

˙

pkp1´ pqn´k

“

n
ÿ

k“1

k

ˆ

n

k

˙

pkp1´ pqn´k

“

n
ÿ

k“1

n

ˆ

n´ 1

k ´ 1

˙

pkp1´ pqn´k car
ˆ

n

k

˙

“
n

k

ˆ

n´ 1

k ´ 1

˙

si 1 ď k ď n

“ n
n´1
ÿ

k“0

ˆ

n´ 1

k

˙

pk`1p1´ pqn´1´k

“ np
n´1
ÿ

k“0

ˆ

n´ 1

k

˙

pkp1´ pqn´1´k

“ npˆ pp` p1´ pqqn´1 formule du binôme
“ np

‚ Si X ãÑ G ppq suit la loi géométrique de paramètre p, alors X admet une espérance finie et EpXq “ 1
p ;

en effet (sous réserve de convergence) :

EpXq “
`8
ÿ

n“0

PpX ą nq Proposition 28

“

`8
ÿ

n“0

p1´ pqn Proposition 25
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“
1

1´ p1´ pq
série géométrique convergente

“
1

p

Espérance d’une loi géométrique :

X ãÑ G ppq admet une espérance finie : EpXq “
1

p
.

‚ Si X ãÑ Ppλq suit la loi de Poisson de paramètre λ, alors X admet une espérance fini et EpXq “ λ ;
en effet (sous réserve de convergence) :

EpXq “
`8
ÿ

n“0

ne´λ
λn

n!

“

`8
ÿ

n“1

e´λ
λn

pn´ 1q!

“ e´λ
`8
ÿ

n“0

λn`1

n!

“ λe´λ
`8
ÿ

n“0

λn

n!

“ λe´λeλ série exponentielle
“ λ

Espérance d’une loi de Poisson :
X ãÑ Ppλq admet une espérance finie : EpXq “ λ.

On rappelle que si X est une variable aléatoire discrète, alors pour toute fonction f définie sur ImX,
fpXq est aussi une variable aléatoire discrète. On dispose dans ce cas de la formule de transfert qui
permet de donner (lorsqu’elle a un sens) son espérance sans connaitre la loi de fpXq, mais juste celle
de X :

Théorème 29. (Formule de transfert)
Soit X une V.A.D. à valeurs réelles, et soit f une fonction définie sur ImX et à valeurs réelles
ou complexes. Alors :
‚ la variable fpXq est d’espérance finie si et seulement si la famille pfpxq ˆ PpX “ xqqxPImX

est sommable et dans ce cas :
EpfpXqq “

ÿ

xPImX

fpxq ˆ PpX “ xq

‚ En particulier si ImX “ txn | n P Nu, fpXq est d’espérance finie si et seulement si la série
ř

fpxnq ˆ PpX “ xnq est absolument convergente, et dans ce cas :

EpfpXqq “
`8
ÿ

n“0

fpxnq ˆ PpX “ xnq

Démonstration. Par définition fpXq admet une espérance finie si et seulement si la famille py ˆ PpfpXq “ yqqyPIm fpXq est
sommable, et dans ce cas EpfpXqq “

ř

yPIm fpXq y ˆ PpfpXq “ yq.
Pour tout y P fpImXq,

pfpXq “ yq “
ď

xPf´1ptyuq

pX “ xq

c’est une réunion dénombrable, puisque X est discrète, d’événements deux à deux incompatibles, et donc par σ-additivité :

(*) PpfpXq “ yq “
ÿ

xPf´1ptyuq

PpX “ xq
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on partitionne ImX en la famille f´1
ptyuq lorsque y décrit Im fpXq. Lorsque la famille pfpxqˆPpX “ xqqxPImX est sommable,

d’après le théorème de sommation par paquets :
ÿ

xPImX

fpxq ˆ PpX “ xq “
ÿ

yPIm fpXq

ÿ

xPf´1ptyuq

fpxq ˆ PpX “ xq

“
ÿ

yPIm fpXq

y
ÿ

xPf´1ptyuq

PpX “ xq

“
ÿ

yPIm fpXq

y ˆ PpfpXq “ yq

“ EpfpXqq

et dans ce cas fpXq admet une espérance finie.
Réciproquement supposons que la famille pfpxqˆPpX “ xqqxPImX n’est pas sommable, et montrons que la famille pyˆPpfpXq “
yqqyPIm fpXq ne l’est pas non plus (et donc que fpY q n’a pas une espérance finie).
Par définition :

sup

#

ÿ

xPA

|fpxq| ˆ PpX “ xq | A Ă ImX fini

+

“ `8.

Or d’après (˚), pour tout A Ă ImX (fini) :
ÿ

xPA

|fpxq| ˆ PpX “ xq ď
ÿ

yPfpAq

|y| ˆ PpfpXq “ yq

et bien sur lorsque A Ă ImX est fini, fpAq Ă Im fpXq est aussi fini. Ainsi :

sup

$

&

%

ÿ

yPB

|y| ˆ PpfpXq “ yq | B Ă Im fpXq fini

,

.

-

“ `8.

et donc par définition la famille py ˆ PpfpXq “ yqqyPIm fpXq n’est pas sommable. �

Remarque. La formule s’applique aussi aux couples ou vecteurs de variables aléatoires. Si pX,Y q est
un couple de VAD et f : Im pX,Y q ÝÑ C alors si fpX,Y q admet une espérance, on a la formule de
transfert :

EpfpX,Y qq “
ÿ

px,yqPIm pX,Y q

fpx, yq ˆ PpX “ x, Y “ yq

Exercice 6. Soit X ãÑ G ppq ; montrer que la VAD 1
X est d’espérance finie et calculer son

espérance.

Résolution.
D’après la formule de transfert 1

X est d’espérance finie si et seulement si la série
ř

nPN˚
1
nq

n´1p est
absolument convergente, dans quel cas sa somme vaut Ep1{Xq. Sous réserve de convergence :

ÿ

nPN˚

1

n
qn´1p “

p

q
ˆ

ÿ

nPN˚

1

n
qn

Or
ÿ

nPN˚

1

n
qn est la série primitive de

ÿ

nPN˚

qn´1 “
1

1´ q

“ ´
p

q
lnp1´ qq “ ´

p

q
lnppq “ Ep1{Xq

Proposition 30.
Soient X et Y deux VAD définies sur un même espace probabilisé et à valeurs complexes. Si
|X| ď Y et si Y est d’espérance finie, alors X est aussi d’espérance finie.

Démonstration. On peut supposer que ImX est infini (dénombrable) sinon la conclusion est claire. Considérons le couple
Z “ pX,Y q ; c’est une VAD. Notons ImZ “ tpxn, ynq | n P Nu où les pxn, ynq sont deux à deux distincts.
Notons f : px, yq ÞÝÑ x et g : px, yq ÞÝÑ y. Alors Y “ gpZq et X “ fpZq. Comme Y est d’espérance finie, d’après le formule de
transfert :

EpY q “
ÿ

nPN

gpxn, ynq ˆ PpZ “ pxn, ynqq “
ÿ

nPN

yn ˆ PpZ “ pxn, ynqq

Puisque par hypothèse, pour tout n P N, |xn| ď yn, par comparaison, la série
ř

nPN xn ˆ PpZ “ pxn, ynqq converge absolument,
et d’après le théorème de transfert :

ÿ

nPN

xn ˆ PpZ “ pxn, ynqq “
ÿ

nPN

fpxn, ynq ˆ PpZ “ pxn, ynqq “ EpXq

et donc X est d’espérance finie. �

Établissons les propriétés de l’espérance.
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Propriété 31. (Positivité de l’espérance)
Si X est une VAD réelle à valeurs dans R` et d’espérance finie, alors EpXq ě 0.
De plus EpXq “ 0 si et seulement si X est nulle presque surement, c’est à dire si pX “ 0q est
presque sur.

Démonstration. On a EpXq “
ř

xPImX xPpX “ xq ; puisque ImX Ă R`, c’est une somme de termes positifs, et donc, en cas
de convergence, EpXq ě 0.

Si EpXq “ 0 alors pour tout x P ImX, xPpX “ xq “ 0, et donc x “ 0 ùñ PpX “ xq “ 0. Or

1 “
ÿ

xPIm pXq

PpX “ xq “ PpX “ 0q `
ÿ

xPIm pXq˚

PpX “ xq

looooooooooooomooooooooooooon

“0

ùñ PpX “ 0q “ 1.

�

Propriété 32. (Linéarité de l’espérance)
Soient X et Y deux V.A.D. sur un même espace probabilisé et à valeurs dans C ; si X et Y
sont d’espérance finie, alors pour tout pa, bq P C2, aX ` bY est d’espérance finie et :

EpaX ` bY q “ aEpXq ` bEpY q

Démonstration. On utilise le lemme suivant qui donne une expression de l’espérance qui n’utilise pas la loi de la VAD.

Lemme 33.
X une VAD à valeurs complexes définie sur une espace probabilisé pΩ,PpΩq,Pq avec Ω au plus dénombrable. Alors
X admet une espérance finie si et seulement si la famille pXpωq ˆ PptωuqωPΩ est sommable et dans ce cas :

EpXq “
ÿ

ωPΩ

XpωqPptωuq

Démonstration. (Du Lemme). Sous ces hypothèses, l’application IdΩ : ω ÞÝÑ ω est une VAD puisque IdΩpΩq “ Ω est
dénombrable et que pour tout x P Ω, Id´1

Ω ptxuq “ txu appartient à la tribu PpΩq. Appliquons la formule de transfert à la VAD
X ˝ IdΩ “ X :

X ˝ IdΩ “ X admet un espérance finie si et seulement si la famille pXpωq ˆ PpIdΩ “ ωqqωPIm IdΩ
est sommable, c’est à dire si

et seulement si la famille pXpωq ˆ PptωuqqωPΩ est sommable, et dans ce cas :

EpX ˝ IdΩq “
ÿ

ωPIdΩpΩq

Xpωq ˆ PpIdΩ “ ωq

c’est à dire EpXq “
ÿ

ωPΩ

Xpωq ˆ Pptωuq

�

Revenons à la preuve de la propriété. On considère d’abord le cas où l’univers Ω est au plus dénombrable ; notons Ω “ tωn | n P Iu
où I Ă N est une partie finie de N ou tout N. D’après le lemme, puisque X et Y admettent un espérance finie, les familles
pXpωnq ˆ PptωnuqqnPI et pY pωnq ˆ PptωnuqqnPI sont sommables, c’est à dire que lorsque I “ N, les séries :

ÿ

nPI

Xpωnq ˆ Pptωnuq et
ÿ

nPI

Y pωnq ˆ Pptωnuq

sont absolument convergentes. La famille ppaXpωnq ` bY pωnqq ˆ PptωnuqqnPI est donc sommable, c’est à dire que la somme :
ÿ

nPI

paXpωnq ` bY pωnqq ˆ Pptωnuq

est bien définie et à valeur dans C (c’est clair quand I est fini, et lorsque I “ N la série converge absolument, comme combinaison
linéaire de séries absolument convergentes). Or en appliquant le lemme (3 fois) et par linéarité de la somme, on obtient :

EpaX ` bY q “
ÿ

nPI

paXpωnq ` bY pωnqq ˆ Pptωnuq “ aˆ
ÿ

nPI

Xpωnq ˆ Pptωnuq ` bˆ
ÿ

nPI

Y pωnq ˆ Pptωnuq “ aˆ EpXq ` bˆ EpY q

Ce qui conclut la cas au plus dénombrable.

Il reste à prouver le cas où Ω est infini indénombrable. Nous allons voir qu’il se ramène au cas dénombrable en construisant des
VAD X̃ et Ỹ sur un univers au plus dénombrable, de mêmes lois que X et Y . Supposons que X et Y sont d’espérance finie et
considérons le couple de VAD pX,Y q ; c’est une VAD et donc son image

pX,Y qpΩq “ tpXpωq, Y pωqq | ω P Ωu Ă C2

est au plus dénombrable. Posons Ω̃ “ pX,Y qpΩq son image et munissons le de la tribu PpΩ̃q ; on définit une probabilité sur
pΩ̃,PpΩ̃qq en posant pour tout px, yq P Ω̃ :

Pptpx, yquq “ PpX “ x, Y “ yq

et P est σ-additive, puisque
ř

px,yqPpX,Y qpΩq PpX “ x, Y “ yq “ 1. C’est un fait déjà remarqué (Chapitre "Espaces probabilisés"),
résumé dans le lemme suivant.

Lemme 34.
Soit Ω̃ “ tωn | n P Iu (avec I Ă N) un ensemble au plus dénombrable et ppnqnPI une famille de réels positifs
vérifiant

ř

iPI pi “ 1. Alors il existe une unique probabilité sur pΩ̃,PpΩqq vérifiant :

@i P I, Pptωiuq “ pi.
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On a alors pour tout A Ă Ω̃ :
PpAq “

ÿ

ωiPA

Pptωiuq “
ÿ

ωiPA

pi.

Démonstration. (Du lemme).
Par analyse et synthèse. Soit A P PpΩq ; alors A est au plus dénombrable et par σ-additivité si P s’étend sur PpΩq en une
probabilité on a nécessairement PpAq “

ř

iPA pi P r0, 1s. Cela définit une application P : PpΩq ÝÑ r0, 1s qui est σ-additive. De
plus :

PpΩq “
ÿ

ωiPΩ

Pptωiuq “
ÿ

iPI

pi “ 1

Donc P ainsi définie est bien une probabilité, et c’est la seule vérifiant @i P I, Pptωiuq “ pi. �

Revenons à la preuve. On a défini un espace probabilisé pΩ̃,PpΩ̃q,Pq d’univers Ω̃ au plus dénombrable. En notant :

X̃ : Ω̃ ÝÑ C
px, yq ÞÝÑ x

et Ỹ : Ω̃ ÝÑ C
px, yq ÞÝÑ y

X̃ et Ỹ sont des VAD, puisque :
X̃pΩ̃q “ XpΩq Ỹ pΩ̃q “ Y pΩq

sont au plus dénombrables et @x P X̃pΩ̃q, X̃´1
ptxuq P PpΩ̃q et @y P Ỹ pΩ̃q, Ỹ ´1

ptyuq P PpΩ̃q sont bien des événements.

Le couple de VAD pX̃, Ỹ q suit la même loi conjointe que le couple pX,Y q, puisque pX̃, Ỹ qpΩ1q “ Ω1 “ pX,Y qpΩq et

@px, yq P Ω
1
, PpX̃ “ x, Ỹ “ yq “ Pptpx, yquq “ PpX “ x, Y “ yq

et donc X̃ et X suivent la même première loi marginale, Ỹ et Y suivent la même seconde loi marginale, et aX̃ ` bỸ suit la
même loi que aX ` bY (la loi de la somme étant uniquement déterminée par la loi conjointe).

Les VAD X̃ et Ỹ étant définie sur un univers au plus dénombrable, la première partie de la preuve s’applique pour montrer que
aX̃ ` bỸ est d’espérance finie et :

EpaX̃ ` bỸ q “ aEpX̃q ` bEpỹq
Donc aX ` bY est aussi d’espérance finie et

EpaX ` bY q “ EpaX̃ ` bỸ q “ aEpX̃q ` bEpỹq “ aEpXq ` bEpY q

ce qui conclut la preuve. �

Propriété 35. (Croissance de l’espérance)
Soient X et Y deux VAD sur un même espace probabilisé et à valeurs réelles. Si X et Y sont
d’espérance finie, et si X ď Y alors :

EpXq ď EpY q

avec égalité si et seulement si X “ Y presque surement.

Démonstration. On applique la positivité de l’espérance à Y ´X pour obtenir EpY ´Xq ě 0 avec égalité si et seulement si
Y “ X presque surement, puis la linéarité de l’espérance pour en déduire EpY q ě EpXq avec égalité si et seulement si Y “ X
presque surement. �

Propriété 36. (Espérance du produit de VAD indépendantes)
Soient X et Y deux VAD d’espérance finie sur un même espace probabilisé. Si X et Y sont
indépendantes, alors la VAD XY est d’espérance finie et :

EpXY q “ EpXqEpY q

Démonstration. Les deux familles px ˆ PpX “ xqqxPImX et py ˆ PpY “ yqqyPImY étant sommable, la famille pxy ˆ PpX “

xqPpY “ yqqpx,yqPImXˆImY est sommable (Théorème 8) et :

(1)
ÿ

px,yqPImXˆImY

xy ˆ PpX “ xqPpY “ yq “
ÿ

xPImX

xˆ PpX “ xq ˆ
ÿ

yPImY

y ˆ PpY “ yq

Or X et Y étant indépendantes :

(2)
ÿ

px,yqPImXˆImY

xy ˆ PpX “ xqPpY “ yq “
ÿ

px,yqPIm pX,Y q

xy ˆ PpX “ x, Y “ yq

On considère f : px, yq ÞÝÑ xˆ y et on applique le théorème de transfert à f ˝ pX,Y q “ XY ; on obtient que XY est d’espérance
finie et :

EpXY q “
ÿ

px,yqPIm pX,Y q

xy ˆ PpX “ x, Y “ yq

“
p1q

ÿ

px,yqPImXˆImY

xy ˆ PpX “ xqPpY “ yq

“
p2q

ÿ

xPImX

xˆ PpX “ xq ˆ
ÿ

yPImY

y ˆ PpY “ yq

“ EpXqEpY q

�

Remarque. Attention l’indépendance est nécessaire pour que XY admette une espérance finie. Il est
facile de construire un exemple où X et Y sont d’espérance finie sans que XY ne le soit :
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Soit X “ Y : Ω ÝÑ N˚ de loi :

@n P N˚, PpX “ nq “
a

n3
avec a “

˜

ÿ

kPN˚

1

n3

¸´1

Alors X et Y sont d’espérance finie puisque EpXq “ EpY q “
ř

an
n3 “

ř

a
n2 converge, tandis que

XY “ X2 ne l’est pas puisque EpXY q “ EpX2q “
ř

an2

n3 “
ř

a
n diverge.

Ce résultat se généralise aux vecteurs de variables aléatoires indépendantes :

Propriété 37. (Espérance du produit de VAD indépendantes)
Soient X1, . . . , Xn des VAD d’espérance finie sur un même espace probabilisé. Si X1, . . . , Xn

sont indépendantes, alors la VAD X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn est d’espérance finie et :
EpX1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXnq “ EpX1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EpXnq

Démonstration. Par récurrence sur n ě 2.

(I) Pour n “ 2 c’est le résultat précédent.

(H) Supposons l’assertion vraie au rang n et soient X1, . . . , Xn, Xn`1 pn ` 1q variables indépendantes. Par hypothèse de
récurrence X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn est d’espérance finie et :

EpX1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXnq “ EpX1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EpXnq

D’après le lemme de coalition X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Xn et Xn`1 sont indépendantes. Alors d’après la propriété précédente on a que
X1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn ˆXn`1 est d’espérance finie et :

EpX1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXn ˆXn`1q “ EpX1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆXnq ˆ EpXn`1q “ EpX1q ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ EpXnq ˆ EpXn`1q

�

2.2. Variance et covariance (VAD réelle).
Dans cette partie toutes les VAD sont à valeurs réelles.

Définition 16. (Moments d’une VARD)
Soit X une variable aléatoire réelle et soit p P N˚ ; on dit que X admet un moment d’ordre p si
Xp est d’espérance finie. Le moment d’ordre p de X est alors EpXpq ; c’est un réel.

Proposition 38.
Si X admet un moment d’ordre p, alors X admet un moment d’ordre q pour tout q ď p.

Démonstration. Soit p, q P N˚ avec q ď p ; alors |Xq | ď 1 ` |Xp|. Puisque X admet un moment d’ordre p, d’après le
théorème de transfert, la famille p|x|p ˆ PpX “ xqqxPImX est sommable. La famille pPpX “ xqqxPImX est aussi sommable,
puisque

ř

xPImX PpX “ xq “ 1. Ainsi par linéarité de la sommation et par comparaison, la famille p|x|q ˆ PpX “ xqqxPImX est
sommable ; d’après le théorème de transfert, Xq est d’espérance finie. �

Proposition-Définition 17. (Variance d’une VADR)
Soit X une variable aléatoire réelle discrète.
Si X admet un moment d’ordre 2, alors X est d’espérance finie et on définit la variance de X
par :

VpXq “ E
`

pX ´ EpXqq2
˘

qui peut aussi s’écrire (formule de Koenig-Hugens) :
V pXq “ E

`

X2
˘

´ pEpXqq2

La variance de X est un réel positif, et on appelle écart-type le réel σpXq “
a

VpXq.

Démonstration. Puisque X admet un moment d’ordre 2, d’après la proposition précédente, X2 et X sont d’espérance finie,
et par linéarité de l’espérance pX ´ EpXqq2 “ X2

´ 2EpXqX ` EpXq2 est aussi d’espérance finie. Ainsi VpXq est bien définie, et
par positivité de l’espérance est à valeurs dans R`. De plus par linéarité de l’espérance :

EppX ´ EpXqq2q “ EpX2
´ 2EpXqX ` EpXq2q “ EpX2

q ´ 2EpXq2 ` EpXq2 “ EpX2
q ´ EpXq2

ce qui prouve la formule de Koenig-Huygens. �

Remarques.
‚ Par positivité de l’espérance :

V pXq “ 0 si et seulement si X “ EpXq presque surement
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Ainsi une VARD X est de variance nulle si et seulement si elle suit une loi quasi-certaine, c’est à dire
Dc P R, PpX “ cq “ 1. (Mais pour autant on n’a pas nécessairement ImX “ tcu.)

‚ Si X admet un moment d’ordre 2 alors X admet une variance finie. Réciproquement, si X admet
une variance finie, alors par définition X admet une espérance finie, et par linéarité de l’espérance X2

admet une espérance finie, c’est à dire X admet un moment d’ordre 2. Ainsi une VARD admet un
moment d’ordre 2 si et seulement si elle admet (une espérance et) une variance finie(s).

Exemples. Variance de lois usuelles.

‚ La variance d’une loi quasi-certaine est nulle :
V pXq “ EppX ´ EpXqq2 “ pEpXq ´ EpXqq2 ˆ 1`

ÿ

x “EpXq

px´ EpXqq2 ˆ 0 “ 0.

‚ Variance d’une loi de Bernoulli.

Soit X ãÑ Bppq alors VpXq “ pp1´ pq. En effet : ImX “ t0, 1u et EpXq “ p, donc d’après la formule
de transfert :

VpXq “ EppX ´ pq2q “ p0´ pq2PpX “ 0q ` p1´ pq2PpX “ 1q

“ p2 ˆ p1´ pq ` p1´ pq2 ˆ p “ pp1´ pqpp` 1´ pq

“ pp1´ pq

‚ Variance d’une loi géométrique.

Soit X ãÑ G ppq avec p Ps0, 1r ; alors avec la formule de transfert, X admet un moment d’ordre 2 puisque
la série

EpX2q “
ÿ

nPN˚

n2p1´ pqn´1p

converge (par exemple en appliquant d’Alembert). Calculons sa variance : par linéarité de l’espérance,
XpX ´ 1q admet une espérance finie, et avec la formule de transfert :

EpXpX ´ 1qq “
ÿ

nPN˚

npn´ 1qp1´ pqn´1p

“ pp1´ pq
ÿ

ně2

npn´ 1qp1´ pqn´2

on reconnaît la série géométrique dérivée seconde :

“ pp1´ pq ˆ
d2

dp2

ˆ

1

1´ p1´ pq

˙

“ pp1´ pq ˆ
2

p3

“
2p1´ pq

p2

Donc par linéarité de l’espérance :

EpX2q “ EpXpX ´ 1qq ` EpXq “
2p1´ pq

p2
`

1

p
“

2´ p

p2

Et d’après Koenig-Huygens :

VpXq “ EpX2q ´ EpXq2 “
2´ p

p2
´

1

p2
“

1´ p

p2

Exercice 7. Montrer que la variance d’une loi de Poisson de paramètre λ ą 0 est égale à λ.

Résolution.

Soit X ãÑ Ppλq ; alors n2PpX “ nq “ n2λ
n

n!
e´λ est le terme général d’une série convergente (par

d’Alembert par exemple) et donc X admet un moment d’ordre 2.
Donc par linéarité, XpX ´ 1q admet une espérance finie, et avec la formule de transfert :

EpXpX ´ 1qq “
ÿ

nPN

npn´ 1q
λn

n!
e´λ “ e´λλ2 ˆ

ÿ

ně2

npn´ 1q
λn´2

n!
“ e´λλ2 ˆ

ÿ

ně0

λn

n!
“ λ2
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et d’après Koenig-Huygens et par linéarité de l’espérance :
VpXq “ EpX2q ´ EpXq2 “ EpXpX ´ 1qq ` EpXq ´ EpXq2 “ λ2 ` λ´ λ2 “ λ

Propriété 39.
Soit pa, bq P R2 et X une variable aléatoire admettant un moment d’ordre 2 ; alors

VpaX ` bq “ a2VpXq

Démonstration. Par linéarité de l’espérance :

aX ` b´ EpaX ` bq “ apX ´ EpXqq

et X et X2 admettant une espérance finie, il en va de même de papX ´ EpXqqq2 ; on a alors :

VpaX ` bq “ EppapX ´ EpXqqq2q “ a
2EppX ´ EpXqq2q “ a

2
VpXq

�

Remarque. Une VADR est dite centrée lorsque son espérance est nulle ; elle est dite réduite lorsque
sa variance vaut 1. Pour toute variable X admettant un moment d’ordre 2, la variable aléatoire

Y “
X ´m

σ
avec m “ EpXq et σ “

a

VpXq

vérifie : EpY q “ 0 et V pY q “ 1, c’est une variable aléatoire centrée réduite.

Proposition 40. (Condition suffisante d’espérance finie du produit)
Soient X et Y deux VADR sur un même espace probabilisé et admettant un moment d’ordre 2 ;
alors XY est d’espérance finie.

Démonstration. Puisque X2
` Y 2

´ 2|XY | “ p|X| ´ |Y |q2 ě 0, on a alors |XY | ď 1
2

`

X2
` Y 2

˘

. Par linéarité de l’espérance
1
2

`

X2
` Y 2

˘

admet un espérance finie, et avec la proposition 30, XY aussi. �

Cette propriété nous assure en corollaire qu’une combinaison linéaire de VARD admettant un moment
d’ordre 2, admet aussi un moment d’ordre 2. Autrement dit :

Corollaire 41. (Structure de R-espace vectoriel)
L’ensemble des variables aléatoires sur un même espace probabilisé pΩ,A ,Pq et admettant un
moment d’ordre 2 est un R-espace vectoriel noté L2pΩ,A ,Pq.

Démonstration. Soient X et Y deux VADR sur pΩ,A ,Pq admettant un moment d’ordre 2. Alors pour tout λ P R, λ ¨X ` Y
est une VADR sur pΩ,A ,Pq et puisque :

pλ ¨X ` Y q
2
“ λ

2
¨X

2
` Y

2
` 2λ ¨XY

X2, Y 2 et XY admettant une espérance finie, il en va de même, par linéarité de l’espérance, de pλ ¨X`Y q2 ; la VADR pλ ¨X`Y q
admet donc un moment d’ordre 2. �

L’espérance finie du produit XY de deux VARD X et Y admettant un moment d’ordre 2 permet
surtout de définir la notion de covariance de X et Y .

Proposition-Définition 18. (Covariance de X et Y )
Soient X et Y deux variables aléatoires sur un même espace probabilisé pΩ,A ,Pq et admettant
un moment d’ordre 2. On définit la covariance de X et Y comme le réel :

CovpX,Y q “ EppX ´ EpXqqpY ´ EpY qqq.

En particulier, VpXq “ CovpX,Xq.
La covariance peut aussi s’écrire (Formule de Koenig-Huygens) :

CovpX,Y q “ EpXY q ´ EpXqEpY q

Démonstration. Puisque X et Y admettent un moment d’ordre 2, alors X et Y admettent une espérance finie, ainsi que XY
(proposition 40). Par linéarité de l’espérance, pX ´ EpXqqpY ´ EpY qq “ XY ´ EpY qX ´ EpXqY ` EpXqEpY q admet donc aussi
une espérance finie. La covariance de X, Y est donc bien définie. De plus :

CovpX,Y q “ E
“

XY ´ EpY qX ´ EpXqY ` EpXqEpY q
‰

“ EpXY q ´ EpY qEpXq ´ EpXqEpY q ` EpXqEpY q “ EpXY q ´ EpXqEpY q

ce qui établit la formule de Koenig-Huygens. �
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Propriété 42. (Forme bilinéaire symétrique positive)
Sur L2pΩ,A ,Pq la covariance est une forme bilinéaire, symétrique et positive. Autrement dit
pour tout X,Y, Z P L2pΩ,A ,Pq, et pour tout pa, bq P R2 :
‚ CovpaX ` bY, Zq “ aCovpX,Zq ` bCovpY,Zq,
‚ CovpX, aY ` bZq “ aCovpX,Y q ` bCovpX,Zq,
‚ CovpX,Y q “ CovpY,Xq,
‚ CovpX,Xq “ VpXq ě 0.

Démonstration. Elle est triviale ; la bilinéarité découle de la linéarité de l’espérance, la symétrie de la commutativité de la
multiplication, et la positivité découle de la définition. �

Remarque. La covariance n’est pas un produit scalaire, par absence de définie positivité ; en effet
CovpX,Xq “ 0 implique que X suit une loi quasi-certaine.

Une propriété très utile de la covariance est la suivante :

Propriété 43. Deux variables indépendantes ont une covariance nulle
Soient X et Y dans L2pΩ,A ,Pq ; si X et Y sont indépendantes, alors CovpX,Y q “ 0.

Démonstration. Pour deux variables indépendantes EpXY q “ EpXqEpY q (propriété 36), d’où la nullité de leur covariance,
avec Koenig-Huygens. �

Remarque. Ainsi la covariance peut être utile pour montrer que deux variables ne sont pas indépen-
dantes. (Car la réciproque est fausse : CovpX,Y q peut être nulle sans X et Y ne soient indépendants.).

La covariance n’est pas très loin d’être un produit scalaire, de "norme associée" l’écart-type. L’indé-
pendance implique alors ’l’orthogonalité" pour cette analogie. Et on dispose encore d’une inégalité de
Cauchy-Schwarz :

Théorème 44. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soient X et Y deux variables aléatoires dans L2pΩ,A ,Pq, alors :

EpXY q2 ď E
`

X2
˘

ˆ E
`

Y 2
˘

.

avec égalité si et seulement si X et Y sont proportionnels presque surement.
Et :

|CovpX,Y q| ď σpXq ˆ σpY q

avec égalité si et seulement si il existe pa, bq P R2 tel que Y “ aX ` b p.s. ou X “ aY ` b p.s..

Démonstration. On reprend la preuve de l’inégalité de Cauchy-Schwarz avec le pseudo-produit scalaire pX,Y q ÞÑ EpXY q
(on n’a pas le caractère défini, car E

`

X2
˘

“ 0 ùñ X “ 0 p.s. (et pas partout) mais la preuve est la même). Supposons que
EpX2

q “ 0 ; soit λ P R ; par positivité de l’espérance :

0 ď Eppλ ¨X ` Y q2q “ λ
2EpX2

q ` 2λ ¨ EpXY q ` EpY 2
q

C’est un trinôme en λ, dont le discriminant est négatif ou nul :

∆ “ 4EpXY q2 ´ 4EpX2
qEpY 2

q ď 0 ùñ EpXY q2 ď EpX2
qEpY 2

q

De plus en cas d’égalité, ∆ “ 0, et donc il existe λ P R, tel que Eppλ ¨X ` Y q2q “ 0, c’est à dire λ ¨X ` Y “ 0 presque surement
(par positivité, propriété 31).

Si EpX2
q “ 0 alors, toujours d’après la propriété 31, X “ 0 presque surement et là encore X “ 0 ¨ Y presque surement et

0 “ EpXY q2 “ EpX2
q ˆ EpY 2

q. Réciproquement si X “ aY (ou Y “ aX) presque surement, il est immédiat de vérifier que
l’inégalité est une égalité.

En particulier, en appliquant le résultat à pX ´ EpXqq et pY ´ EpY q :

CovpX,Y q
2
“ E rpX ´ EpXqqpY ´ EpY qs2 ď EppX ´ EpXqq2q ˆ EppY ´ EpY qq2q

ðñ |CovpX,Y q| ď σpXq ˆ σpY q

avec égalité si et seulement si il existe a P R tel que presque surement X ´ EpXq “ aY ´ aEpY q (ou Y ´ EpY q “ aX ´ aEpXq),
et en particulier il existe pa, bq P R2 tels que presque surement X “ aY ` b (ou Y “ aX ` b). Réciproquement, si (par exemple)
X “ aY ` b presque surement, alors EpXq “ aEpY q ` b et donc X ´ EpXq “ aY ` b ´ aEpY q ´ b “ aY ´ aEpY q et il y a donc
égalité. �

Remarque. Soient X,Y P L2pΩ,A ,Pq avec VpXq “ 0 et VpY q “ 0 ; on définit leur coefficient de
corrélation par la formule :

ρpX,Y q “
CovpX,Y q

σpXqσpY q
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c’est un réel dans r´1, 1s qui vérifie :

ρpX,Y q “

"

0 lorsque X et Y sont indépendantes
˘1 ðñ Y “ aX ` b p.s. ou X “ aY ` b p.s.

Il est utilisé notamment en statistique pour la régression linéaire. Lorsqu’il est proche de ˘1, les séries
statistiques, que l’on peut voir comme des VADR, sont proches de suivre une relation affine.

Propriété 45. (Variance d’une somme)
Pour des VARD dans L2pΩ,A ,Pq :

VpX ` Y q “ VpXq `VpY q ` 2 CovpX,Y q

et plus généralement :

V
´

n
ÿ

k“1

Xk

¯

“

n
ÿ

k“1

VpXkq `
ÿ

i “j

CovpXi, Xjq “

n
ÿ

k“1

VpXkq ` 2
ÿ

iăj

CovpXi, Xjq

Démonstration. On démontre la deuxième formule, plus générale ; pour cela on rappelle que :
˜

n
ÿ

i“1

xi

¸2

“

n
ÿ

i“1

x
2
i ` 2ˆ

ÿ

1ďiăjďn

xixj p˚q

d’après le formule de Koenig-Huygens :

V

˜

n
ÿ

i“1

Xi

¸

“ E

˜˜

n
ÿ

i“1

Xi

¸2¸

´

«

E

˜

n
ÿ

i“1

Xi

¸ff2

“ E

¨

˝

n
ÿ

i“1

X
2
i ` 2ˆ

ÿ

1ďiăjďn

XiXj

˛

‚´

˜

n
ÿ

i“1

EpXiq

¸2

avec (*) et par linéarité de E

“

n
ÿ

i“1

EpX2
i q ` 2ˆ

ÿ

1ďiăjďn

EpXiXjq ´
n
ÿ

i“1

EpXiq
2
´ 2

ÿ

1ďiăjďn

EpXiqEpXjq idem

“

n
ÿ

i“1

´

EpX2
i q ´ EpXiq

2
¯

` 2ˆ
ÿ

1ďiăjďn

pEpXiXjq ´ EpXiqEpXjqq

“

n
ÿ

i“1

VpXiq ` 2ˆ
ÿ

1ďiăjďn

CovpXi, Xjq d’après Koenig-Huygens

�

Corollaire 46. (Variance d’une somme de variables indépendantes)
Pour des VARD dans L2pΩ,A ,Pq deux à deux indépendantes :

VpX ` Y q “ VpXq `VpY q

et plus généralement :

V
´

n
ÿ

k“1

Xk

¯

“

n
ÿ

k“1

VpXkq

Remarque. Noter que l’indépendance mutuelle n’est pas nécessaire, l’indépendance 2 à 2 suffit.

Exemple. Variance d’une loi binomiale.

Soit X ãÑ Bpn, pq ; alors X “ X1 ` ¨ ¨ ¨ `Xn avec X1, . . . , Xn des variables i.i.d. suivant la même loi
de Bernoulli Bppq. Alors :

VpXq “
n
ÿ

k“1

VpXkq “ nˆ pˆ p1´ pq

Exercice 8. Navale 2015. On distribue, aléatoirement, uniformément et indépendamment r
boules dans n boîtes B1, ¨ ¨ ¨ , Bn. On note Yi la variable aléatoire prenant la valeur 1 si Bi est
vide et 0 sinon.

1. Déterminer la loi de Yi.
2. Calculer Cov pYi, Yjq pour i ‰ j.
3. Calculer l’espérance et la variance de la variable aléatoire donnant le nombre de boîtes vides.
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Résolution.
1. Chaque Yi suit une loi de Bernoulli de paramètre :

p “ PpYi “ 1q “

ˆ

n´ 1

n

˙r

“

ˆ

1´
1

n

˙r

2. On applique la formule de Koenig-Huygens : YiYj suit aussi une loi de Bernoulli de paramètre :

PpYi “ 1, Yj “ 1q “

ˆ

n´ 2

n

˙r

“

ˆ

1´
2

n

˙r

et donc pour i “ j :

CovpYi, Yjq “ EpYiYjq ´ EpYiqEpYjq “

ˆ

1´
2

n

˙r

´

ˆ

1´
1

n

˙2r

3. Le nombre de boites vides est donné par la VARD : X “
ř

Yi.
Par linéarité de l’espérance :

EpXq “
n
ÿ

i“1

EpYiq “ nˆ

ˆ

1´
1

n

˙r

et :

VpXq “
n
ÿ

i“1

VpYiq ` 2
ÿ

iăj

CovpYi, Yjq

Puisque (variance d’une loi de Bernoulli) :

VpYiq “

ˆ

1´

ˆ

1´
1

n

˙r˙

ˆ

ˆ

1´
1

n

˙r

“

ˆ

1´
1

n

˙r

´

ˆ

1´
1

n

˙2r

On obtient :

VpXq “ n

ˆ

1´
1

n

˙r

´ n

ˆ

1´
1

n

˙2r

` 2ˆ

ˆ

n

2

˙

˜

ˆ

1´
2

n

˙r

´

ˆ

1´
1

n

˙2r
¸

“ n

ˆ

1´
1

n

˙r

´ n

ˆ

1´
1

n

˙2r

` npn´ 1q ˆ

˜

ˆ

1´
2

n

˙r

´

ˆ

1´
1

n

˙2r
¸

“ n

ˆ

1´
1

n

˙r

´ n2

ˆ

1´
1

n

˙2r

` npn´ 1q ˆ

ˆ

1´
2

n

˙r

2.3. Fonction génératrice d’une VAD à valeurs dans N.

Dans cette partie toutes les VAD sont à valeurs dans N.

Proposition 47. (Série entière de T.G. la loi de X : Ω ÝÑ N)
Soit X une VAD à valeurs dans N. Alors la série entière :

ÿ

PpX “ nqzn

‚ a un rayon de convergence R ě 1,
‚ converge normalement sur le disque fermé Dp0, 1q.

Démonstration. Puisque
ř

PpX “ nq “ 1, la série converge pour z “ 1, donc R ě 1. De plus pour tout z P Dp0, 1q :

|z| ď 1 ùñ |PpX “ nqz
n
| ď PpX “ nq

et la série
ř

PpX “ nq “ 1 converge ; il y a donc convergence normale sur Dp0, 1q. �

Définition 19. (Fonction génératrice)
Soit X une variable aléatoire discrète à valeurs dans N. On pose en tout t P R où c’est possible,

GXptq “ E
`

tX
˘

“

`8
ÿ

n“0

PpX “ nq ¨ tn

Cette fonction est appelée fonction génératrice de la variable aléatoire X.
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Remarques.

‚ L’égalité entre EptXq et la somme découle de la formule de transfert.

‚ On a toujours GXp1q “ 1 puisque GXp1q “
ř

PpX “ nq “ 1.

‚ Si X est à valeurs finies, GX est une fonction polynomiale.

Exemples. Il faut connaître et savoir retrouver la fonction génératrice des lois usuelles.

‚ Fonction génératrice d’une loi de Bernoulli.

Soit X ãÑ Bppq. Alors :
GXptq “ PpX “ 0q ¨ t0 ` PpX “ 1q ¨ t1 “ p1´ pq ` tp “ q ` tp

la fonction génératrice est affine. Réciproquement si une fonction génératrice GX est affine, GXptq “
q ` pt, alors X suit presque surement une loi de Bernoulli, i.e. ImX Ą t0, 1u et PpX “ 1q “ p,
PpX “ 0q “ q.

‚ Fonction génératrice d’une loi binomiale.

Soit X ãÑ Bpn, pq. Alors :

GXptq “
n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

pkp1´ pqn´ktk “ p1´ p` tpqn “ pq ` tpqn

‚ Fonction génératrice de U prr1, nssq.

Soit X ãÑ U prr1, nssq, alors :

GXptq “
n
ÿ

k“1

1

n
ˆ tk “

t

n
ˆ

1´ tn

1´ t
si t “ 1 et GXp1q “ 1

Propriété 48. (Analytique)
Sous les mêmes hypothèses :
‚ Le domaine de définition de GX contient r´1, 1s,
‚ La fonction GX est continue sur le segment r´1, 1s,
‚ La fonction GX est de classe C8 sur l’intervalle ouvert s ´ 1, 1r.

Démonstration. Elle découle de faits élémentaires sur les séries entières. Comme vu plus haut il y a convergence normale sur
le segment r´1, 1s, et donc existence et continuité sur tout le segment. Le rayon de convergence est R ě 1, la somme d’une série
entière étant de classe C8 sur l’intervalle ouvert de convergence, elle l’est au moins sur l’ouvert s ´ 1, 1r. �

L’intérêt de la fonction génératrice GX réside notamment dans le fait qu’elle caractérise la loi de X :

Proposition 49. (La fonction génératrice caractérise la loi)
Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. La loi de X est entièrement déterminée par sa
fonction génératrice GX . Plus précisément :

@n P N, PpX “ nq “
G
pnq
X p0q

n!
.

Remarque. En particulier deux variables aléatoires à valeurs dans N ont même loi si et seulement si
elles ont même fonction génératrice.
Démonstration. La fonction GX est infiniment dérivable sur s ´ 1, 1r. D’après le théorème de dérivation terme à terme,
@t Ps ´ 1, 1r, @n P N :

G
pnq
X ptq “

`8
ÿ

k“n

k!

pk ´ nq!
PpX “ kqt

k´n

en particulier @n P N :

G
pnq
X p0q “ n!ˆ PpX “ nq ùñ PpX “ nq “

G
pnq
X p0q

n!
�

Espérance et variance d’une variable aléatoire à valeurs entières sont aussi facilement déterminés à
l’aide de la fonction génératrice.
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Théorème 50. (Calcul d’espérance et de variance)
La fonction t P r´1, 1s ÞÝÑ GXptq est :
– dérivable en 1 ssi X est d’espérance finie, on a alors :

G1Xp1q “ EpXq

– deux fois dérivable en 1 ssi X admet une variance et :
G2Xp1q “ EpXpX ´ 1qq

Remarques.
‚ Pour retrouver la formule, on retiendra

G1Xptq “ E
`

XtX´1
˘

donc G1Xp1q “ EpXq.

G2Xptq “ E
`

XpX ´ 1qtX´2
˘

donc G2Xp1q “ EpXpX ´ 1qq.

‚ Lorsque GX est deux fois dérivable en 1, la variance s’obtient alors par :
VpXq “ G2Xp1q `G

1
Xp1q ´G

12
Xp1q

puisque : G2Xp1q “ E
`

X2
˘

´ EpXq “ V pXq ` pEpXqq2 ´ EpXq “ VpXq ` pG1Xp1qq
2
´G1Xp1q.

Démonstration. (La démonstration du sens réciproque est non exigible.)

On note pn “ PpX “ nq.

Pour l’espérance : Supposons que X est d’espérance finie, EpXq “
ř`8
n“0 n ˆ pn. Alors la série

ř

ně1 nt
n´1

ˆ pn converge
normalement sur r0, 1s. Puisque la série

ř

ně0 t
n
ˆ pn converge simplement sur r0, 1s, d’après le théorème de dérivation C 1,

G1Xp1q existe et vaut G1Xp1q “
ř`8
n“0 nˆ pn “ EpXq.

Réciproquement, supposons que GX est dérivable en 1 : on a limtÑ1
GX p1q´GX ptq

1´t “ ` P R. Remarquons que pour t ă 1 :

GXp1q ´GXptq

1´ t
“

`8
ÿ

n“0

pnp1´ t
n
q

1´ t
“

`8
ÿ

n“0

pn

´

1` t` ¨ ¨ ¨ ` t
n´1

¯

ÝÑ
tÑ1

`

Puisque t ÞÑ
`

1` t` ¨ ¨ ¨ ` tn´1
˘

est croissante, on a pour tout t P r0, 1r2

`8
ÿ

n“0

pn

´

1` t` ¨ ¨ ¨ ` t
n´1

¯

ď `.

Donc, pour tout N P N, en faisant tendre t vers 1 :
N
ÿ

n“0

npn ď `

La série étant à terme positifs, d’après le théorème de la limite monotone,
ř

ně0 npn converge, ainsi X admet une espérance.

Pour la variance : En utilisant l’argument précédent mais sur la série dérivée, on établit que la fonction G1Xptq “
ř`8
n“1 npnt

n´1

est dérivable en 1 ssi
ř`8
n“1 npn´ 1qpn ă `8, et qu’en cas de convergence, limtÑ1 G

2
Xptq “ G2Xp1q “

ř`8
n“1 npn´ 1qpn.

En particulier EpXpX ´ 1qq ă `8. De plus, puisque GX est dérivable en 1,EpXq ă `8, donc E
`

X2
˘

ă `8 et X admet une
variance. �

Théorème 51. (Fonction génératrice de la somme de variables indépendantes)
Soient X et Y deux variables aléatoires à valeurs dans N indépendantes.
Alors pour tout t P r´1, 1s

GX`Y ptq “ GXptq ˆGY ptq.

Exemple. Une loi binomiale Bpn, pq étant somme de lois de Bernoulli Bppq i.i.d. on retrouve que
puisque la fonction génératrice de Bppq est pt` q, celle de Bpn, pq est ppt` qqn.

Démonstration. Les variables X et Y étant indépendantes, d’après le lemme de coalition tX et tY sont indépendantes donc
pour |t| ď 1, avec la propriété 36 :

GX`Y ptq “ E
´

t
X`Y

¯

“ E
´

t
X
t
Y
¯

“ E
´

t
X
¯

E
´

t
Y
¯

“ GXptq ˆGY ptq.

�

Exercice 9. Calculer les fonctions génératrices :
– d’une loi géométrique G ppq

– d’une loi de Poisson Ppλq.
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Résolution.
‚ Soit X ãÑ G ppq ; posons q “ 1´ p. Pour tout k P N˚ :

PpX “ kqtk “ qk´1ptk “ pqtqk´1pt

La série est géométrique, elle converge pour tout |qt| ă 1 c’est à dire pour |t| ă 1
q .

GXptq “
ÿ

kě1

pqtqk´1pt “ pt
ÿ

kě0

pqtqk “
pt

1´ qt

‚ Soit X ãÑ Ppλq. Pour tout k P N :

PpX “ kqtk “ e´λ
pλtqk

k!
La série est exponentielle, elle converge pour tout t.

GXptq “
ÿ

kě0

e´λ
pλtqk

k!
“ e´λ

ÿ

kě0

pλtqk

k!
“ e´λeλt “ eλpt´1q

‚ Formulaire à connaître

Loi de X ImX PpX “ kq EpXq VpXq GXptq

Bppq t0, 1u

"

p si k “ 1

q si k “ 0
p pq pt` q

Bpn, pq rr0, nss

ˆ

n

k

˙

pkqn´k np npq ppt` qqn

U prr1, nssq rr1, nss
1

n

n` 1

2

n2 ´ 1

12

t

n

1´ tn

1´ t
(t “ 1)

G ppq N˚ qk´1p
1

p

q

p2

pt

1´ qt

Ppλq N e´λ
λk

k!
λ λ eλpt´1q

en notant q “ 1´ p. Il faut savoir retrouver rapidement les fonctions génératrices des lois usuelles.

2.4. Résultats asymptotiques.

Dans cette partie toutes les variables aléatoires sont à valeurs réelles.

Théorème 52. (Inégalité de Markov)
Soit X une VADR positive d’espérance finie ; alors pour tout ε ą 0,

PpX ě εq ď
1

ε
EpXq.

Remarque. Si on ne suppose pas X positive, on peut écrire Pp|X| ě εq ď
1

ε
Ep|X|q.

Démonstration. On écrit :

X “ X ˆ 1Xěε `X ˆ 1Xăε

ě εˆ 1Xěε car X ě 0

donc par croissance de l’espérance :
EpXq ě E pεˆ 1Xěεq “ εˆ PpX ě εq.

�

Exemple. Les salaires étant positifs, la proportion de la population recevant plus de 3 fois le salaire
moyen est au plus d’un tiers. (Poser X qui à un salarié associe le rapport entre son salaire et le salaire
moyen ; alors EpXq “ 1).
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L’inégalité de Bienaymé-Tchebychev se déduit de l’inégalité de Markov ; elle est plus fine, faisant
intervenir aussi la variance. Elle donne notamment un sens à la variance, comme mesure de la dispersion
autour de la valeur moyenne (= espérance).

Théorème 53. (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)
Soit X une VADR admettant un moment d’ordre 2 ; alors pour tout ε ą 0 :

Pp|X ´ EpXq| ě εq ď
1

ε2
VpXq.

Démonstration. On applique l’inégalité de Markov à la VADR positive |X ´ EpXq|2 :

Pp|X ´ EpXq| ě εq “ P
´

|X ´ EpXq|2 ě ε
2
¯

ď
1

ε2
E
´

|X ´ EpXq|2
¯

“
1

ε2
VpXq.

�

Exemple. Soit X est une VADR vérifiant EpXq “ 0 et VpXq “ 2 ; déterminons α ą 0 tel que
Pp|X| ě αq ď 3

4 .

Pp|X| ě αq ď
3

4
ðñ Pp|X ´ EpXq| ě αq ď

3

4

D’après Bienaymé-Tchebychev, il suffit de prendre α tel que
2

α2
ď

3

4
soit α ě

2
?

6

3
.

Remarques.
‚ La condition |X ´ EpXq| ě ε s’interprète :

"X s’éloigne de EpXq d’au moins ε"

E(X) E(X) + εE(X) − ε R

ε > 0 ε > 0

‚ L’écart-type (ainsi que la variance) mesurent la dispersion des valeurs prises par X autour de EpXq.
Il peu probable que X s’écarte de EpXq d’un écart bien supérieur à son écart-type. Un faible écart-type
signifie donc une V.A.R. dont les valeurs sont concentrées autour de son espérance.
Avec ε “ 2ˆ σpXq, la probabilité que X s’écarte de EpXq d’au moins 2ˆ σpXq est ď 1

4 .
Avec ε “ 5ˆ σpXq, la probabilité que X s’écarte de EpXq d’au moins 5ˆ σpXq est ď 1

25 .
Avec ε “ 10ˆ σpXq, la probabilité que X s’écarte de EpXq d’au moins 10ˆ σpXq est ď 1

100 .
‚ La formule de Bienaymé-Tchebychev est très générale : elle s’applique à toute V.A.R. ; en contre-
partie la majoration obtenue est relativement faible. Par exemple pour ε ď σpXq cette formule ne

donne aucune information, puisque dans ce cas le majorant
´

σpXq
ε

¯2

est supérieur à 1 tandis qu’une
probabilité est toujours inférieure à 1. Lorsqu’on connaît la loi de X (et pas seulement EpXq et σpXq)
on peut souvent obtenir une majoration plus fine de Pp|X ´ EpXq| ě εq.

Théorème 54. (Loi faible des grands nombres)
Soit pXnqně1 une suite de variables aléatoires réelles deux à deux indépendantes et de même
loi, admettant un moment d’ordre 2. On pose Sn “

řn
k“1Xk et m “ E pX1q. Alors :

@ε ą 0, P

ˆ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Sn
n
´m

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě ε

˙

ÝÑ
nÑ`8

0.

Remarque. Ce résultat exprime que la moyenne empirique des résultats d’une expérience aléatoire
tend "en probabilité" vers son espérance mathématique.
Démonstration. Par linéarité de l’espérance : E pSnq “ nE pX1q “ nm et par indépendance : V pSnq “ n V pX1q, toutes les
variables étant de même loi. Ainsi :

E

ˆ

Sn

n

˙

“ m et V

ˆ

Sn

n

˙

“
V pX1q

n

En appliquant l’inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

P

ˆˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Sn

n
´m

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě ε

˙

ď
1

ε2
V

ˆ

Sn

n

˙

“
V pX1q

nε2
ÝÑ
nÑ`8

0.

�
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