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Espaces préhilbertiens réels; espaces euclidiens

Dans ce chapitre, tous les espaces vectoriels sont réels.
e “

Définition
(Produit scalaire sur un espace vectoriel réel)

Soit E un R-espace vectoriel ; une application :
(-]): ExE — R
(xy) — (x|y)

est un produit scalaire sur E lorsque c’est une forme bilinéaire
symétrique définie positive, c'est-a-dire :
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Base orthonormale d’'un espace euclidien
Projection orthogonale dans un espace euclidien

o forme bilinéaire : pour tout (x,y,z) € E® et tout (\, 1) € R?,
(Ax+py|z)=X{x|z)+u(y|z) (linéarité & gauche)
(x| Ay +pz) =X(x|y)+p(x|z) (linéarité a droite).
e symétrique : pour tout (x,y) € E*, (y | x) = (x| y).

e définie positive : pour tout x € E,

(x|x)=0 (positive)
(x|x)=0=x= O (définie).

Le couple (E,(-|-)) est alors appelé un espace préhilbertien réel, et, si
E est de dimension finie, un espace euclidien.
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Espaces préhilbertiens réels

Remarques.
o Le produit scalaire est parfois noté (x| y) ou x-y.

e Pour montrer qu'une forme est bilinéaire symétrique, on se contentera de
montrer la linéarité d’un seul coté et la symétrie.

-
Définition
(Norme associée)
Soit (E,(-|-)) un espace préhilbertien réel, pour tout x € E le réel
positif \/(x | x) est noté |x| ; I'application :
E — R,
x — x|
s'appelle norme euclidienne induite par le produit scalaire.
\

Remarque. Par linéarité et définie positivité du produit scalaire,
[x]| =0 <= x = Ok.
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Espaces préhilbertiens réels

Inégalité de Cauchy-Schwarz

Théoréme
Soit (E,(-|-)) un espace préhilbertien réel. Pour tout (x,y) € E?,

[ Iy < Ix- Dy
avec égalité : [ (x| y)|=|x]|-|y| si et seulement si x et y sont
colinéaires.

(c’est-a-dire x = O ou il existe A € R tel que x = \y)
\ y,

Démonstration. Soit (x,y) € E2.

Si x = Og alors [(x|y)| = |Ix].|y] = O et la conclusion est vérifiée.

Supposons dans la suite que x # Og ; par définie positivité, HXJ > 0.
Ona:VteR,|tx+y|?20, or [[tx+y|? = (tx +y | tx + y) = t¥]|x|* + 2t (x| y) + |y|? est un
trinéme en t de signe constant, donc A =4 (x| y)* - 4|x|?|ly|* < 0 c'est-a-dire

[ Iy <l vl

upposons que | (X | y) | = ||x| - |y] ; alors =4(x|y) —4|x|"|lyll” =0, et donc il existe t €
S lors A =4 2 - 4||x|?|y|® =0, et donc il exi R

tel que ||tx + y[|* =0, c'est a dire par définie-positivité tx + y = O = 0 et donc il existe
A =—teR tel que y = Ax, c’est-a-dire x et y sont colinéaires.
Si x et y sont colinéaires, on vérifie aisément que |[(x | y)| = [x] - [l¥]- [ ]

PC - ENCPB Chapitre 13 : |. Espaces préhilbertiens et euclidiens (Révisions)



Produit scalaire ; norme euclidienne
Orthogonalité.

Base orthonormale d’'un espace euclidien
Projection orthogonale dans un espace euclidien
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Inégalité triangulaire, ou de Minkowski

Théoréme
Soit (E,(-|-)) un espace préhilbertien réel, alors pour tout (x,y) € E?,

Ix+yl < x|+ Iyl
avec cas d'égalité :

[x +yll = x|l + |y| si et seulement si x et y sont positivement colinéaires.

(c'est-a-dire x = O ou IN e R* y = Ax ).

.

Démonstration. On a avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
2 2 2 2 2
Ix+yI7 = X7 + 2 (< [y} + Iy 7 < X7 + 20 {x [ ) [+ Iy
2 2 2
<™+ 201yl + Iy 1™ = dixl+ Dy 1D
et donc comme |x + y| et | x| + |y| sont positifs :

[+ vl < lIx[l + llyl

Si de plus ||x + y| = [ x| + [y], alors les inégalités ci dessus sont des égalités, d’on, d'une part,
X et y sont colinéaires, d'apreés le cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz et donc si

x# Og, INeR, y = Ax, et d'autre part (x|y) =|(x|y)| d'ou, si x # O, A|x[? = |A|- [|x]?, ce
qui montre A > 0. ]
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Propriétés de la norme euclidienne

Propriété
Soit (E,{(-|-)) un espace préhilbertien réel; ¥(x,y) € E?, YA€R :
o |x]|=0 (positivité)
e |x|=0 < x=0¢ (séparation)
o | Ax| =N [x] (homogénéité)
o |x+y|<|x|+ ]yl (inégalité triangulaire)
On dit que | - || est une norme euclidienne sur E, associée au produit
scalaire (- | -).
S J

Démonstration. Par définition ||x| =+/(x | x) > 0; d'ou la positivité.

Par bilinéarité du produit scalaire : |Og|? = (Og | Og) = (0- O | Og) =0-(Og | Og) = 0. Par
définie positivité du produit scalaire, |x|? = (x| x) =0 == x = Og; d'oi1 la séparation.

Par bilinéarité du produit scalaire :

[Ax] = V(N x[X-x) = /A2 (x| x) = [Al- V(x| x) = [A|- | x] ; d’otr I'homogénéité.

L'inégalité triangulaire est I'inégalité de Minkowski prouvée précédemment. [ ]
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|dentités remarquable

s A
Propriété
Soit (E,(-|-)) un espace préhilbertien réel, alors ¥ (x,y) € E2,
» Norme euclidienne d’une somme, d’une différence :
2 2 2
[x+y[” = Ix1" +20x | y) + |yl
2 2 2
[x=yI" = IxI" =20x | y) + ¥l
> Identité du parallélogramme :
2 2 2 2
Ix+yl* + lIx = yI* = 2(Ix* + ly[*)
(elle est caractéristique d'une norme euclidienne)
\_ J
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\_

> Identités de polarisation :

1

1
Ocly) =5 (e y P = I = %) = 5 (Ix + 17 = Ix =y )

(c’est a dire qu’on peut retrouver le produit scalaire grace a sa
norme euclidienne).

J

Démonstration. La premiére s'obtient en développant par bilinéarité

et les suivantes en découlent.

Ix£yl* = (xxy|x+y)
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La norme euclidienne permet de définir une distance entre éléments de E :
e ™

Proposition-Définition
(Distance associée)

Soit (E,(-|-)) un espace préhilbertien réel, alors I'application :

d: ExE — R,
(xy) — dxy)=|x-y|

posséde les propriétés suivantes : pour tout (x,y,z) € E3 :

e d(x,y)>0 (positivité)
e d(x,y)=0ex=y (séparation)
o d(x,y)=d(y,x) (symétrie)
o d(x,z)<d(x,y)+d(y,z) (inégalité triangulaire)

On dit que c'est une distance sur E, associée au produit scalaire (- | ),
ou 3 la norme | - ||.
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Exemples. A retenir.

e Structure euclidienne canonique de R" :
(-]): R"xR" — R
(y) — (x]y) ZXkyk
(ot x = (x1,+,xn) €t ¥y = (y1,-+, ¥n)) est un produit scalaire sur R" dont la
norme associée est :

X[ =

En notant X et Y les matrices colonnes des coordonnées de x et y dans la
base canonique, on a (x| y)=XTY.
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Dans R” muni de sa structure Euclidienne canonique, les inégalités de
Cauchy-Schwarz et Minkowski deviennent :

N
Soient (x1,...,%n) €t (y1,...,¥n) €R" :
o D x| Sl DB xA DR (Cauchy-Schwarz)
k=1 k=1 k=1
o D+ y)2 < | Do X2+ Dl vP (Minkowski)
k=1 k=1 k=1
\ J
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e Structures euclidiennes sur un espace vectoriel réel de dimension finie :

Soit E un R-espace vectoriel de dimension n € N, alors a toute base B de E
correspond un produit scalaire (- | -),; munissant E d'une structure d’espace
euclidien, défini comme ci-dessus, par (x | y) = X7 Y ol X et Y sont les
matrices respectives des coordonnées de x, y dans la base B.

e Un produit scalaire sur €°([a, b],R) :
Soit E = ¢°([a, b],R), alors I'application :

(-]y: ExE — R
b
(f.e) — (fle)= [ f(De(v)de

est un produit scalaire sur E.

En effet, la bilinéarité découle de la linéarité de I'intégrale, la positivité de la
positivité de I'intégrale, et la définie positivité du fait que si h est une
application continue et positive sur [a, b], et si fb h(t)dt =0, alors h est nulle
sur [a, b]; ainsi (f | f) f f2(t)dt =0 = f = Of.
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En particulier, on obtient les inégalités :

N
Soient (f,g) € €°([a, b],R) :
b b b b
. |f fg <f Ife] < f ]2 / gl2  (Cauchy-Schwarz)
b b b
: \/f |f+g|2<\/f \f|2+\/f g2 (Minkowski)
\. J

e De méme, en se placant sur
L2 = {f : | — R, continues, de carré intégrable sur / }

avec le produit scalaire (f | g) = ff(t)g(t)dt, on montre de méme :
I

Soient f,g: | — R continues et de carré intégrable :

o |ffg < f|fg| s\//fz x\/fg2 (Cauchy-Schwartz)
I I I I
. \/f(f+g)2 < \/ff2+\/fg2 (Minkowski).
I 1 I
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e Deux produits scalaires sur R[X] :
— L'application :
(1) RIX]xR[X] — R
(P,Q) — > aubx
k=0

ol n = max (deg(P),deg(Q)),P=>_ aX et Q= > beX*, est un produit
k=0 k=0

scalaire sur R[X].

La bilinéarité découle de la bilinéarité de x dans R et de la linéarité de la
somme, la symétrie de la commutativité de x de R, et la définie positivité du
fait qu'une somme de carré est positive et qu'elle est nulle ssi chaque carré est
nul.

— L'application :
([): RIX]xR[X] — Rb
(P,Q) f P(t)Q(t)dt

ol a < b est un produit scalaire sur R[X]. L'argument est le méme que dans
©°([a, b, R).
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Projection orthogonale dans un espace euclidien
e Produit scalaire sur ., ,(R) :
L’application :
(1) Mop(R) x Mop(R) — R
(A,B) — (A|B)=tr(A"B)
est un produit scalaire sur .#, ,(R) appelé produit scalaire usuel.
La bilinéarité découle de la linéarité de la trace et de la transposition et de la
bilinéarité du produit matriciel.
La symétrie découle de la trace d’une transposée et de la transposée d'un
produit puisque :
tr(A'B) =tr((A"B)") =tr(B" A)
La définie positivité découle du fait que si A = (a;;)1<i<n alors ATA a comme

1<j<p
coefficients diagonaux :

(ATA)J-J = Zn:aﬁj et donc tr (ATA) = Z aij~
i=1

1<ign
1<j<p

En particulier, dans .#, 1(R), le produit scalaire usuel s'écrit (en identifiant
une matrice (1,1) avec un scalaire) :

<%n,1(R) X %n,l(R) — R

—> A = A
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L . p Orthogonalité.

Espaces préhilbertiens réels & ’ A
Base orthonormale d’un espace euclidien

Projection orthogonale dans un espace euclidien

Famille orthogonale/orthonormale

Dans tout ce qui suit (E,(-|-)) désigne un espace préhilbertien réel, et | - | sa
norme associée.

Le produit scalaire permet de définir la notion d'orthogonalité :

e ™
Définition

e On dit que x est un vecteur unitaire de E lorsque |x| =1

e On dit que x et y sont deux vecteurs orthogonaux de E lorsque
(x|y)=0; on note x 1 y.

e On dit que la famille (x;),., de vecteurs de E est une

famille orthogonale lorsque :

V(i,j) el i+j = (x|x)=0.
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Espaces préhilbertiens réels . T
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Projection orthogonale dans un espace euclidien

( )
e On dit que la famille (x;),., de vecteurs de E est une
famille orthonormale si c'est une famille orthogonale de vecteurs
unitaires, c'est-a-dire lorsque :
. 2 i Osii ij
V(i j)el Xi | xj) = 9; = L.
(i) e s (alx)=8={ 3507
( )
Propriété
Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.
\_ J
Démonstration. Soit (x;);, une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E. Il faut montrer
que toute sous-famille finie est libre. Notons sans perte de généralité (xq,...,x,) une famille
finie quelconque de vecteurs de la famille et soient des scalaires A1, ..., A\, tels que

n
> Aixi = Op. On a alors, par linéarité a droite, pour tout k € [1, n],

0= (x| Og) = (mzxx,):zx, (e 1) = A e
i=1

donc, puisque par hypothése xx # Og, A\ =0.
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Théoreme de Pythagore

e )
Théoréme
Pour toute famille orthogonale finie (x;) jel[1,n) ©N @
n 2 n >
2l =2 Xl
i=1 i=1
\ J/
Démonstration. Si (Xi)ie[[1,n]] est une famille orthogonale, on obtient par bilinéarité du
produit scalaire :
n 2 n n n n n 5 n 5
3L IR OIEADIIED DN CAPIED 3 NI LR SN P D 9 B
i=1 i=1 j=1 i=1j=1 i=1 1<i,j<n i=1
i%j
| ]
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Produit scalaire ; norme euclidienne

L . p Orthogonalité.

Espaces préhilbertiens réels & ’ AT
Base orthonormale d’un espace euclidien

Projection orthogonale dans un espace euclidien

Orthogonal d'une partie

Proposition-Définition

e On dit que deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont
orthogonaux lorsque :

V(x,y) e FxG, (x|y)=0.
On note F 1 G.

. 1
Dans ce cas F et G sont en somme directe; on note F & G.

e Soit F un sous-espace vectoriel de E, on appelle orthogonal de F,
noté F* ['ensemble

Fl:{yeE|VxeF, (x|y):0}.

C’est un sous-espace vectoriel de E.
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Base orthonormale d’'un espace euclidien
Projection orthogonale dans un espace euclidien

Espaces préhilbertiens réels

e Plus généralement, soit A c E. On note
Al:{yeE|VaeA, (a|y):0}.

C'est un sous-espace vectoriel, plus précisément A* = (Vect(A))".

e Soit, de plus, x € E. On écrit x L A lorsque x € A*, c'est-a-dire

VaeA,al x.
\_ J

Démonstration. Soient F et G deux sev de E; si x € F N G alors en particulier (x | x) =0 et
donc x = Og. Ainsi F et G sont en somme directe.

Soit A une partie de E et soient x7,x2 € A et A € K, alors pour tout x € A :
(XA x1+x2) =X (x]|x1)+(x]|x2)=0

et bien sur (x| Og) =0 ; ainsi A* est un sous-espace vectoriel. C'est vrai notamment lorsque

A = F est un sev. ]
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Produit scalaire ; norme euclidienne
Orthogonalité.

Espaces préhilbertiens réels . T
P P Base orthonormale d’un espace euclidien

Projection orthogonale dans un espace euclidien

Méthode. Pour déterminer |'orthogonal d’un sous-espace vectoriel il suffit de
déterminer I'orthogonal d'une famille génératrice :

{xl, .. }l Vect (x1,...xp)"

Remarques.

o £t = {OE} et {OE}l =E.

e Lorsque F et G sont orthogonaux, ils sont en somme directe F®&G, mais pas

nécessairement supplémentaires dans E : E # F®&G ; nous verrons que par
contre que c'est le cas lorsque G = F* et F ou G est de dimension finie.
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Produit scalaire ; norme euclidienne
Orthogonalité.

Base orthonormale d’'un espace euclidien
Projection orthogonale dans un espace euclidien

e “
Propriété
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E :
o (FY)*cF,
e FcG = G'cF*,
o (F+G) =F'nG".
\ J

Démonstration. Soit x € F, alors pour tout y € F*, (x| y) = 0 et donc x ¢ (Fl)L : ainsi
(F*)' e F.
Soient F c G et x € G*; pour tout y € G, (x| y) =0, en particulier pour tout y € F, (x| y) =0,
et donc y € F*; donc G* c F*.
Soient F et G deux sev; soit x € (F + G)* ; en particulier pour tout y € F,

(x|y)={(x]y+ Og)=0 et donc x € F*; de méme x € G*; d’ou I'inclusion (F + G)* c F* n G*.
Réciproquement si x € F* n G* alors pour tout (y1,y2) € Fx G,
(x|y1+y2)={(x|ya) +{x|y2) =0+0=0et donc xe (F+ G)*. Ainsi F*-nG' c (F+G)". m

Remarque. Pour A, B des parties quelconques de E, on a encore
Ac B =— B*'c A%
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Orthogonalité.
Base orthonormale d’un espace euclidien
Projection orthogonale dans un espace euclidien

Espaces préhilbertiens réels

Base orthonormale

Définition
On appelle base orthonormale (ou orthonormée) d’un espace euclidien
(E,(-|-)) toute base de E qui soit une famille orthonormale.

Remarque. Si dim E = n alors toute famille orthonormale constituée de n
vecteurs de E est une base orthonormale (d'aprés la propriété 5).

Exemples.

e Dans R"” muni du produit scalaire usuel, la base canonique est une base
orthonormale.

o Dans .#,(R) muni du produit scalaire usuel (M | N) = tr(MTN), la base
canonique (E;);; ., est une base orthonormale. En effet :

O SONFIT) e (ETE,) =10 S UDEES)
B s ()= (7)) L osi ()= (70)

C'est le cas aussi dans ., ,(R).

-
EijEirj = EjiEinjy =
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Produit scalaire ; norme euclidienne
Orthogonalité.
Base orthonormale d’un espace euclidien

Espaces préhilbertiens réels

Projection orthogonale dans un espace euclidien

e Dans R,[X] muni du produit scalaire usuel :
P‘Q Zakbk ou P= ZakX et Q= Zbk

la base canonique (1, X,...,X") est une base orthonormale.
e Soit ne N* et xo,...,x, n+1 réels deux a deux distincts. On définit sur
R,[X] :

(PlQ)= Z P (%) Q(xk)

L'application est :
— Bien définie et a valeurs dans R,

— Bilinéaire par bilinéarité du produit sur R (distributivité de x sur + et
associativité de x).

— Symeétrique par commutativité de x sur R.
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— Positive car (P | P) = Y7o P(xx)* > 0.

— Définie positive car

(P|P)=YioP(x)*>0 = P(x0) =+=P(xn) =0 == P = Og[x] puisque
deg(P) < n. C'est donc un produit scalaire sur R,[X].

La famille constituée des polyndmes de Lagrange Lo, ... L,, associés a
(X0, X1, +-yXn), OU :

n X*X,'
LX) =[]>—=
j(X) I} 5 —x
i#i
vérifie pour tout i € [[0, n]], Lj(xi) = &i ;.
La famille (Lo, L1,...,Ls) est une base orthorormale en effet pour tout

(i,j) € [[0,n])? : )
(Li| L) = kz_;)Li(Xk)Lj(Xk) =0ij.

PC - ENCPB Chapitre 13 : I. Espaces préhilbertiens et euclidi



Produit scalaire; norme euclidienne

e " . Orthogonalité.
Espaces préhilbertiens réels ’ 0T
Base orthonormale d’un espace euclidien
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Existence de base orthonormale

Théoreme
Tout espace euclidien non réduit 3 { Og} admet (au moins) une base

orthonormale.

De I'existence d'une base, on en déduit une base orthonormale en appliquant

Démonstration.
]

le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt (voir ci-dessous).

éhilbertiens et euclidiens (Révisi
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Projection orthogonale dans un espace euclidien

Espaces préhilbertiens réels

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Le procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt est un algorithme qui
transforme une famille de vecteurs en une famille orthonormale engendrant le
méme sous-espace. C'est un résultat important et trés utile.

( )
Théoreme
Soit (e1,...,ep) une famille libre finie d’'un espace préhilbertien réel. Il
existe une unique famille orthonormée (v1,...,v,) telle que :

e Vke[[1,p]], Vect(ey,...,ex) = Vect(vy,. .., ),
o Vkel[1,p]l, (e vi)>0.

La famille (vu,...,vp) s'obtient par la relation de récurrence :

1 1
Vi=—F""€1 Vk+1 = 7 * Uk+1
lea luksa

k
avec Uki1 = €xs1— ) (€ks1 | Vi) - vi
i=1
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Espaces préhilbertiens réels

Démonstration. Par récurrence sur k € [[1, p]].

(1) Pour k =1, le seul vecteur qui convient est vy = Nel:.H -eq.
(H) Soit k € [[1, p—1]] et supposons |'assertion vérifiée au rang k; soit (vi,...,vk) la famille
orthonormale correspondante. Puisque Vect(ey,. .., ek, ex+1) = Vect(va, ..., vk, &41), le

vecteur vi41 peut s'écrire sous la forme :

Vier = A (€pn — Qg Ve — o — 0 Vi)

=lk+1

avec A # 0.
La condition d’orthonormalité de la famille (vy, ..., vk, vk+1) équivaut par bilinéarité a ce que :

Vie[[1LK]l, 0=(vi|visa) = X ({vi | €ksn) — i~ (vi | vi))
ce qui équivaut puisque (v; | v;)=1a:

Vie[[1,k]], o= (vi|exs1)

De |vk+1| = 1 découle par homogénéité que |\| = m Mais X > 0 puisque :
+
1 L 1
(ek+1 | k1) >0 = ( T Vka1 t Zai Vi |VI<+1) =73 ”Vk+1”2 >0
A = A
=Ck+1
Donc A = —1— [ ]

lugsall”
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Méthode. Dans la pratique, on applique plutdt le procédé d'orthogonalisation
de Gram-Schmidt avant de "normaliser" les vecteurs obtenus :

A partir de la famille (e1,...,e,) on construit une famille orthogonale

(wi,...,wp) par la relation de récurrence :
-
w1 =€
K :
Wiki1 = €41 — Zai © Wi avec «; = M
= g
La famille (va,...,v,) orthonormale s’en déduit alors par :
vielLpl =
i Vis —— W
R 7T
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Exemple. Orthonormalisation de la base (1,X,X2,X3) de R3[X] muni du
produit scalaire :

1
(Pl = [ PR
On calcule successivement : L
—_ 27 —_ p— —
Q-1 |Q|*= [ de=2 (Q|X)= [ tdt=0
o x_ (@IX) >

Q=X HQ1H2=/1t2dt:f
HQoH ’ -1 3

2 1
(Qo|X2):/:1tdt=§, (Ql|X2):[1t3dt:0,

(QO|X2> (Ql|X2> 2 1 2 17,1 2 8
Qo- Qu=X-2, Q)= [ (#-Z) dt=—
T = "22” Ji(#3)

3\ _ 3, 3\ _ 44 <
(QO|X)_[ dt=0 (Ql|X)—[1tdt— ,

5
(@ X) = [3(¢°-5)dt=0

Q= X>-
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(@), {@]X)
Q2 @

s 1( 3 3t)2 8
= - dt=—
Q5] [1 5 175
Donc (Qo, @1, @2, Q3) = (1,X,X2 - %,X3 - gX) est une base orthogonale de

R3[X] pour ce produit scalaire et

1 V3, 3v5.. V5 5/7.3 3V7
NV ARV RV Yo ‘mx)

est une base orthonormale.

3
(QZ|X )(?2:)(3_§)<7

Q —
TN 5

QR =X>-

(PO»P17P27P3):(
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Théoreme de la base orthonormale incompléte

Théoreme
Dans un espace euclidien toute famille orthonormale peut étre
complétée en une base orthonormale.

Démonstration. Avec le théoréme de la base incompléte, la famille orthonormale (étant libre)
peut étre complétée en une base orthonormale, en lui appliquant le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on la transforme en une base orthonormale, qui par
unicité, contient la famille orthonormale initiale comme sous-famille. [ ]
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Coordonnées dans une base orthonormale

Dans une base orthonormale les coordonnées d’un vecteur se calculent
facilement a I'aide du produit scalaire.

( )

Proposition

Soit B =(e1,...,en) une base orthonormale d'un espace euclidien

(E,{(-|-)). Les coordonnées (x1,...,xn) d'un vecteur x € E dans la base

B s'obtiennent par :

Vie [[1,'7]]7 Xj = (X | e,-) .
En particulier,
x=Y (x|e)-e.
i1

\_ J

Démonstration. Sous ces hypothéses, pour tout k € [1, n]], par bilinéarité du produit scalaire :

n n
(x| ex) (ZX, e,|ek) =D xi-(eilex) =D % 6ik =Xk
i=1 i=1
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Remarque. Ainsi si M = (m; j)1<i j<n st la matrice dans une base orthonormée
d'un endomorphisme f € Z(E) de |'espace euclidien (E,(-|-)), alors :

V(i.j) e [[1,n]%, mij={e]f(e))
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Forme canonique du produit scalaire

Dans un espace euclidien, tout produit scalaire s'écrit sous forme canonique
(x]y)=3xi-yi al'aide des coordonnées (x;), (y;) des vecteurs x et y dans
une base orthonormale.

Vs

Proposition
Soit B = (e1,...,en) une base orthonormale d'un espace euclidien
(E,(-|-)) et soient x,y € E deux vecteurs de coordonnées respectives
(X1,...,%n) dans la base B. Alors :

(xly)=> x-y.

i=1

En particulier, pour la norme associée | - | :
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n n

Démonstration. En écrivant x = Zx,- -ejety= Zy,- - €;, on obtient par bilinéarité du produit
i-1 i=1

scalaire :

le (ZX' e’|z "e')_ Z X"'yf'<e"‘ej>= Z XiYj* lj le'yw

Jj=1 1<i,j<n 1<i,j<n

Le reste en découle puisque x| = /(x| x). n

Sous écriture matricielle, le résultat devient :

s A
Corollaire
En notant X = Matg(x) et Y = Matg(y) les matrices des coordonnées

dans une base orthonormée B de deux vecteurs x,y d'un espace
euclidien (E,(-|-)),

(xIy)=XTY=Y"X et |x|=VXTX
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Projection orthogonale

Dans un espace préhilbertien, un sous-espace vectoriel F et son orthogonal sont
en somme directe. Si de plus F est de dimension finie, ils sont en outre

supplémentaires :

p
Proposition
(Supplémentaire orthogonal d’un sev de dim. finie)

Soit E un espace préhilbertien réel, et F un sous-espace vectoriel de E
de dimension finie. Alors F et F* sont supplémentaires dans E :
E=F@&F*"; lesev F* est appelé le supplémentaire orthogonal de F.

On note :
1 1
E = F @ F .
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Démonstration. On a deja établi que F et F* étaient en somme directe; aussi pour montrer
qu'il sont supplémentaires dans E il suffit de montrer que E = F + F*.

Puisque F est de dimension finie, c'est un espace euclidien et il admet donc une base
orthonormale, disons (ey,...,e,). Soit x € E quelconque; notons :

n
x1= ) (x|e) e et xa=x-x1
=1

de sorte que x = x; + x2 avec x3 € F. |l s’agit de prouver que x2 € F*, et pour cela il suffit de
montrer que (xz | ;) =0 pour tout i € [[1,n]]. Soit i€ [[1,n]] :

n
(al ey = (x= 3 x| e) - euler)
k=1
n n

=(x|e)- Zx|ek (ex | &) = (x| &) - Zx\ek <Ok,i=(x|e)—(x]e)=0.

Ainsi tout vecteur de E est somme d’'un vecteur de F et d'un vecteur de F*. [ ]
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Remarque. Attention le résultat est en général faux lorsque F n'est pas de
dimension finie, comme le montre le contre-exemple suivant :

Soit R[X] muni du produit scalaire :
( 2 aka‘ Z kak> = Z E
k=1 k=1 k=1
Soit F={PeR[X]| P(1)=0}; cest clairement un sous-espace vectoriel

(mais pas de dimension finie).

Soit Q = Zaka € F* ; puisque pour tout k €N, P = X1 - X¥c F .
k=1

Vke[[0,n-1]], (Q|Px)=aks1—-ax=0 et (Q|Pn)=-a3,=0
Donc a; = as-1 = =a0 =0, c'est a dire P = Og[x]. Ainsi :
F* = {Orpx}-

Puisque F # R[X], F et F* ne sont pas supplémentaires dans E.
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Corollaire
(Dimension de F* dans un espace euclidien)

Dans un espace euclidien (E, (- | -)), tout sous-espace vectoriel F est
supplémentaire a son orthogonal; on a alors :

dim E = dim F + dim F*
En particulier, dans un espace euclidien :

(F) = F

\ J/

Démonstration. La relation sur les dimensions découle immédiatement de E= F® F*. En
particulier dim (FL)L =dim E —dim F* = dim F, et puisque F c (Fl)l et ont méme dimension,

I'inclusion est en fait une égalité. [ ]

Remarque. Ce résultat sur les dimensions est un théoréme du rang, en
considérant la projection p de E sur F parallélement & F* (ce qu'on appelle
projection orthogonale sur F); en effet Im (p) = F et ker(p) = F*.
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s A
Définition
(Projection orthogonale sur un sev de dimension finie)
Soient (E,(-|-)) un espace préhilbertien réel et F un sev de E de
dimension finie. La projection orthogonale pr sur F est la projection
sur F parallélement a F*.

\ J

x
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Exemple. Soit .#,(R) muni du produit scalaire usuel : (M | N) =tr (MTN), et
F = %,(R) I'ensemble des matrices symétriques. Alors F* = o7,(R) est
I'ensemble des matrices antisymétriques puisque pour tout S € ,(R) et

Ae o (R) :

(S| A)=tr(STA) =tr (SA) = tr(AS)

(A]S)=tr (ATS) = tr(~AS) = —tr(AS) } = (5]A)=0

La projection orthogonale sur F = .%,(R) associe alors a toute matrice
T
M e #,(R), la matrice symétrique pr(M) = MM
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Expression des projections orthogonales

e )
Proposition
Soient (E, (- |-)) un espace préhilbertien réel, F un sev de E de
dimension finie et pg la projection orthogonale sur F.
e Si(ei,...,ep) est une base orthogonale de F :
(x| &)
VxeE, pr(x) = Z BIE -6
€i
e Si(eu,...,ep) est une base orthonormale de F :
P
VxeE, pr(x) =Y (x| e)-e
i=1
\ J
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Démonstration. Pour une base orthonormale de F; le vecteur x; = Z’f:i (x| e)- e est
clairement dans F |l suffit de montrer que x —x; € F*. La preuve est identique a la proposition
14.

Pour une base orthogonale (e1, ..., ¢,) la famille (

c€1,. .. ~e,,) est une base

1
fexll
orthonormale et donc avec ce qui précéde et par bilinéarité :

> Tepll

P00 =3 (x| e o e - S e

pct llell He1 [R=
[
Remarque. Avec cette formule, le procédé d'orthonormalisation de
Gram-Schmidt qui permet a partir d'une famille libre (ey, ..., e,) d'obtenir une
famille orthonormale (vi,...,v,) engendrant le méme sous-espace, s'écrit :
e A
1
Vl = —
el
1
Vk+1 = 7 " Uk+1
s |
Uk+1 = €k+1 — p\/ect(v1,.u,vk)(ek+1)
\_ J
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Inégalité de Bessel

Corollaire
Si (ex,...,ep) est une base orthonormée de F, alors Vx € E :

IPe(OI* = i(x | &) <|Ix|®

i=1

En particulier ||pr(x)| < ||x]|-

\

Démonstration. La base (ey,...,e,) étant orthonormale cela découle immédiatement de
p

I’expression du projeté orthogonale : pg(x) = Z (x| &) - e et du théoréme de Pythagore, par
i=1

homogénéité :

p p p

2 2 2 2 2

lpel® = 2o {x T e -el® =21 x &) I° - el = >0 (x| )®.
i=1 i=1 i=1

PC - ENCPB Chapitre 13 : |. Espaces préhilbertiens et euclidiens (Révisi



Produit scalaire ; norme euclidienne
Orthogonalité.

Base orthonormale d’'un espace euclidien
Projection orthogonale dans un espace euclidien

Espaces préhilbertiens réels

( )

Exercice. Dans I'espace R* muni du produit scalaire usuel, déterminer

la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale pg sur

F = Vect(e1, e2) ou :

1 1
=ity G = i),
\ J
Résolution.

Il s'avére que la famille (eq, e2) est une base orthonormale de F. Il suffit donc
d'appliquer les formules de projection orthogonale : soit u = (x,y,z,t),

(ule)-er+(ufe)-e

pr(u)

=N

1
-(xfyfz+t)~el+5-(X+y+z+t)-e2

-(2x +2t,2y + 22,2y + 27,2x + 2t)
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Projection orthogonale dans un espace euclidien

pr((1,0,0,0)) =3-(1,0,0,1)
pr((0,1,0,0)) =3-(0,1,1,0)
e
PF((0,0,].,O)) :%'(03171’0)
pr((0,0,0,1)) =1-(1,0,0,1)
1
— Mat(pF) =_.

2

= O O =
o = = O
o = = O
= O O =
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Meéthode. Pour calculer la projeté orthogonal d'une vecteur x € E sur F :

e Soit on dispose d'une base orthogonale/orthonormale de F et on applique
I'une des formules données plus haut.

e Sion ne dispose que d'une base (e1,...,e,) de F on peut appliquer
Gram-Schmidt pour I'orthonormaliser avant d’'appliquer la méme méthode
que ci-dessus.

e Mais on peut aussi plutdt chercher pr(x) en remarquant que pr(x) est
I'unique point de F vérifiant x — pe(x) € F* et en le caractérisant par
(x| &) =0 pour tout i € [[1, p]] ; on arrive & un systéme de p équations
linéaires qu'on résout pour trouver les coordonnées de pr(x) sur la base
(617 ey ep).
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Exemple. Soit E = ¢°([0,1],R) muni du produit scalaire :

(Fle)= [ FDg(o)de

Soient ey : t— 1 et e : t — t € E. Déterminons le projeté orthogonal de
¢ t— t? sur F = Vect(er, ).

Puisque pr(¢) € F, il existe (a, b) € R? tel que pr(¢) = ae1 + bes et tel que :

1
0:(e1|¢—ae1—bez):f (t2—a—bt)dt:%—a—§
0
- _aer—be)= [ (Poat—bP)dt-t-2_ b
O=(e2|¢p—aer bez)—fo(t at bt)dt_4 573

qui admet pour unique solution (a, b) = (—%,1) ; donc le projeté orthogonal
de ¢ sur F est

PF(¢)it%f*%~
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Distance a un sev

Définition
Soit (E,(-|-)) un espace préhilbertien réel et F un sous-espace
vectoriel de E. La distance d'un vecteur x € E au sous-espace-vectoriel
F est définie par :
d(x,F) =inf|x—f].
feF

C’est un réel positif.

J

\_

Remarque. La distance de x & F est bien définie puisque {|x—f| | f € F} est
une partie non vide et minorée de R, ; d'ol I'existence de sa borné inférieure,

qui de plus est positive.
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Le résultat, trés important, est que lorsque F est de dimension finie, la distance
d'un vecteur quelconque x € E a F est atteinte, au projeté orthogonal de x sur

F.
e ™
Théoréme
(Projection orthogonale et distance a un sev)
Soit (E,(-|-)) un espace préhilbertien réel et soit F un sev de
dimension finie. Alors pour tout x € E :
d(x, F) = |x = pe(x)|| = min |x = f].
eF
Autrement dit la distance d(x, F) de x a F est atteinte : c'est la
distance de x a son projeté orthogonal pr(x) sur F. De plus le projeté
orthogonal pr(x) est I'unique point minimisant la distance de x a un
point de F.
\ J
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Démonstration. Montrons que la distance de x a F est atteinte et qu'elle vaut | x — pe(x)];
soit f € F quelconque :
2 2
Ix = F1I7 = lIx = pr(x) + pr(x) = ]|
2 2
= Ix=pr ()™ +2(x = pr(x) | pr(x) = ) + llpr — ]|
—_— —
eFL eF
2 2
=[x =pe (™ + llpr () — £

2
2 [x=pr(x)|

avec égalité si et seulement si |pr(x) — f||* = 0 c’est a dire si et seulement si f = pe(x). ]
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Corollaire

Vx e E, d(x,F)? = x]* - |pe ()]

Démonstration. Découle du théoréme de Pythagore. [ ]
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Exercice. On reprend comme dans l|'exemple plus haut : E =
%°([0,1],R) muni du produit scalaire :

(Fle)= [ F(Da(n)de

avec e; it let ex:t—>te E, F=Vect(e,e) et¢:t»—>t2.

Déterminer la distance de ¢ a F.
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Résolution.
On sait deja que pe(p) =t — %.
D'apres la relation précédente (Théoréme de Pythagore) :

d(¢, F)* = |¢|* - |pe(8)?

1 1 1 1
1. 1.1 1

5 3 6 36
36-60+30-5
B 5 x 36

1 1
= d(é,F)= ——.
5x36 9@ F) 65
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