Chapitre 13 :

Espaces vectoriels normés

PC - ENCPB

Jean-Philippe Préaux
https://www.jean-philippe-preaux.fr


https://www.jean-philippe-preaux.fr

Normes sur un espace vectoriel
Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé
Equivalence de normes

Topologie des espaces vectoriels normés
Points intérieurs; Ouverts
Fermés, points adhérent

Applications entre espaces vectoriels normés
Limite d'une application
Continuité
Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

PC - ENCPB Chapitre 13 : Espaces vectoriels normés



Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Dans tout le chapitre K désigne R ou C; n désigne un entier naturel non nul.

e a
Définition

Soit E un K-espace vectoriel.

On appelle norme sur E toute application N : E — R vérifiant :

- VxeE,N(x) >0, et (positivité)
- VxeE,N(x)=0 = x=0¢ (séparation)
- Vxe E, VA eK, N(Ax) = |\|N(x) (homogénéité)
- V(x,y) € E?, N(x+y) <N(x) + N(y) (inégalité triangulaire)

On dit alors que le couple (E,N) est un espace vectoriel normé.
\ J

Remarque. Une norme sur E est souvent notée | - |, notation que I'on utilisera

prioritairement dans ce cours.
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Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Inégalité triangulaire

Toute norme vérifie I'inégalité triangulaire, au sens fort.

( )
Propriété
Soit (E,| - |) un K-espace vectoriel normé. On a alors :
2
o Pourtout (x,y) € ES, |lIx[ = lyll <lx+yl <lx]+lyl.
n n
o Pour tout (x;) € E" et (X)) e K", |I> X x|l <D Al [xi] -
i=1 i=1
\_ J
Démonstration. Pour la double inégalité; la partie majoration découle de la définition de la
norme. Pour la partie minoration :
IxI=lix+y =yl <lx+yl+ 1=yl =lx+yl+lyl = x| -|y] <[|x+yl
t en échangeant le réle de x et y : |ly| - ||x]| < |x + y|
= [IxI = Iyl < lIx +yl
La seconde inégalité découle par une récurrence immédiate sur n, de le définition, en
n

appliquant inégalité triangulaire et homogénéité.
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Normes sur un espace vectoriel
aleurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Remarque. Bien siir, en appliquant la formule 3 x et —y, et par homogénéité :
2
V(x,y) e E5, [Ix] =yl < llx =yl < x| + vl

Remarques. Les faits suivants sont élémentaires :

e Soit (E,|-|) un espace vectoriel normé et A >0, alors A| - | est une norme
sur E. Si ||, et |- |» sont deux normes sur E alors |- |, + | - |» est aussi
une norme sur E.

e La valeur absolue est une norme sur R. Le module est une norme sur C
(vu comme C-espace vectoriel de dimension 1); c'est aussi une norme sur
C (vu comme R-espace vectoriel de dimension 2); R et C seront en
général implicitement munis de ces normes.

e Soit (E,(-|-)) un espace préhilbertien réel, alors I'application
|l : x = ||x|| = /(x| x) est une norme sur E associée au produit
scalaire, appelée norme euclidienne.

e Soit (E,|-||) un espace vectoriel normé et F un sous espace vectoriel de
E, alors la restriction | - ||r de || - | & F est une norme sur F.
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Normes sur un espace vectoriel Dé s et exemples
Suites aleurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Exemples.
o Soit n e N*, les applications suivantes sont des normes usuelles sur K",

Soit x = (x1,x2,...,xn) €K",

n n
— — 2 —
Ixllx = ;IXkI Ix]l2 = kZ::l x| [xlloe = max (|xl)

Démonstration. Lorsque K = R la deuxiéme est la norme associée au produit scalaire usuel ;
mais lorsque K = C I'argument ne s’applique plus. Ce sont clairement des applications a valeurs
dans R, (somme ou maximum de réels positifs). Soient x = (xz,...,X,) € K",
y=0a, - yn)eK et XeK:

— Séparation :

Ix[ls =0 = Z|xk|=0 = Vke[[1,n]], xk =0 = x = Of.
[xl2=0 = S |x|*=0 = Vke[[1,n]], xx =0 = x = Of.

[Xloo =0 = max|x|=0 = Vke[[1,n]], xx =0 = x = Of.
— Homogénéité :
1A xlx = 3 el = 3 IA bl = AL el = [A] 1]
1A xl2 =/ el = /S IAR Bl = A/ bl = (] x]2

1A~ Xl oo = max|Axi] = max|A] x| = [l max el = A] ]
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Normes sur un espace vectoriel Dé s et exemples
Suites eurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

— Inégalité triangulaire :

Vke[[1,n]], Ixk + il < [xu| + lyk| = lek +yil € Z\Xk\ + Zl}’k [x+yla <lxlla+ylx, et:
— VKLl |xk + ] < maxl] + max

— mkax\xk + yk| < max|x;| + max|yj|
i J
= Ix+yloo <lixfleo + Iyl

En posant % = (|x1|,-..,|xa]) et ¥ = (Iyal,--.,|ynl), X, 7 € R", et avec I'inégalité triangulaire
pour la norme euclldlenne de R"

[x+yllz =[5+ 7]2 < %2 + 712 = [x]2 + |y]2

Exercice. Dessiner dans le plan muni d'un repére orthonormé, les boules
unité de R?, {x € R? | ||x|| <1} pour ces normes.
\ J

Résolution.

el <1 el <1 2l <1
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Normes sur un espace vectoriel
es a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

e Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et 2 = (e1, -+, es) une base de
n

E ; les formules précédentes appliquées a x = Z xxex permettent de définir des
k=1
normes usuelles sur E ; bien sir, elles dépendent de la base choisie.

-
Soit E un K-ev de dimension finie, et # = (e1,--,€,) une base de E ;
n
pour tout x =Y xi-€; :
=1
n n 2
Ix[1 = 2:: bl lx]l2 = Z:1|Xk| [xllee = max (Ix«l)
définissent des normes sur E.
\ J
Démonstration. C'est la méme que dans le cas de K". [ ]
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Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

e Dans K,[X] muni de la base canonique # = (1, X,...,X"), si P= Zak-Xk :
k=0

n n
P|l; = Pl = 2 Plo =
Pli=lad  1Pla=y| Dla? [Pl = max [a

Ces formules définissent aussi des normes dans K[ X].

e Dans .#,(K) muni de la base canonique (E; )1i<i j<n, Si M = (aij)1<ij<n

> il

1<iyjsn

IMlx= % laijl  [M]2=

Mlw = max |a; :
1<i,j<n ” H°° 1<i,jsn|"’|

Lorsque K =R, la norme | - |2 est bien celle associé au produit scalaire usuel de
Ma(R) - (M| N) =tr(MTN). En effet :

Viel[1,n]l, (MTM);;=>(MT);iMij=Y af; = [M|*= 3 &
i=1 i=1

1<i,j<n
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Normes sur un espace vectoriel ns et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

e Soit X un ensemble quelconque non vide. L'ensemble B(X,K) des
applications bornées de X dans K :

%(X,K):{f:X—>K | IM€R,, VxeX, \f(x)|<M}
est un sev du K-espace vectoriel des applications de X dans K. On peut le

munir de la norme :
e \

Proposition
(Norme de la convergence uniforme)
Le K-espace vectoriel (X,K) des applications bornées de X dans K,
admet la norme :
Iflloe = sup[f (x|
xeX

appelée norme de la convergence uniforme.

.

Démonstration. Puisque f et bornée, sup,.x |[f(x)| existe; c'est un réel positif.

Séparation. Si ||[f|e =0 alors Vx € X,0 < |f(x)| <sup|f(x)|=0, donc f =0.

Homogénéité. Soit A € K, alors sup,.x |A - F(x)] = |A|supyex |F(x)|; en effet :

Posons £ = sup,.x |f(x)|; autrement dit £ est un majorant de {|f(x)|;x € X} et il existe une

suite (x,) € XN tel que |f(x,)| converge vers £. Mais alors |A|¢ et un majorant de
{IAf(x)]; x € X} et la suite [\f(x,)| converge vers |A|¢. CQFD
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Normes sur un espace vectoriel
aleurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Inégalité triangulaire. Soient f, g € (X,K) ; pour tout x € X :

I£ () + gl <IF O]+ 1g ()]
= |f(x) +g(x)| < sg)rglf(X)\ +sup lg ()

= sup|f(x) +g(x)| < sup|f(x)| +sup g (x)]
xeX xeX xeX
= [f+glloo <[|flleo +ll&]loo
| ]

Remarque. Comme le spécifie le programme officiel, on pourra a I'avenir utiliser
sans autre justification que si k € Ry, et Ac R est majoré, alors
sup(kA) = ksup(A).
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Normes sur un espace vectoriel

valeurs un espace vectoriel normé
nce de normes

e Soient a < b deux réels; les applications suivantes sont des normes sur

%°([a,b],R) :
b
[fl:= / |f(t)|dt (norme de la convergence en moyenne)
a
b
[fll2 = f |f(t)]2 dt (norme de la convergence en moyenne quadratique)
a
[flleo = sup |f(x)] (norme de la convergence uniforme)
xe[a,b]

Pour la derniére ca découle du point précédent, puisque toute application
continue sur [a, b] est bornée, d'aprés le théoréme des bornes atteintes.

Pour la seconde c'est la norme associée au produit scalaire
(flg)=J, f(H)g(t)dt.
Reste a établir que la premiére est bien une norme.
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Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé

Normes sur un espace vectoriel

Equivalence de normes

b
Iflx= f |f(t)|dt (norme de la convergence en moyenne)

La positivité est claire.
Séparation. Soit f € °([a, b],R) tel que |f|ls = 0. Une fonction positive et
continue d’intégrale nulle sur [a, b] est nulle. Donc f = 0.

Homogénéité. Soient f € 4°([a, b],R) et X €R.
b b
A = f IF(E)[de = | f IF(t)|dt = |A|- [F]1 par linéarité de I'intégrale
Inégalité triangulaire.
b b
If+gls= f [f(t) +g(t)ldt < f If()]+g(t)ldt =[] +]gls

r inégalité triangulaire sur r croissan 'intégrale.
ar inégalité triangulaire sur R et par croissance de |
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Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples

Suites a valeurs un espace vectoriel normé
Equivalence de normes

o Si (E1,|.llgy)s ---. (En,|-|&,) sont des K-espace vectoriels normés, on peut
munir leur produit cartésien E = E; x --- x E, de la norme :

|-flo: Exx--xE;, — R
Cayeixa) > max x g,

En effet : la positivité est claire.
Séparation : si |[(x1,...,%n)|lc =0 alors pour tout i € [[1, n]],
|xillg € maxick<n | Xk, =0 == x; = O, et donc x = Ok.

Homogenéité : A~ (x1, .., xn) e = max [A] [xif[g, = A/ (xas - o x0) [ oo
Inégalité triangulaire :

7 ! 7 !
Gt 30) + o) o = e ek + i, < e [l + o [k, <

[Gaasexm) oo + 1 Gxas s x0) oo
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Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé
Equivalence de normes

Distance associée a une norme

Une norme dans un espace vectoriel permet de définir une distance entre deux
vecteurs :

e a
Proposition-Définition
Soit (E, |- |) un K-espace vectoriel normé. Alors I'application

d: E* — R
(xy) — dxy)=ly-x|

posséde les propriétés suivantes; pour tout (x,y,z) € E3 :

- d(x,y) >0 (positivité)
- d(x,y)=0 < x=y (séparation)
- d(x,y) =d(y,x) (symétrie)
- d(x,z) <d(x,y) +d(y,2) (inégalité triangulaire)

On dit alors que d est la distance sur E associée a la norme | - |.
\. J
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Normes sur un espace vectoriel
aleurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Démonstration. Découle facilement de la définition de la norme. Soient (x,y,z) € E3,
—d(x,y) = |x—y| >0 (positivité).

—d(x,y)=0 < |x-y[|=0 < x—y=0g < x=y (séparation).

—d,y) = lIx =yl =11 =) =1=1ly - x| = lly = x| = d(y,x) (symétrie).
—d(x,2) = |Ix-zl = |x-y+y-z| <[x =yl +lly - 2] = d(x,y) + d(y, z) (inégalite
triangulaire). [ ]

Remarque. On obtient aussi facilement que pour tout (x,y,z) € E3,
ld(x,2z) —d(y,2z)[<d(x,y) et d(x+z,y+2z)=d(x,y).

(la premiére découle de I'inégalité triangulaire (au sens fort) et la deuxiéme de
la définition).
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Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé
Equivalence de normes

Boules, sphéres

Définition
Soient (E, | - |) un K-espace vectoriel normé, a€ E et r > 0.
e On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r I'ensemble :
B(a,r) = {x eE||x-a|< r}.
e On appelle boule fermée de centre a et de rayon r I'ensemble :
B(a,n) - {x<E| |x-al <r}.
e On appelle sphére de centre a et de rayon r I'ensemble :
S(a,r) = {x eE||x-a|= r}.
e On appelle boule ouverte (resp. boule fermée, sphére) unité
I’ensemble B(0,1) (resp. B(0,1), S(0,1)).

e Un vecteur u € E est dit unitaire lorsque |ul| = 1.
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Normes sur un espace vectoriel

valeurs un espace vectoriel normé
nce de normes

Par exemple, pour la norme euclidienne de R? .

boule ouverte  boule fermée

Exemples.

e Les boules ouvertes de (R,|.|) sont les intervalles ouverts bornés ]a, b[ avec
a<b:

D'une part B(xo,r) ={x€R | |x = x0| < r} =]xo = r,xo + r[.
D'autre part pour a< b, ]a, b[= B(ib, b) puisque :

202
a+b| b-a a+b b-a a+b b-a
- — - <x< + < a<x<b
2 2 2 2 2 2
o Les boules fermées de (R, |.|) sont les intervalles fermés bornés [a, b] avec

a<b:
D'une part B(xo,r) ={x€R | |x—x0|<r} =[x —r,xo+r].

D’autre part pour a< b, [a,b] =B (%b, %) puisque :

a+b a+b+b—a
- — SXs
2 2 2 2 2 2

b-a a+b b-a
< _

A

as<x<b




Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé
Equivalence de normes

Parties, applications, suites, bornées

Définition
Soit (E,|| - |) un K-espace vectoriel normé.
e Une partie A de E est dite bornée s'il existe M > 0 tel que :

VxeA, |x|<M.

o Une suite (xn),.n d'éléments de E est dite bornée s'il existe M >0
tel que

VneN, [xa| <M.
(autrement dit A = {xn,n € N} est bornée.)

e Une fonction f : B— E est dite bornée s'il existe M > 0 tel que :

Vx e B, |f(x)] < M.

(autrement dit A = {f(x),x € B} est bornée)
\_ y,
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Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Exemples.

e Toute boule fermée ou ouverte, et toute sphére de E est une partie bornée de
E: sixeB(a,r), ou B(a,r)ou S(a,r), alors:

Ix[ = lx—a+al <[al +[x-al <a +r=M

e Toute partie finie de E est une partie bornée de E. Si A= {xl,...,x,,} alors

VxeA, x| <max(fxal,..., [x[) = M.
o Le seul sous-espace vectoriel borné de E est {0}. En effet soit x € E~ {Og}
et MeR} :
2M
A= I = |A-x[|=2M > M et X\-x e Vect(x)
X
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Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Normes sur un espace vectoriel

Partie convexe

e 2
Définition
Soit E un K-espace vectoriel et Ac E.
A est dite une partie convexe de E lorsque pour tout (a, b) € A* et
pour tout t € [0,1]
ta+(1-t)beA.
Autrement dit en notant [a, b] = {ta+ (1-t)b | t € [0,1]} le segment
d’extrémité a et b, on a ¥(a, b) € A [a, b] c A.
\_ J

(a) (b)

(a) : Ensemble convexe. (b) : Ensemble non convexe.
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Normes sur un espace vectoriel Défi ns et exemples
Suites & valeurs un espace vectoriel normé
Equivalence de normes

Les boules sont convexes

Proposition

Les boules ouvertes ou fermées sont convexes.

Démonstration. Soient x,y € E et soit t € [0,1] et u=t-x+(1-t)-y:

lu-al =lt-x+(1-t)-y-t-a-(1-t)-al <[t]|x—all +[1-t||y -l
ainsi si x,y € B(a, r) lu-a|<txr+(1-t)r=r = ueB(a,r)

etsix,ycB(a,r) lu-al <txr+(1-t)r=r — ueB(a,n

Remarque. Pour une application f : R — R, on appelle épigraphe de f,
|'ensemble :

epi(f) = {(x,y) eR* | y > f(x)}
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Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples

Suites a valeurs un espace vectoriel normé
Equivalence de normes

L'application f est convexe si et seulement si son épigraphe epi(f) est une
partie convexe de R%. En effet :

Si epi(f) est convexe, alors en particulier pour tout (x,x’) € R?, (x, f(x)) et
(x',f(x")) appartenant a epi(f), alors par convexité de epi(f), pour tout
te[0,1]:

t(x, F(x) + (1-t) (X, F(X) = (tx + (1 = £)x", tF(x) + (1 - t)F (X)) € epi(f)

c'est a dire :
ftx+(1- t)x’) <tf(x)+(1- t)f(x’)
et donc f est convexe.

Réciproquement, si f est convexe, soient (x,y), (x’,y") e epi(f) : f(x) <y et
f(x") <y'. Par convexité de f, pour tout t € [0,1] :

fltx+ (1-t)X)<tF(x)+ (1-)F(X) <ty +(1-t)y’ cart>0et1-t>0
et donc :
t0,y) + (L-t)(x",y") = (bx+ (L= t)x ty + (1 - t)y') € epi(f)

ainsi epi(f) est une partie convexe de R?.
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Normes sur un espace vectoriel

Suites a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Exercice. Soit E un R-espace vectoriel et N: E — R tel que : )
- VxeE,N(x)>0et N(x)=0 < x = Ok.
- VxeE,VAeR, N(\-x) = |\ x N(x).
Montrer que N est une norme ssi B = {x € E | N(x) < 1} est convexe.
o J

Résolution.

Si N est une norme alors B est convexe d'aprés la proposition précédente. Il
s'agit de montrer la réciproque. Pour cela il suffit de montrer que N satisfait
I'inégalité triangulaire.

Soit x,y € E; si x ou y = Of alors I'inégalité triangulaire est immédiate.
Aussi supposons que x,y € E~ {Og} et posons :

-x€B y/=ﬁy€8

X =

1
N(x)

PC - ENCPB Chapitre 13 : Espaces vectoriels normés



Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples

Suites a valeurs un espace vectoriel normé
Equivalence de normes

Puisque B est convexe :

NGO L NG
NG+ N(y) ™~ NG+ N(y)”

(c’est le barycentre de (X, N(x)) et (¥, N(y))); c'est a dire :
1 1

NG+ NG NG Ny <P
c'est a dire : 1
7N(x)+N(y)N(X+y) <1
soit

N(x+y)<N(x)+ N(y)

Donc N est une norme sur E.
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Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé
Equivalence de normes

Suite convergente, divergente

e ™
Proposition-Définition
Soit (E, | -|) un espace vectoriel normé et (xy),.\ une suite d'éléments
de E.

On dit que la suite (xn),. €St convergente lorsqu’il existe £ € E tel que
la suite réelle (||xn —¢|),.n converge vers 0, c'est-a-dire lorsque

Ve>0,3NeN,VneN, n>2 N — |x,-{| <e

Lorsqu'il existe, un tel vecteur € est unique. On dit que la suite (x,),
converge vers { ou encore que { est la limite de la suite (x,),, et on
note :

lim x,=4{ ou encore x, — /.

n—+oo n—+oo

Si la suite ne converge pas, on dit qu’elle est divergente.
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Normes sur un espace vectoriel éfinitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Démonstration. Le seul point a prouver est I'unicité de la limite : Soit £ et ¢ deux limites de
(Xn)n; alors :
o< e <=l +|xa=2] — O
n—+oo
donc |[¢—¢'| =0 d'ou £=2¢". [ ]
Remarques.

e Bien sur la convergence d'une suite ne dépend pas de ses premiers termes ;
une suite (xn)n peut aussi étre définie seulement pour les valeurs entiéres n a
partir d'un certain rang no. Toutes les propriétés énoncées restent vraies pour
de telles suites.

e Convergence et limite d'une suite dépendent a priori de la norme utilisée !
Nous verrons toutefois qu'en dimension finie, elle n’en dépendent pas; mais ce
n'est plus vrai en dimension infinie.

e La suite (x,), est divergente si :
Vee E,3e>0,YVNeN,IneN, n> Net |x,—£|>¢
on peut alors construire pour tout £, une suite extraite (xw(,,)) vérifiant :

VneN, ||X<P(,,) —E” > €.
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Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Toute suite extraite d'une suite convergente est convergente

Proposition
Si une suite (xn)n converge vers £ alors toute suite extraite (X, (n))n
(c’est-a-dire avec o : N — N strictement croissante) converge vers £.

Démonstration. En effet toute suite extraite (||x,(n) — £[)n de la suite réelle (|x, - £])),,
converge vers 0 et donc x,(,) —> L.
n

—+o00
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Suites a valeurs un espace vectoriel normé
Equivalence de normes

Toute suite convergente est borné

Proposition

Toute suite convergente est bornée.

Démonstration. Soit x, — £; pour € = 1 par exemple,
INeN,VneN,n2N = |x,—¢||<1
= x| - [€l €1 (proposition 1)

= |l <1+

En posant My = max{|[xol|,-- ., |xn]} (qui existe en tant que maximum d’'une partie finie de R)
et M =max(My,1+|[[£]), on a:

vneN, |x||<M
autrement dit la suite (x,), est bornée. [ ]
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Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé
Equivalence de normes

Opérations sur les limites

Théoreme
Soit (E,|| - |) un espace vectoriel normé,

o Si(xn),n converge vers { alors |x,| — |[¢|.
n

—+00
o Si(xn),n €t (Vn),n COnvergent vers £ et £’ respectivement alors
pour tout (X, p) € K, la suite (Axn + f1yn), CONVerge vers
Mo+l
o Si(xn),. converge vers L et (\,) € KN converge vers \ € K alors
la suite (AnXn),y CONVerge vers \-£.

\_ J

Démonstration. Pour le premier point : d'aprés la proposition 1 : 0 < [||xa] = ]| < |xa — £]| ;

puisque [x, — £|| - 0, d’aprés le théoréme des gendarmes [||x,| — ||| - 0, c'est a dire
ntoo notoo

[l ——_ 1€

n—+oo
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Normes sur un espace vectoriel éfinitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Pour le second point : Par homogénéité et inégalité triangulaire :

1A% + pryn = (NE+ ) < AL llxo = €] +lpal [y = €] O

—_—— —_——
— 0 —
n—+oo n—+oo

Pour le dernier point : la suite (x,), étant convergente, elle est bornée, disons Vn, |x,| < M,
et donc par inégalité triangulaire et homogénéité :

0 < | Anxn = Ax[| < [Anxn = Axall + [ Axa = Ax[| = [An = Al [xall +[A[Ix0 = x| —> 0
n—+oo

— 0 <M —
n—+oo n—+oo
et donc |Anx, — Ax| —> 0, c'est-a-dire Ay x, —> - 4. ]
n—+oo n—+oo

Du deuxiéme point découle immédiatement :

Corollaire

L’ensemble S des suites (xa)nen convergentes a valeurs dans E est un
sous-espace vectoriel de I'ensemble des suites a valeurs dans E.
L’application qui a une suite convergente associe sa limite est une
application linéaire de S dans E.
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Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé
Equivalence de normes

Normes équivalentes

Définition
Deux normes ||.|| et |.|" d’un K-espace vectoriel E sont dites
équivalentes si il existe deux réels a, b > 0 tels que :
Vx e E, alx| <[x]"<b]x|
_J
s a
Propriété
Pour des normes sur un espace vectoriel E, étre équivalentes est une
relation d'équivalence, c'est a dire :
e Réflexive : toute norme est équivalente a elle-méme
o Symeétrique : Si ||.| est équivalente a |.|" alors |.|" est équivalente
al.-
o Transitive : Si |.| est équivalent 3 |.|" qui est équivalente & ||.||"
alors | || est équivalente a |.|".
\ J

PC - ENCPB Chapitre 13 : Espaces vectoriels normés



Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Démonstration. La réfléxivité est triviale en prenant a= b= 1.
Pour la symétrie, si a|.| < |.|" < b||.| alors 2[.]" < |.] < X|.]".

Pour la transitivité, si a.| < |[.|" < b|.| et a"[.[|" < [.[|"” < b"[|.]I" alors aa"|.|| < |.|” < bb|.|]. m

Exemple. Dans K", les normes |.]1,
précisément, pour tout x € K,

2 et ||.]| sont équivalentes; plus

[x[leo < lIx[l2 < X[
Ixllee < lxll2 < V/nllx]loe

Ixll2 < lIx]a < V/nllx]2

En effet, en posant x = (x1,x2,...,Xa) et max(|x1|,...,|xa|) = x| :

n n
Ixlloe = bl < 35 Ixil = Ix < 3 xl = nllxos
i=1 i=1

n n
Ixlloe = VI < | 2o 1%l = lIx]l2 < \l > [l = /nlx]eo
i=1 i=1
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Suites a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Pour la derniére :
[xll2 < Ix]lx < V/nlx]2

partie minoration : de

n n 2
V(a1,...,an) €Ry, D al < (Za;)
i

i=1

découle :

Sohel (zm) Iz = Wzmxu

Partie majoration : en appliquant Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire
usuel a (|x,...,|xa|) et u=(1,...,1) on obtient la majoration :

HXH:[-ZIX: = Sxllz > ullz = x|z x Zl—\/_HXIIz
Pt
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s a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Des normes équivalentes définissent la méme convergence

L'intérét de la notion d’'équivalence est la suivante :

e “
Théoréme
Soient ||.|| et |.|" deux norme équivalentes sur une K-espace vectoriel E.
Pour toute suite (xp)nen de E, (xn) est convergente dans (E, |.||) si et
seulement si elle est convergente dans (E, |.|") et de plus, en cas de
convergence, elle converge vers la méme limite dans (E, ||.|) et dans
(E, I
\_ J
Démonstration. Soient a, b > 0 tels que a||.| < |.||" < b|.| ; si xa fond ¢ dans (E, |.||) alors
pour € >0 :
INEN,VneN,n> N = ||x, - £] < % — |xa =] < blxa— ] <&
et donc x, el £ dans (E,||.|").
Réciproquement, si xj ond ¢ dans (E, |.||") alors pour £ >0 :
INEN,VneN,n> N = |x,— €] Sac = |xa— || < L|xo—£] <€
[

et donc x, - £ dans (E,|.|).
n—too
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Suites a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Et son intérét est d'autant plus grand que :

Théoreme
(Equivalence des normes en dimension finie)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Toutes les normes sur
E sont équivalentes.

Démonstration. Admis. (Nous en donnerons une preuve en fin de chapitre.) [ ]

PC - ENCPB Chapitre 13

paces vectoriels normés



Normes sur un espace vectoriel Définitions et exemples
Suites a valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Exemple. Le résultat est faux en dimension infinie; il est facile de construire un
contre-exemple. Soit (f,) la suite d'applications dans €°([0,1],R) :

f,: [0,1]] — R

nx sixe[0,%] f-[01] — R
X —> n x — 1
1 sixe[i1]
1
f, tend vers f pour |.||1 car :
1
1 270
||fn—f||1:f0 |ﬁ1(X)—f(X)|dX_|:X—nX XZ]O :%n:;

fn ne tend pas vers f pour |.|e car ||fo — f|leo = 1. Les normes |.|1 et |.] o
sont donc non équivalentes dans ©°([0,1],R).
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Suites a valeurs un espace vectoriel normé
Equivalence de normes

Caractérisation de la convergence en dimension finie

En dimensions finie la convergence d'une suite de vecteurs équivaut a la
convergence de ses coordonnées dans une base.

( )

Théoréme

Soit (E, |.|) un K-espace vectoriel normé de dimension finie, et soit
P = (e1,...,ep) une base de E. Pour tout vecteur x € E notons
(x,...,xP) € KP ses coordonnées dans la base E :

P

1 2
X=x-e1+x -e+-+x" -

Une suite (xa)nen de E converge vers { € E si et seulement les suites
de ses coordonnées convergent vers celles de { :

Xn — € <= Vie[[l,p]], X — 0.
n—+oo

n—+oo
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Suites & valeurs un espace vectoriel normé

Equivalence de normes

Démonstration. Soit x, —> £; en dimension finie toutes les normes étant équivalentes, (x,)
n—+oo

converge vers £ pour |.[eo. Ainsi : |xp — £ oo - 0. Or:
n—too
Vie[[1,p], 0<|x, £ < nax P = €1 = Ixo = oo ——= 0
et donc (d’aprés le théoréme des gendarmes), pour tout i € [[1, p]], la suite scalaire (x')nen

tend vers £/

Réciproquement, supposons que pour tout i € [[1, p]], la suite scalaire (x')qen tend vers £,
Soit € > 0; pour tout i € [[1,p]] :

IN;eN, VneN, n> N, = |x,—¢|< <

i)

et donc en posant N = max(Ny,...,N,) :

vneN, n> N — Hx,,féﬂl—Z\x 72\<7><p—5

i=1

et donc par définition, (x,) converge vers £ pour |.|1.

Par équivalence des normes en
dimension finie, (x,) converge vers £ pour |.||.

Exemple. Dans .#,(R) muni d'une norme quelconque :

1+1 1 10
—
—niz 1_% n—+oo O 1
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Points intérieurs ; Ouverts

Topologie des espaces vectoriels normés > L 5
Fermés, points adhérent

Point intérieur d'une partie ; intérieur d'une partie

Définition

Soit E un K-espace vectoriel normé et Ac E. Un élément a € A est
appelé un point intérieur 3 A lorsqu'il existe une boule ouverte de
centre a incluse dans A, c’est a dire lorsque :

Ir>0, B(a,r)cA

L’ensemble des points intérieurs a A, est noté A et appelé
intérieur de A; bien sur A c A.
\ J

Exemples.
o Il découle immédiatement que 3 =g et E=E. SiAc Bc E alors Ac B.
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Topologie des espaces vectoriels normés

Fermés, points adhérent
e Si B = B(xo, R) est une boule ouverte, alors tout point de B est un point
intérieur ; autrement dit B = B. En effet :

Soit a€ B; alors |a—x0| < R. Notons r=R-|a—x| >0; alors B(a,r)cB
puisque d'aprés l'inégalité triangulaire :

VxeB(ar), [x-al <r = |x=xo| < |x=af+]a-xo| < [a-x0o|+R-[a=xo| = R

~
// \\
d R
V2 N
y AN
/ [ A
/ \ a /N
AN \
/ -
] |
l : :
\ Zo R II
A /
3 /
A /
A /
A 7
- z
A v
\\ -
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Fermés, points adhérent

Topologie des espaces vectoriels normés

e Si B = B(xo, R) est une boule fermée, alors les points intérieurs de B sont
précisément les points de la boule ouverte B(xo, R) ; autrement dit :

o

B(Xo, R) = B(Xo7 R)

En effet : I'argument précédent montre que tout point dans

B(xo, R) c B(xo0, R) est un point intérieur a B(xo, R), et les points du cercle
frontiere, C(xo, R) = B(xo0, R) ~ B(xo, R), ne sont pas intérieurs a B(xo, R)
puisque : soit r > 0 et a € C(xo, r) quelconques.
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Fermés, points adhérent

Topologie des espaces vectoriels normés

Alors |a—-xo| = R et pour : b:a+i~(a—xo) :

la—=bll=35la-x|=%<r = beB(a,r)

Ib-xoll = [(1+5%) (a=x0)|=(1+55)xR=R+%>R = b¢B(x0,R)

Ainsi pour tout r >0, la boule ouverte B(a, r) n'est pas incluse dans B(xo, R).
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Topologie des espaces vectoriels normés A B 2
Fermés, points adhérent

Quverts de E

e \

Définition

Soit E un K-espace vectoriel normé. Une partie A c E de E est appelée

un ouvert de E, si tout point de A est un point intérieur a A,

c'est-a-dire si

A=A

\ J
Exemples.

e Toutes les boules ouvertes sont des ouverts. Aucune boule fermée n’est un
ouvert.

e g et E sont des ouverts.
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Fermés, points adhérent

Topologie des espaces vectoriels normés

e Dans R? muni de la norme euclidienne, ]0,1[x]0, 1[ est un ouvert :

soit a = (xo, y0) €]0,1[x]0,1[;

posons r = min(xo, 1 — xo,¥0,1 - ¥0) > 0.

Alors : / N
B(a,r) c]0,1[x]0,1]. {

A

En effet, soit v = (x,y) € B(a, r) alors : il
|

|

la-v]a<r < (x=x0)>+(y —y0)*> < r*

10,1x]0, 1]
dont on déduit que v = (x,y) €]0,1[x]0, 1] :

(xfxo)2<x§:|Xfxo|<xo:xofxo<x<xo+xo:0<x
(x—xo)2s(1—xo)2=>|x—xo|<1—xo:>x0—1+x0<x<xo+l—xo=>x<1
(Y=-¥0) <y =1ly-yol<yo=yo-yo<y<yo+yo=0<y
Y-y <(l-p)=ly-yl<l-yo=y-l+typ<y<p+l-pp=y<1

et donc B(a,r) c]0,1[x]0, 1[.
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Fermés, points adhérent

Topologie des espaces vectoriels normés

Propriété
(Les boules ouvertes sont des ouverts)

Toute boule ouverte de E est un ouvert de E.

Propriété
L'intérieur A de A est un ouvert de E ; c'est le plus grand ouvert inclus

dans A (au sens de I'inclusion).
\. J

Démonstration. Le méme argument que dans I'exemple ci-dessus montre que si B(a,r) c A
alors tout pomt de B(a r) est un point intérieur 3 A. Ainsi si a € A alors a est aussi un point
intérieur 4 A. Ainsi A est un ouvert. Puisque tout ouvert inclus dans A ne contient que des
points intérieurs a A, A est le plus grand ouvert inclus dans A. [ ]
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Fermés, points adhérent

Topologie des espaces vectoriels normés

Propriété

Soit E un K-espace vectoriel normé.

e & et E sont des ouverts de E.

e Toute réunion d'ouverts de E est un ouvert de E.

e Toute intersection finie d'ouverts de E est un ouvert de E.
\_ Y,

Démonstration. On les établit dans I'ordre.
eOna@=get £E=E;dou la premiére assertion (comme déja remarqué).
e Soit % une famille d’ouverts de E. Soit x € Upc# O; alors il existe O € Z tel que x € O, et

puisque O est un ouvert, il existe r > 0 tel que B(x,r) c O c Ugecz O; ainsi Upeg O est un
ouvert.

e Par récurrence sur le nombre n > 2 d'ouverts.

(1) Soient Oy, Oz deux ouverts de E. Si O N Oz = & alors Oy N Oz est un ouvert. Sinon, soit
x € O1 N Oz. Puisque Oy, O sont des ouverts, il existe r; >0 et r> >0 tels que B(x,r1) c Oy
et B(x,r2) c Oz. En posant r =min(ry,r2) >0 on a B(x,r) c B(x,r1) c Oy et
B(x,r) c B(x,r2) c Oz, donc B(x,r) c O1 N O2. Donc O;1 N Oz est un ouvert.

(H) Supposons I'assertion vraie pour I'intersection de n > 2 ouverts; soient

01,03,...,0,,0p41 (n+1) ouverts de E. Par hypothése de récurrence N_; O; est un ouvert,
et donc par le méme argument que dans la partie initialisation, son intersection avec O,;1, qui
n'est autre que ﬁ,":ll O;, est aussi un ouvert. L’assertion reste donc vraie au rang (n+1). =
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Points intérieurs ; Ouverts
Fermés, points adhérent

Topologie des espaces vectoriels normés

Exemples.

e Tous les intervalles ouverts de (R, |.|) sont des ouverts : les ouverts bornés
]a, b[ avec a < b sont des boules ouvertes, |- oo, +o0o[=R est un ouvert, et les
intervalles ouverts ayant une seule borne infinie :

]—oo,b[:g]n,b[ ]a,+oo[:%zl]a,n[

sont des ouverts en tant que réunions d’ouverts.

Mais tous les ouverts de (R, |.|) ne sont pas des intervalles ouverts, comme par
exemple 0,1[u]1,2[.

e Une intersection d’une nombre infini d'ouverts n'est pas en général un ouvert,
comme le montre |'exemple de :

ﬂ] 1 1[ {0} ou plus généralement ﬂB(a *) {a}.

neN I'l n neN
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Exercice.

Montrer que si O est un ouvert d'un e.v.n. E, et si {a1,a2,...,a,} ¢ O
est un ensemble fini de points de O, alors O \ {a1,a2,...,an} est un

ouvert de E.
& J
Résolution.
Soit a € O\ {a1,3z2,...,an}; puisque O est un ouvert, il existe r > 0 tel
que B(a,r) ¢ O; en particulier pour tout r’ tel que 0 < r' < r, B(a,r') c
B(a,r) c O.
Soit pour tout i € [[1,n]], ri = |a—aj| ; posons alors ro = min{r,ri,r2,..., ),

B(a,r) c B(a,r) et Vie[[1,n]], B(a,r0) c B(a,r)
D'une part puisque ro < r, on a B(a, o) c O.

D’autre part, pour tout i € [[1,n]], a; ¢ B(a, ri), et donc a; n'appartient pas
a B(a,n).

Ainsi B(a,r0) ¢ O~ {a1,az,...,an}. Donc O\ {a1,az,...,a,} est un ouvert
de E.
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Topologie des espaces vectoriels normés a 5 -
polog P Fermés, points adhérent

Fermés de E

Définition
Soit (E,||.|) un K-espace vectoriel normé. Une partie F c E de E est
appelée un fermé de E si son complémentaire dans E est un ouvert.

Exemples.

e g et E sont des fermés de E ; en effet leur complémentaires respectifs, E et
@ sont des ouverts.

e Tout singleton, toute partie finie de E est un fermé. (Il suffit d'appliquer le
dernier exercice a l'ouvert E privé de ces points.)

e Tous les intervalles fermés aux bornes finies sont des fermés :
[a7b] ; ]—oo,b] ; [aa+°°[ ; ]_°°7+°°[

puisque leur complémentaires sont des intervalles ouverts.
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e Toutes les boules fermées sont des fermés de E.

En effet soit a€ E \ B(xo, R); c'est a dire |a—xo| > R. Posons
r=|a-xo| - R; alors B(a,r) c Ex B(xo,R); en effet :

VxeB(ar), [x-xl > [xo-al-]a=x| > [xo-af -r = [xo-a] - (|a=xo[ -R) = R
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Fermés, points adhérent

o Aucune boule ouverte n'est un fermé.
En effet soit a € B(xo, R) ~\ B(xo,R) et r>0; ainsi a€ E\ B(xo, R); montrons
que a n'est pas un point intérieur 3 E \ B(xo,R). Soit b=a~- 55 -(a-x0) :
{ la=b|=|55-(a—x0)=5<r = beB(a,r)
b0l = [(1- %)+ (2= %) = (1~ Z)[a- 0| =R~ 5 <R —> be B(xo, R)

ainsi B(a,r) ¢ Ex B(xo,R) : E ~ B(xo, R) n'est pas un ouvert, c'est-a-dire
B(xo, R) n'est pas un fermé.

N
Z /‘<\ N
/ / N \
/ | a
4 \ b./\\ |
4 o
N
i N v
/ ~__4-
g \
: . I
| Zo R 1
A /
A /
A /
N 7
A ’
A ’
N 7
S P

e Toute sphére S(a, R) est un fermé; en effet son complémentaire est réunion
de deux ouverts : la boule ouverte B(a, R) et le complémentaire de la boule
fermée B(a, R).
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Fermés, points adhérent

Propriété
(Sphéres et boules fermées sont des fermés)
Toute boule fermée de E est un fermé de E.

Toute sphére de E est un fermé de E.

Quant a la stabilité des fermés par opérations ensemblistes :

e A
Propriété

(Des fermés)

Soit E un K-espace vectoriel normé.

e @ et E sont des fermés de E.

e Toute intersection de fermés de E est un fermé de E.

e Toute réunion finie de fermés de E est un fermé de E.
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Topologie des espaces vectoriels normés

Démonstration. On les établit dans I'ordre.
o Les complémentaires dans E de @ et E sont des ouverts, donc @ et E sont des fermés.

e Soit .# une famille de fermés; le complémentaire de Nr. o F est U Cg F une réunion
d’ouverts, c'est donc un ouvert, et Npee F un fermé.

e Le complémentaire d’une réunion finie de fermées, est un ouvert en tant qu'intersection finie
d'ouverts ; une réunion finie de fermés est donc un fermé. [ ]
Remarque. Une réunion d'un nombre infini de fermés n'est pas en général un
fermé, comme le montre |'exemple de :

1 1 1
U [—1 o 1- ;] =]-1,1[ ou plus généralement | J B (a7 1- ;) = B(a,1).

neN neN
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Fermés, points adhérent

Points adhérents; adhérence

e \

Définition

Soit E un K-espace vectoriel normé, et A c E une partie de E. Un point

a € E est un point adhérent a A si toute boule ouverte centrée en a

intersecte A, c’est a dire si :

Vr>0, B(a,r)nA#ga.
L'ensemble des points adhérents 3 A est noté A est appelé
adhérence de A. Bien sir : -
AcA

\ J
Remarques.

¢ Que Ac A découle du fait que si a € A alors pour tout r >0, B(a,r)n A
contient (au moins) a.

e Un point a est adhérent 3 A si et seulement si a€ A ou a est dans le
complémentaire de A mais pas dans son intérieur.
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Topologie des espaces vectoriels normés a a -
polog P Fermés, points adhérent

Exemples.
e L'argument appliqué dans les derniers exemples ci-dessus montre que

I'adhérence d'une boule ouverte B(a,r) est la boule fermée B(a,r) (d'ou la
notation d'une boule fermée). Les points dans I'adhérence de B(a, r) qui ne
sont pas dans B(a, r) sont les points du cercle au bord C(a,r).

7 > i N
7 VRN
/ AN \
// b a !
/ \ ‘)\\ !
4 \\ v 7
/ ~__4”
{ T
: o !
\ ) R I
\ 1
\ /
\ /
A /
A /
N 7
A s
~ e
. e

B(a,r) a pour adhérence m

e Dans (R, |.|), soient a < b; I'adhérence de chacun des itervalles bornés ]a, b,
[a, b[, ]a, b] et [a, b], est le segment fermé [a, b].
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Fermés, points adhérent

Topologie des espaces vectoriels normés

Un point dans A\ A est un point du complémentaire de A dans E qui n'est pas
dans son intérieur. C'est donc une obstruction a ce que A soit un fermé de E.
Plus précisément, A est fermé dans E si et seulement si A=A :

e \
Propriété
(Afermé < A= A)
Soit E un K-espace vectoriel normé. Une partie A c E de E est un
fermé de E si et seulement si A= A. L'adhérence A de A est le plus
petit fermé de E contenant A.
\_ W,

Démonstration. Puisque Ac A, on a A = A si et seulement si Ac A, si et seulement si pour
tout x € E \ A il existe r > 0 tel que B(x,r) c EN A si et seulement si E \ A et un ouvert de E
si et seulement si A est un fermé de E.

Supposons que F soit un fermé contenant A. Alors tout point a adhérent a A est aussi
adhérent a F puisque @ # B(a,r)NnAc B(a,r)nF ; ainsi Ac F = F puisque F est fermé. m
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Fermés, points adhérent

Topologie des espaces vectoriels normés

Frontiére d'une partie

Définition
Soit A une partie d’un K-espace vectoriel normé; On appelle
frontiére de A, notée DA :

o

HA=A-A.

Remarque. Informellement :

J I'intérieur d’une patate : c’est la patate épluchée.

I'adhérence d’une patate : c’est la patate avec sa peau.

(\ ) Z-j\/‘ @ la frontiere d’une patate : c’est sa peau.
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Caractérisation séquentielle des points adhérents

Les points adhérents & A admettent la caractérisation séquentielle suivante : ce
sont les limites de suites & valeurs dans A.

s A
Proposition
Soit (E,||.|) un K-espace vectoriel normé et soit A c E. Un point a € E
est adhérent a A si et seulement si il existe une suite (a,)nen 8 valeurs
dans A qui converge dans E vers a. Autrement dit :
acA < 3(a)nencAY, lim a,=a
n—+oo
\ J

Démonstration. Supposons que (a,), soit une suite a valeurs dans A convergeant vers a € E.
Alors pour tout r >0, B(a,r)n A+ @, puisque par définition, pour € = £ >0, il existe N e N tel
que ||[a—an| < § <r, et en particulier ay € B(a, r) n A. Ainsi le point a est adhérent a A.

PC - ENCPB Chapitre 13 : Espaces vectoriels normés



Points intérieurs; Ouverts

Topologie des espaces vectoriels normés a 5 -
polog P Fermés, points adhérent

Caractérisation séquentielle des fermés

Réciproquement, si a est adhérent a3 A : pour tout r, = % B(a,rn) N A+ @; choisissons pour
tout ne N*, un point a, € B(a, r,) N A. Alors la suite (ap),.n* converge vers a. En effet :

1
lan—all <ra=—- — 0.
n n—+oo

Ainsi la suite (a5),en*, qui est & valeurs dans A, converge vers a € A. ]

Ce résultat permet d'obtenir une caractérisation séquentielle des fermés :

e ™
Proposition
Soit (E,||.|) un K-espace vectoriel normé et Ac E. Alors A est un
fermé de E si et seulement si toute suite (a,)nen de A, convergeant
dans E, a sa limite dans A ; autrement dit :
V(an)n € AV, lim a,=a = acA
n—+oo
\ J
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Fermés, points adhérent

Démonstration. Si toute suite convergente a valeurs dans A converge vers un élément a € A,

alors d’aprés la proposition 18, Ac A, et donc A = A, et d'aprés la propriété 17, A est un fermé
de E.

Réciproquement, montrons la contraposée en supposant qu'il existe une suite (a,),
convergente et a valeurs dans A, dont la limite a est dans E \ A.
Ainsi ae AN A et donc A# A. D'aprés la propriété 17, A n'est pas un fermé. [ ]

Exemple. L'ensemble des matrices symétriques .#,(K) ainsi que I'ensemble des
matrices antisymétriques <7,(K) sont des fermés de .#,(K).

En effet considérons une suite (A,), de matrices symétriques (resp.
anti-symétriques) convergeant vers A € .#,(K) ; alors pour tout (i,5) € [1, n]]?,
(An)ij = (An)j,i (resp. = =(An)j,i)-

Mais .#,(K) étant de dimension finie, en appliquant le théoréme 11 pour la
base canonique de .#,(K), pour tout (i,) € [1,n]]?, lim(A,):; = A .

Donc par passage 4 la limite, pour tout (i,j) € [[1,n]]?, Ai; = A;,; (resp.
=—A;j,i), donc A est symétrique (resp. antisymétrique).
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Partie dense

Définition
Soit E un K-espace vectoriel normé; une partie A c E est dite
dense dans E si A= E.

Remarque. Ainsi A est dense dans E si et seulement si tout élément de E est
limite d'une suite a valeurs dans A.

Exemple. Q et R \ Q sont denses dans R :

— Q est dense dans R car pour tout x € R, la suite x, = Llloo,fj est a valeur dans
Q (approximations décimales de x) et converge vers x.

— R~ Q et dense dans R : considérer la suite stationnaire x, = x si xe R\ Q et
Xn =X+ ? si x € Q. Dans chaque cas la suite (x,) prend ses valeurs dans R~ Q

et converge vers Xx.
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Topologie des espaces vectoriels normés a 5 -
polog P Fermés, points adhérent

Invariance pour des normes équivalentes

Toutes ces notions d'ouvert, fermé, intérieur, adhérence, dépendent de la
norme utilisée. Cependant, ce n'est pas le cas pour des normes équivalentes ;
plus précisément :

( )
Théoréme
Soit E un K-espace vectoriel, et soient ||.|| et ||.|" deux normes
équivalentes de E. Pour toute partie Ac E :
o A est un ouvert de (E, |.|) si et seulement si c'est un ouvert de
(E, [
o A est un fermé de (E, |.|) si et seulement si c'est un fermé de
(E, [
e A a méme intérieur dans (E, ||.||) et dans (E,|.|").
e A a méme adhérence dans (E, ||.||) et dans (E,|.|").
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Fermés, points adhérent

Démonstration. Soient kq, k2 > 0 tels que ky|.| <|[|.| < k2.||. Supposons que A soit un
ouvert de (E,||.|) : pour tout a € A, il existe r >0 tel que |[x —a| <r = x € A. Mais donc
pour tout x € E :

[x-a| <kir = ka|lx—al <|x-a||’ <kair = |x-a|<r = xecA.
Ainsi dans (E, ||.|") aussi A est un ouvert. Par symétrie de I'équivalence des normes, (E, |.|)

et (E,|.]") ont mémes ouverts.

Puisque I'intérieur d’une partie A est le plus grand ouvert inclus dans A, I'intérieur de A pour
(E,|.|) est le méme que pour (E,|.|").

Puisque (E,|.|) et (E,|.|I") ont méme ouverts, par définition ils ont aussi méme fermés; en
effet pour Ac E, Cg A est un ouvert de (E, |.||) si et seulement si c’est un ouvert de (E, |.|").

Finalement, puisque I'adhérence d'une partie A c E est le plus petit fermé contenant A,
I'adhérence de A est la méme dans (E, ||.|) et (E,|.|"). [ ]
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Invariance en dimension finie

Par équivalence des normes en dimension finie :

Corollaire

Soit (E,||.|) un K-espace vectoriel de dimension finie. Les notions
d’ouvert, fermé, adhérence, intérieur, frontiére ne dépendent pas de la
norme de E utilisée.

Remarque. Attention, ouverts et fermés ne dépendent pas de norme
équivalentes, mais boules ouvertes, boules fermées en dépendent. Une boule
ouverte (resp. fermée) pour une norme sera encore un ouvert (resp. fermé)
pour une norme équivalente, mais ne sera plus en général une boule.
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Topologie des espaces vectoriels normés

( .
Exercice.
Montrer que dans un K-espace vectoriel normé de dimension finie, tout
sous-espace vectoriel est un fermé.
\
Résolution.
Soit F un sev de E, (e1,...,e,) une base de F complétée en une base
(e1,...,€p,€ps1,...,6q) de E. On applique la caractérisation séquentielle

des fermés; soit (xn)nen une suite d'éléments de F convergeant vers x € E.
Notons pour tout ne N :

1 2 +1
Xn = Xp €1+ Xy €+t Xh oyt XET i1+ X e et

p+

x=x"e1+x* e+ +x" e +x""ep1++x7- g

D'aprés le théoréme 11 pour tout k € [[1,q]], la suite scalaire (x¥), converge
vers x* dans K. Mais puisque pour tout n € N, x, € F, pour tout k € [p+1,q],
xK = 0. Par passage a la limite, pour tout k € [p+1,q]], x* = limy 100 X5 = 0

et donc x € Vect(ey,...,e) = F.

Ainsi toute suite (xa)n dans F convergente a une limite dans F. D'aprés la
caractérisation séquentielle des fermés, F est un fermé.
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Limite d’une application
Continuité

Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

( _ . i i E )
Soit A une partie d’'un K-espace vectoriel E ; nous dirons d’une propriété

P(x) dépendant de x € A qu'elle est vraie au voisinage d'un point a si :

— lorsque a € E est adhérent a A : elle est vraie sur l'intersection de
A avec une boule (ouverte ou fermée) centrée en a.

— lorsque E =R et a = +oo : elle est vraie sur l'intersection de A
avec un intervalle de la forme ]c, +oo[.

— lorsque E =R et a=—oo : elle est vraie sur l'intersection de A
avec un intervalle de la forme | - oo, c[.
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Continuité

Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Limite d'une application

e )
Définition
Soient (E,| - |e) et (F,| - |r) deux espaces vectoriels normés, Ac E,
f:A— F, a un point adhérent 3 A et { € F. On dit que f admet
pour limite £ en a, et on écrit lim f(x) = ¢, si :
X—>a
Ve>0,3a>0,Vxe A, |x-ale<a = |f(x)—{||r<e
\ J

Remarque. On peut étendre cette définition au cas ou F =R et lim f(x) = o0
X—a

et lorsque E =R et a = +o0; sur le modéle de telles définitions pour des

application de R dans R. Par exemple :

lim f(x)=+c0 < Ve>0,3a>0,VxeE, x<-a = f(x)>e¢

X—>—00

Dans la suite, cependant, a et £ seront toujours des vecteurs de E et F.
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Caractérisation séquentielle de la limite

Théoreme

Soient (E, | - |g) et (F,|-|F) deux espaces vectoriels normés, A c E,
f:A— F, et a un point adhérent a A.

Alors f(x) — £ si et seulement si pour toute suite (x,),. d'éléments

de A convergente vers a, la suite (f (X)), converge vers £.
\ J

Démonstration. Elle généralise celle vue dans R.
Supposons que f(x) ait pour limite £ en a, et que (x,), soit une suite a valeurs dans A
convergeant vers a. Soit € >0; puisque f(x) — £ :

X—a

Ja>0,VxeA, |[x-ale<a = |f(x)-L||r<e
puisque x, —> a, pour cet >0 :
n—+oo
INeN,VneN,n2N = |x,-ale<a
et en particulier :
VneN,n2 N = |x,-alle sa = [f(xp) - {|r<e

Ainsi f(x,) — L.
n—+oo
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Réciproquement ; montrons la contraposée en supposant que f(x) ne tend pas vers ¢
lorsque x tend vers a ; par définition :

Je>0,Va>0,3xeA, |[x—alg<aet |f(x)—L|r>e

Pour cet £ > 0 et pour tout «, = % >0, posons x, un tel élément de A; on construit ainsi une
suite (xp), d’éléments de A vérifiant :

1
VneN, ||x,—ale < — et [f(x,) —L||F>¢
n

Ainsi (xp)n est une suite a valeurs dans A, qui converge vers a, tandis que f(x,) ne converge
pas vers /. n

On peut tirer de ce résultat plusieurs corollaires.

Propriété
(Unicité de la limite)

Sous les mémes hypothése, si f admet une limite en a, alors cette
limite est unique.

Démonstration. Découle de la caractérisation séquentielle de la limite d'une application, et de
I'unicité de la limite d'une suite (proposition-définition 6). n
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Applications entre espaces vectoriels normés

s R
Propriété
(La limite est un point adhérent a I'image)
Sous les mémes hypothéses :
sif:A— F et limf(x) =14
alors ¢ est un point adhérent a f(A).
\. J

Démonstration. De la caractérisation séquentielle découle que ¢ est limite d'une suite (f(x,))n
a valeurs dans f(A); d'aprés la proposition 18, £ est donc un point adhérent a f(A). [ ]
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Propriété
(En dimension finie, la limite ne dépend pas de la norme)

En dimension finie, la notion de limite ne dépend pas des normes
considérées.

Remarque. C'est vrai plus généralement en dimension quelconque mais pour
des normes équivalentes.

Démonstration. En dimension finie, la limite d'une suite ne dépendant pas de la norme
considérée, on conclut grice a la caractérisation séquentielle de la limite.
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Théoreme
Sous les mémes hypothéses, et si F est de dimension finie et admet
pour base # = (e1,...,€p), en notant :

VxeA, f(x)=> fi(x)-e& et (=) li-eg
i=1 i=1
alors :

lim f(x) = £ si et seulement si Vi€ [1,p], lim fi(x) = ¢;

X—>a

. J/

Démonstration. Cela découle encore de la caractérisation séquentielle de la limite (dans F et
dans K), et du résultat analogue pour la convergence de suites (théoréme 11).
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Applications entre espaces vectoriels normés

Pour le calcul de limites on dispose des résultats suivants sur I'effet sur les
limites d'opérations sur les applications.

e A
Proposition
(Limite d’une combinaison linéaire)
Sous les mémes hypothéses, soient f et g deux applications de A dans
F et a un point adhérent 3 A. Si f et g admettent une limite en a,
alors pour tout (X, 1) € K%, X-f + - g admet une limite en a et :
imA-f(x)+p-g(x)=A-limf(x)+p-limg(x).
X—a X—a X—a
. _J
Démonstration. Supposons que f — {3 et g — £>. Soit (u,) une suite d'éléments de A
a a
tendant vers a; alors f(uj,) —+> 0y et g(u,) —> {2 et donc par opérations sur les limites
n—-+oo n—+oo
d’une suite (théoréme 6), X f(u,) + p-g(un) - A€y + p-£a. Par caractérisation
[

séquentielle de la limite, A\-f+pu-g — X ly + p- L.
a
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-
Proposition
(Composition des limites)
Soient E, F, G trois K-espaces vectoriels normés, Ac E, Bc F, et
f:A— F et g: B— G avec f(A) c B. Soient a est un point
adhérent 3 A; alors :
f(x)—b
(x)—»é :gof(x):;f.
\.

Démonstration. Sous ces hypothéses, si f — b alors avec la propriété 24, b est un point
adhérent a f(A), et donc a B > f(A); ainsi ;(x) "t £ a un sens.

Soit (up) une suite d’éléments de A qui tend vers a. Puisque f - b, on a f(up) ol b.
Puisque g - ¢, alors g(f(up)) ol £. Par caractérisation séquentielle de la limite, on a

donc gof — /.
a
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Applications entre espaces vectoriels normés

N
Proposition
(Produit par une fonction scalaire)
Sous les mémes hypothéses, si lim f(x) =¢ et si \: A— K est telle
que lim X\(x) = p, alors :
imA(x)-f(x)=p-¢
\_ J

Démonstration. Supposons que f —> £ et A —> . Soit (u,) une suite d’éléments de A qui
tend vers a; alors f(un) — let )\(un) — u et donc par produit d'une suite convergente
—+00 —+00

a valeurs dans A par une smte scalaire convergente (théoreme 6), la suite A(u,) - f(un) a pour
limite p - £. Par caractérisation séquentielle des limites, A(x) - f(x) — - £. ]
a
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Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Lorsque I'espace d'arrivée est K, d'autres opérations sont possibles sur les
applications; leur effet sur les limites est semblable au cas des limites
d'applications réelles :

e A
Proposition
(Opérations sur des fonctions a valeurs dans K)

Soit E un K-espace vectoriel normé, Ac E, f,g: A— K et a un point
adhérent a A.
e Silimf(x) =41 et limg(x) =2~ alors limf(x) x g(x) = {1 x {>.
o Silimf(x)=4{+0k alors f(x) # Ok sur un voisinage de a dans A,
et lim1/f(x)=1/¢.
o Silimf(x)=1¢1 et limg(x) =¥z # 0k alors g(x) # Ok sur un

X—a

voisinage de a dans A et lim f(x)/g(x) = ¢1/¢>.
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Démonstration. Le premier point (produit), est un cas particulier (lorsque F = K) de la
proposition précédente (produit par une fonction scalaire).
Pour le second point (inverse) ; on peut supposer K muni de la norme usuelle |.| (car dimension

finie = 1). Soit € = % > 0, alors puisque f — £, il existe r > 0 tel que pour tout x € A,
a

IZI 1|

= |f(x)| > ¢ - ?>0

1|
Ix=-all<r = IFC -1l < IF ) -l < 5

et donc f(x) # Ok sur AnB(a,r) : f ne s’annule pas sur un voisinage de a. De plus a est

dans I'adhérence de An B(a, r), de sorte que parler de la limite de 1/f en a a un sens.

GSY <o xle= 00

1 1 |- f(x)|
‘f(x) 4‘7

pour tout x € An B(a,r); puisque f(x) — £ pour tout € > 0, il existe « > 0 tel que pour tout
a

xXeA:

2 1 1
<
f(x) ¢

14
|x - a| < min(a, r) = |E—f(x)|$5><5 =
et donc par définition, 1/f — 1/£.
a

Le dernier point découle des deux premiers, puisque le quotient de f par g est le produit de f

par l'inverse de g. [ ]
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Continuité d'une application entre e.v.n.

e ™
Définition
Soit (E, |- |e) et (F,|-|r) deux espaces vectoriels normés, A c E et
f:A— F On dit que f est continue en a € A lorsqu’elle admet une
limite en a :
)I(iﬂ f(x) =f(a).
On dit que f est continue sur A si elle est continue en tout point de
A. On note €°(A, F) = I'ensemble des applications continues de A
dans F.
\_ W,
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Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

( . . .. . )
Exercice. Soit f : E — F une application linéaire entre deux espaces

vectoriels normés. Montrer que f est continue si et seulement si f et
continue en Og.

Résolution.
Si f est continue sur E, alors en particulier f est continue en Og.
Réciproquement, supposons que f est linéaire et continue en Og. Soit a€ E;
par linéarité :
f(x)=f(x-a)+f(a)

lorsque x — a, alors x — a — Og et donc par continuité de f en O,
f(X— a) — f(OE) = OE.

X—a

Puisque f(a) — f(a), par somme de limites :
lim f(x) =f(a)

et donc f est continue en a. Puisque c'est vrai pour tout a € E, f est continue
sur E.
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Co
Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Image réciproque d'un ouvert/fermé par f continue

C'est une propriété importante que |'image réciproque d'un ouvert (resp. fermé)
par une application continue est un ouvert (resp. un fermé).

( )
Propriété
Soit f : E — F une application continue entre deux K-espaces
vectoriels normés E et F. Alors :
e Pour tout ouvert U de F, f*(U) est un ouvert de E.
e Pour tout fermé V de F, f~*(V) est un fermé de E.
\ J

Démonstration. Soit V un fermé de F. Soit (x,), une suite & valeurs dans (V) qui
converge vers x dans E. Alors par continuité de f, et par caractérisation séquentielle de la
limite (théoréme 22) (f(x,))n est une suite a valeur dans V qui converge vers f(x) dans F.
Puisque V est un fermé de F, d’aprés la caractérisation séquentielle des fermés (proposition

19), f(x) € V et donc x € f (V). Ainsi, toujours d’aprés la caractérisation séquentielle des
fermés, f~*(V) est un fermé de E.
Soit U un ouvert de F; alors Cg f*(U) = f_l(CF U) est un fermé de E d’aprés le point

précédent, et donc f~*(U) est un ouvert de E.
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Continuité
Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Applications entre espaces vectoriels normés

En particulier :
s p
Corollaire
Soit f : E— R une application continue; alors
{x eE|f(x)> O} est un fermé de E
{x eE | f(x)> O} est un ouvert de E
{x eE|f(x)= 0} est un fermé de E
. J

Démonstration. Découle de la propriété précédente par continuité de f puisque :
{x eE|f(x)2 O} = f71([0, +oo[ est image réciproque d'un fermé de R

{x eE|f(x)> 0} = f*(]0, +oo[ est image réciproque d'un ouvert de R

PC - ENCPB Chapitre 13 : Espaces vectoriels normés
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'une application
Continuité

Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Applications lipschitziennes Pour établir la continuité d’une application, on
dispose d'une condition suffisante assez large.

e ™
Définition

Soient (E, |.|g), (F,|.|r) deux K-espaces vectoriels normés, A c E et
f:A— F. Soit k >0; on dit que f est k-lipschitzienne lorsque :

V(x,x') € A% £ (x) = F(X)lF < kox x =X e

On dit que f est lipschitzienne lorsqu'il existe k > 0 tel que f soit

k-lipschitzienne.
\ J

Remarques.
o Si f est k-lipschitzienne, alors f est aussi k’-lipschitzienne pour tout k' > k.

e Si I'on change les normes de E et F en des normes équivalentes, |'application
reste lipschitzienne, bien que la constante k soit changée.
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Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Exemples.
e Toute application constante est O-lipschitzienne (et réciproquement).
o L'application ide de (E, |.|) dans lui méme est 1-lipschitzienne.

e La norme ||.| de E est une application 1-lipschitzienne de (E, |.||) dans
(K,|.]). En effet, d'aprés I'inégalité triangulaire, pour tout (x,x’) € E? :

[xl = 1M1 < x = X)L
e Toute projection :

71','5E1><-~~><E,, — E,‘
(XtyeeeyXn) +— X

est 1-lipschitzienne lorsqu’on munit Ey x --- x E,, de la norme
G 0) oo = max e
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Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

e Soit E un K-evn de dimension finie et #(e1,...,e,) une base de E. Pour
tout i € [[1, n]], I'application j-éme coordonnées dans 2 :

pi: E — K

n
X = ZX,”&‘,‘ — Xi
i=1

est lipschitzienne. En effet, munissons E de la norme
n
Ix[oo = > xi - €iloo = {Q%\X,-\

k=1

puisque E est de dimension finie, le caractére lipschitzien de p; n'en dépend
pas, et:

[pi(x) = pi(x")| =[x = x| < Ix = X[l
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Continuité
Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Lipschitzien == continue

L'intérét réside notamment dans le fait que toute application lipschitzienne est
continue.

Propriété
Toute application lipschitzienne est continue.

Démonstration. Soit f: A—— F une application k-lipschitzienne; on peut supposer k > 0.
Pour ¢ > 0 quelconque, en posant o = £ >0, alors pour tout (a,x) € A :

€
Ix-ale <=2 = [f()-f(a)llr <kx|x-ale=¢

et donc f est continue en a; puisque c'est vrai pour tout a € A, f est continue. [ ]
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Limite d’une application
Continuité

Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Proposition
(Combinaison linéaire, produit, composée)
e Toute combinaison linéaire d'applications continue est continue.

e Le produit d’une application continue avec une application continue a
valeurs dans K est continue.

e La composée de deux applications continues est continue.

\.

Démonstration. Découle des propriétés 27, 28 et 29. [ ]

Remarque. En particulier €°(A, F) est un K-espace vectoriel.

paces vectoriels normés
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Continuité

Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

\_

Exercice. Montrer que :
A:{(X,y,z)eR3 | 0<x<y<z}

est un ouvert de R3.

Résolution.

Soient
f:(Xv.y?Z)’—)X g:(me?z)'—)y_X hi(X,y,Z)’—>Z—y

ce sont trois applications continues car combinaisons linéaires d'applications
coordonnées (donc lipschitziennes). Or :

A=£7(J0, +oo[) 1 g7 (10, +oo[) 0 h7(JO, +oo[)

est une intersection finie d'ouverts de R3, donc un ouvert de R3.
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Continuité

Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Encore une fois, lorsque |'espace d'arrivée est K, d'autres opérations sont
possibles sur les applications ; leur effet sur la continuité est semblable au cas
des applications réelles :

e \
Proposition
(Opérations sur des fonctions a valeurs dans K)
Soit E un K-espace vectoriel normé, Ac E, f,g: A— K.
e Sif et g sont continues sur A, alors f x g est continue sur A.

e Sif est continue sur A et ne s'annule pas sur A, alors 1/f est
continue sur A.

e Sif et g sont continues sur A et si g ne s'anue pas sur A, alors
f/g est continue sur A.

\_ J

Démonstration. Découle de la proposition 30. [ ]
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Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Prolongement par continuité

Définition
Soient Ac E, f: A— F, a un point adhérent 3 A, a¢ A, et L€ F, tels
que lim f(x) = £. L'application :

f: Au{a} — F
f i x €A
Y { (x) sixe

V4 six=a

est appelée prolongement par continuité de f en a. On a ﬁ’A =fetf
est continue en a.
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Continuité
Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

En dimension finie, la notion de limite ne dépendant pas de la norme choisie, il
en va de méme de la continuité :

Propriété
La notion de continuité, en dimension finie, ne dépend pas des normes
considérées.

Démonstration. Découle immédiatement de la propriété 25. [ ]

PC - ENCPB Chapitre 13 : Espaces vectoriels normés



Limite d’une application
Continuité

Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

De plus, en dimension finie, la continuité d'une application revient a la
continuité de ses coordonnées :

Vs

Théoreme
(¢° < applications coordonnées %°)

Sous les mémes hypothéses, et si F est de dimension finie, admettant
pour base 2 = (e1,-, en), alors en notant :

F(x) = ﬁ;mx) &

f est continue en a € A (respectivement sur A) si et seulement si pour
tout i € [1,n], f; est continue en a (respectivement sur A).

\

Démonstration. Découle immédiatement du théoréme 26.
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Continuité
Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Application polynomiale

s p
Définition
Une application f : K" — K est dite polynomiale si il existe une famille
(3a)aenn d'éléments de K n’ayant qu’'un nombre fini de termes non
nuls, tel que pour tout (x1,...,%n) € K" :
f(xt,... %) = Z Bag,can X X
(ag,...,an)eN"?
\ J
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Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Polynomiale = continue

Les applications polynomiales sont continues.

Proposition
Les applications polynomiales sont continues.

Démonstration. Toutes les projections :

Ti:K" — K

(X1y--oyXn) +— X

sont continues, car 1-lipschitzienne pour les normes | .| de K" et |.| de K.

Toute fonction polynomiale est combinaison linéaire de produits de telles projections. Par
produit et combinaisons linéaires, d'applications continues a valeurs dans K (proposition 35),
toute application polynomiale est continue. [ ]
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Continuité
Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

En dimension finie, linéaire == continue

Théoréme

Toute application linéaire entre deux espaces vectoriels normés de
dimension finie, est lipschitzienne, et donc continue.

Démonstration. Soit f : A— F une telle application avec Ac E. Soit & = (e1,...,€e,) une
base de E. Toutes les normes en dimension finie étant équivalentes, on munit E de la norme :

"
VxeE, Ixle=| X%
i=1

| = max |x;|
1<ign

le caractére lipschitzien de f n’en dépend pas. Soient (x,x’) € E? avec :

n n n
1FGO=FO e = | S Camx-F(e)] < 3 b FIF(enlle < = lex 3 £ (el < kx x| e
i=1 i=1 i=1

=k
ainsi f est k-lipschitzienne et donc continue.

Remarque. Le résultat reste vrai lorsque seul |'espace de départ est de
dimension finie.



Limite d’une application
Continuité

Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Exemples. Toutes les applications suivantes sont continues sur .#,(K) :

M—s P*MP  M+— M  M—tr(M)

e N
Corollaire
e Soit E,..., E, des Kespaces vectoriels de dimension finie; pour tout
i €[[1,n]] la i-éme projection :
mi: Eyx--xE, — E;
(X1yeeeyXn) +— X
est continue.
e Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et = (e1,...,€n)
une base de E. Pour tout i € [1, n]], I'application i-éme coordonnée :
pi: E — K
N
X = Z Xji-€ > X
i-1
est continue.
\_ J

Démonstration. Toutes ces applications sont des applications linéaires entre espaces vectoriels

normés de dimension finie.
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Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

En dimension oo linéaire n'implique pas continue

Remarque. En dimension infinie, une application linéaire n'est pas
nécessairement continue. Par exemple dans R[X] muni de la norme

[P = sup,cfo,1/2) |P(x)| I'application ¢ : P — P(1) est linéaire, mais n’est pas
continue puisque :

X" — Okx] mais @(X")n:’wl #©(Okx1) =0
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Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

En dimension finie, multilinéaire == continue

Théoreme

Soient Ei, ..., E, des K-espaces vectoriels normés de dimension finie et
soit F un K-espace vectoriel normé.

Toute application multilinéaire (c’est-a-dire linéaire par rapport a
chaque variable xi) :

f:Eix--xE, — F
(x1y...,%) — F

est continue.
. J

Remarque. L'espace d’arrivée F n'est pas nécessairement de dimension finie.
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Continuité

Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Démonstration. Posons n = maxy<k<p dim Ej ; considérons pour chaque Ej une base que I'on
compléte si nécessaire a I'aide de vecteurs nuls en une famille génératrice de E, constituée de n
vecteurs. Notons pour tout k € [[1, p]] :

By = (ef7 S ,e:) cette famille génératrice de Ej

et pour tout x = (x*,...,xP) € Ey x - x E,

Ve [[1,p]], x* =Y xf-ef

i=1
Alors :
= < < 1 1 1
f(x):Zx,-lZx,-z--»Zx,.‘:-f(eil,..‘,ei';)= > (x,-l><--~><x,."’9)»f(e,-1,..‘,ei';)
i1=1 i2=1 ip=1 1<iy ;.. .,ip<n
Pour tout (7,) € [[1, p]] x [[1, n]], I"application :
1 p i
Tr,‘ij(XVA.,X)n—>xj

est continue comme composée de la i-éme projection par la i-éme coordonnée. L'application f
est somme de produits de telles fonctions continues a valeurs dans K, avec des applications
constantes (et donc continues) a valeurs dans F ; c’est donc une application continue
(propositions 34 et 35) .
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Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Exemples.
e Sur un espace euclidien tout produit scalaire est continu.
e Le produit matriciel :
Mup(K)x M p,q(K)  —>  Mnq(K)
(A7 B) — AxB
est une application continue.

e L'ensemble des matrices orthogonales O,(R) est un fermé de Mat,(K) ; en
effet, I'application :
Mat,(R) — Mat,(R)
A — ATA
est continue comme composée d'une application linéaire (transposition) et
d'une application bilinéaire (produit matriciel). Le groupe orthogonal est
I'image réciproque par cette application du fermé {/,}.
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Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Continuité du déterminant

Corollaire
Le déterminant est une application continue.

Démonstration. Le déterminant est une forme multilinéaire. [ ]

Exemples.

e L'ensemble GL,(K) des matrices inversibles est un ouvert de .#,(K) ; en effet
c'est I'image réciproque par I'application déterminant de I'ouvert R* de R.

o Le groupe spécial orthogonal est un fermé de .#,(R) ; en effet c'est
I'intersection du fermé O,(R) avec le fermé det™*({1}).
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Continuité

Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Exercice. Soit
f:R2 — R

X2

(x,y) +— Py si (x,y) # (0,0)
0 si (x,y) = (0,0)

1. Verifier que f est continue sur R*\{(0,0)}
2. Montrer que f n’est pas continue en (0,0).

3. Montrer que f admet des dérivées partielles en (0,0) mais que les
fonctions dérivées partielles ne sont pas continues en (0,0).

Résolution.
1. Sur R®~ {(0,0}, f(x,y) est quotient de polynémes et donc continue.

2. On utilise la caractérisation séquentielle de la limite :

soit (Xn, ¥n) = (ﬁ, %) o (0,0).

f(men) =

N"\"zw""

1
o #£(0,0)

N =

Donc f n'est pas continue en (0,0).
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Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

3. On se raméne a la définition :

f(x70) - f(070) _ g _
T =00 = 2(0,0)=0

X—O x—0

£(0,y) - £(0,0) of

e =15 _0—o0 2% (0,0)=0
y-0 y—0 - ax( '0)

et pour (x,y) # (0,0) :

g(x V)= 2xy (x* + y?) = xPy x 4x° 2xy —-2x° y 2xy(y2 -x%)

(x* +y2)? (x* +y2)? (x* +y2)?
( y) = 2(x +y) xy><2y x® = x2y? :xz(x4—y2)
(x* +y2)? (Xt Hy?)? (A4 y2)?
Mais

of _2(1-1t%) of

ot ey i 2T ax (@0

of (t 1)

@(t’ t)= (1+t2)2 (0,0 17 7(0 0)

Les deux dérivées partielles sont donc non continues en (0,0).
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Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Fermé borné et image par une application continue

Définition

Dans E un espace vectoriel normé de dimension finie, on appelle
fermé borné, une partie A de E qui est a la fois un fermé de E et une
partie bornée.

Remarque. Etre un fermé de E ne dépend pas de la norme en dimension finie,
&tre borné non plus, toutes les normes étant équivalentes. Ainsi étre un fermé
borné dans un evn de dimension finie ne dépend pas de la norme considérée.

Théoréme

Soient E et F deux K-espaces vectoriels normés de dimension finie et
f: A— F une application continue. Si A est un fermé borné de E,
alors f(A) est aussi un fermé borné de F.

Démonstration. Admis. [ ]
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Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

Théoréme des bornes atteintes

( )

Corollaire

Soient E et F deux K-espaces vectoriels normés de dimension finie et

f: A— F une application continue. Si A est un fermé borné de E,

alors f est bornée sur A et atteint ses bornes :

2 .
I(a,b) € A, [f(a)] = inf [FCx)[ et [F(b)] =sup|f(x)]
x€eA xeA

& J
Démonstration. Puisque I'application ||.|| est continue, I'application x € A — |f(x)| est

continue, comme composée, et son image K dans (R,|.|) est alors un fermé borné de R. Soit
M =sup,4 ||f(x)| € R; puisque par définition M est le plus petit majorant de {||f(x)|; x € A},
pour tout € > 0, il existe x, € A tel que M —¢ < |[f(x,)[| < M. La suite (|[f(x)|)n est donc une
suite a valeur dans K, convergeant vers M € R. Mais puisque K est un fermé, d'aprés la
caractérisation séquentielle des fermés, M € K. Ainsi il existe b€ A, tel que |f(b)| = M.
La preuve est analogue pour la borne inférieure.
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Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

On peut dés-lors prouver I'équivalence des normes en dimension finie (Non
exigible).

Démonstration. De I'équivalence des normes en dimension finie.
Dans un espace vectoriel E de dimension finie, fixons une base (e1,...,e,) de E et
considérons la norme :
[ x1.€1 + -+ + Xn.€n]loo = max |x;|
1<ign
ainsi que |.|| une norme quelconque de E. Soient x = xy.€1 + -+ Xp.€y €t y = y1.€1 + -+ yn.€y
deux vecteurs quelconques de E :

n

n n
Ix=yll = |Ga=ya)-ext+(xn=yn)-enll < 3 Iximyil leill < 3 Ix=ylloo-leill < Ix=ylloox 3 llerll < kx[lx=yll oo
i=1 i=1

i=1
NI
=k>0
Ainsi I'application |.|| : E — R est lipschitzienne pour la norme ||.| et donc continue pour

cette norme.
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Puisque la sphére unité S = S(0g,1) = {x € E | |x|ls = 1} est un fermé borné de (E, ||| ).
d’apreés le théoréme des bornes atteintes, ||.| est bornée sur S et atteint ses bornes. Soit

m = infyes ||x|| et M = maxyes ||x||. Nécessairement m >0 et M > 0 car sinon on aurait
I'existence de x € E tel que | x| =1 tandis que | x| =0 et donc x = Og, ce qui est impossible
par séparation de la norme |.[«. Alors pour tout x€ S :

m=mx ||x|loo < [Ix]| € M x [[x]e0 = M

et donc pour tout x € E\ {Og} :

1 1
(fiz ) <5 — me o <l €M — mx il < el < Ml
= =

puisque I'inégalité est aussi trivialement vraie pour x = Og, les normes |.| et |.[|« de E sont
équivalentes. Par transitivité de I'équivalence, toutes les normes de E sont équivalentes.
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Exercice.

Soit A un fermé borné non vide de E evn de dimension finie. Notons
pour tout x € E :
d(x,A) = inAf d(x,a)

Montrer que pour tout x € E, il existe a € A, tel que :

d(x,a) =d(x,A)

Résolution.

Soit x € E fixé; considérons |'application :

A — R
a > d(x,a)=|x-a|

elle est continue car 1-lipschitzienne puisque pour tout (a,a’) € A, d'aprés
I'inégalité triangulaire :

lIx-al - lx-a"[[<]la-2]|
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Puisque A est fermé borné, cette application est bornée sur A et y atteint
ses borne; ainsi il existe a€ A,

d(x,a) = mizl d(x,a) = inAfd(x,a) =d(x,A).
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Méthodologie

» Comment montrer que | - || est une norme?

e repérer s'il s'agit d'une norme euclidienne

Exemple : |P| =/ [ P2(t)dt pour P e Ra[X].

e revenir a la définition.

» Comment montrer que x, — £ dans (E,||-|)?
n—+oo

e montrer que |x, —£| o 0 (définition)

e En dimension finie, on décompose dans une base. Pour simplifier
E=K" et £ =(l1,,£n). Montrer que chaque suite coordonnées (x,’,)
tend vers /;.

e En dimension finie, on utilise une norme plus adaptée, puisqu'elles
sont toutes équivalentes en dimension finie.
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Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

» Comment montrer qu'une application f : E — F est continue?

e Si E est un evn de dimension finie, on regarde si f est linéaire ou
n-linéaire et on a automatiquement la continuité.

(M(K))* — Ma(K)

(A,B,C)— AxBxC

e De méme si f est k-lipschitzienne.
Exemple : x — | x|

e Sinon, en dimension finie on peut regarder application coordonnées
par application coordonnées si ca aide.

e Si f est définie par une expression, on constate que I'on a des

sommes, produits, composées etc. de fonctions continues.
R? —

Exemple :

Exemple : £ :
(x,y) — (exy,Arctan (1 +x2y426) LIn(1+ |zfx|))
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Limite d’une application
Continuité

Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

e Si f est définie par morceaux, il faut revenir a la définition de la
limite (en €).
e Pour une limite en (0,0) dans R?, le passage en coordonnées polaires
est souvent plus simple. Exemple :
f: R — R
x .
(y) Taz Si(xy)#(0,0)
1 sinon
e Pour montrer qu'il y a un probléme (pas de limite), on peut utiliser
la caractérisation séquentielle de la limite, ou chercher des chemins
donnant des Iimitzes différentes.

—

Exemple : ﬁ si (x,y) #(0,0)

(xy) — .
1 sinon

» Comment montrer qu'une partie A est fermée?

e On utilise la définition séquentielle de la limite.
Exemple : A={M e #,(K) | M* = det M - M*}
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Limite d’une application
Continuité

Applications entre espaces vectoriels normés Continuité entre e.v.n. de dimensions finies

e On trouve une fonction continue f (scalaire selon le programme)
telle que A= {x¢€ E|f(x) =0} ou bien f(x) >0 etc.
Exemple : Montrer que les matrices non inversibles forment un
fermé :

GL,(K) = det *({0}).

e On montre que son complémentaire est un ouvert (en montrant la

définition d'un ouvert), c'est rarement plus simple.
» Comment montrer qu'une partie A est ouverte ?

e On montre que son complémentaire est un fermé.

e On trouve une fonction continue f (scalaire selon le programme)
telle que A= {x e E|f(x)>0} ou bien f(x) # 0 etc.

e On montre la définition : pour tout a€ A, il existe r > 0 tel que
B(a,r) c A.
Exemple : Montrer qu'une boule ouverte est un ouvert.
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